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Chapitre 1

Intr oduction

La sciencedu logiciel estjeune,encoreballutiante.Les besoinsayantcra plus vite queles
savoirs, l'industrie a fait faceaux problémesen concentrant'importantesforcesde travail pourla
r alisation degrosprojets.Aujourd'hui, unprojetlogiciel segéreencoresouventcommela construc-
tion d'une cath draleaumoyenéage,ouuneascensioiimalayennél y aundemisiécle.Lesméme
causesntrainanies mémeeffets, la compleit croissantedesapplicationsinformatiquesa mal-
heureusemenpour corollaire I'existencede comportementg&normauxaux cons quenceparfois
irr parables: pannedu r seaut | phonique aux USA en 89, rappelde centainesde milliers de
PentiumparINTEL en 96, (discréte)pannedu r seaudet | phonie mobile de FranceT | com en
r gion parisienneen jarvier 98, destructionde la premiérefus e Ariane 5 en 99, etc. Pourmesu-
rerla dif cult du probléme,l fautsavoir queleslogiciels envahissentousles objetsde notrevie
courante(30 lignesde codedansle programmateud'une machinea laver), et que certainsgrands
logicielscomptenplusieursdizainesdemillions d'instructions(plusd‘'un million dansunt | phone
portable),et queleur conceptionob it a desprincipesm thodologiquesencorerudimentairesLa
d li vrancesurle march d'un logiciel supposebien sirr une (colteusephasede tests.Mais si ces
derniersser velent aptesa identi er unebonnepartdeserreurs,ls ne constituentenrien unega-
rantie.

L'erreur estparfoisinterdite,commedansle casde I'a ronautique, dela t | chirur gie,dut -
| paiement par cartea puce,ou du contéled'une centralenucl aire. Les logiciels concern ssont
dits critiques La véri cation de logiciels critiquesestun domainede rechercheen plein essoy qui
s'appuiesurunedemandeéndustriellecertes centemaisenforte croissancelréssouvent,ceslogi-
cielscritiquesont pourobjectifle contréled'un processugui communiquevecsonervironnement
parlinterm diaire decapteursthemometressignaux claviers,etc.Ceslogicielsn'ont paspourbut
de calculerun r sultat, maisd'assurerle fonctionnemenpermanentlu processugontrél , on les
apppelledessystemegéactifs. Une autrecaract ristiquefr quente de cessystemesritiquesest
gueleurcomportemenglobald penddelinteraction deplusieurssous-systémes oluantenparal-
lele, ce sontdessystémesdlistribués En n, le parametréempsintervientg n ralement de maniére
explicite, ce sontdessystemesempséel.

Qu'ils soientcritiquesou pas,c'esta la sp ci cation etala vrication de systéemes actifs
tempsr els distribu s que nousallons nousatteller Il y a pour celadeux grandes(familles de)
techniques les m thodesde preuwe, ou I'ing nieur utilise un assistantde preuvea n de prouver
qguele systemetudi satishit sessp ci cations; les m thodesde v ri cation (enanglais,model
cheding) qui ont pourbut de prouver automatiquementertainesropri t s ditesde suretépourles
plusimportanteqouleurn gation ...).

Ce coursa pour but d'aborderles diff rentes phasesde la conceptiona la v ri cation, dela
constructiorde systemeslistribu s r actifs tempsr el.

La premieretape dansl' laboration d'un tel systéemeestcelledela sp ci cation. Nous tudie-
ronsdonccommentsp ci er cessystémes actifs al'aide d'automatesemporis setde produitsde
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2 Intr oduction

synchronisationLa th orie desautomatesa doncintervenir de maniéreessentiellelansce cours,
dontle but seradoncenfaitdev ri er dessystémes actifs mod lis s sousformed'automates.

La seconcetape consistea sp ci er lesproprits attenduesl'un systéeme actif, essentielle-
mentdesproprits desuret : parexemple,la barrieredoit obligatoirementse fermerun certain
tempsavantle passagelu train. Nous tudieronscommentsp ci er cesproprits pardes nonc s
enlogiquetemporelle(ou plus pr cis ment, enlogiquetemporelletemporis e).

Latroisieme tape consistead terminersi unecertaineproprit desuret estvraied'un certain
automatell s'agitdelav ri cation proprementite. Nous tudieronsplusieursalgorithmesadapt s
acertainsragmentslela logiquetemporelle etanalyserongeur complexit .

En n, noustrerminerongarl' tude de plusieurslogicielsdev ri cation, en particulier Chro-
nos,UPRAAL et Hytech.Dansle documentunebréw introductiona ceslangagesstdonn e au
chapitre??, justeapréd'introduction.

Le chapitre2 consisteranunrappelsurla notiond'automated terministeou non-d terministe,
le langagereconnupar un automatela d terminisationdesautomatesion-d terministeset la mini-
misationdesautomatesl terministes,et nonconcluerongarlesproprit s declétureBool ennes.

Dansle chapitre3, nousexamineronscommentsp ci er dessystémes actifs al'aide d'auto-
mates.Ce seral'occasiond'introduire de une nouwelle constructionfondamentalevisanta modu-
lariserla sp ci cation dessystémesle produitde synchonisationD'autresconstructionscomme
I'ajout de variableslocalesou globales/|'utilisation de messagesde synchronisationgui sontdes
casparticuliersde produitsde synchronisationgnt pourbut defaciliterI' criture dessp ci cations.
Noustermineronspar le modeledesautomatesemporis s,pourlesquelles| existe deuxtypesde
transitions: les transitionsd' tats, qui sontinstantan esgt les transitionstemporellespour les-
guellesle temps v oluedansun tat donn . Ce modéleestbeaucoupplusrichequele pr ¢ dent, il
permetd'aborderde vraiesapplicationsmaissesaspectalgorithmiqgueserontpluscompleces.

Le chapitre4 aborderaun troisiemesujet: la logique temporellepropositionnelle gt sesliens
aveclalogiquedu premierordre.Nousexaminerongleuxsous-langagesarticuliers CTL et PLTL,
et donneronglesalgorithmesde d cision de formulesde CTL et PLTL interpr t es sur desauto-
matesavantd'en tudier la compleit, lin aire pourCTL et PSRACE pourPLTL.

Le chapitre5 consisteranun autrerappel,surlesclassesle compleit P, NP, CoONRP PSRACE
etNPSRACE, etlesnotionsdecompl tudeassoci esNousverronsdeuxprobléemegparadigmatiques
du point de vue de la compleit : SAT et QBF, prototypesde problemeNP-completet PSRACE-
completrespectiementNousrappelleronsgalementla notionde compleité non-élémentag.

Le chapitre6 seraconsacr auxautomatesle Blichi,qui senentacaract risefla reconnaissabilit
desmotsin nis. Cesautomategouerontun role essentietlansle chapitre7, qui seraconsacr ala
d cision decertaindfragmentsdela logiquetemporelle.

Commetout cours,celui-ci fait de nombreuxempruntsen particulieraux ouvrageq1, 2, 4, 5]
dontunelectureapprofondieestrecommand e.

Leslogiciels tudi s sonten principe disponiblessur les machinesde I' cole, et peuventétre
tlchar g s auxURL suivants:

CHRONOSaAI'URL http  : /lwww-verimag.imag.fr/ TEMPORISE/ch ronos

CMCal'URL http : /Mwww.lsv.ens-cachan.fr/~{}l

HyTechallURL http : //www.eecs.berkeley.edu/~tah/Hytech

UPRAAL al'URL http : //iwww.docs.uu.se/docs/rtmv/uppaal
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Chapitre 2

Automatesde mots nis

Lesautomatesontun outil demod lisationfondamentalgui senentarepr senterdesdisposi-
tifs automatiquespar exemplesdessystémes actifs, tout autantquedesobjetsmath matiquesou
physiguesDansce capitre,nousnousint ressonsauxautomatesle mots nis, le casimportantdes
motsin nis tant abord dansunchapitreult rieur.

2.1 Automatesd terministes

D nition 2.1 Unautomatal terministe estuntriplet ou
1. estle vocallairedel'automate;
2. estl'ensembleni des tats del'automate;
3. , estuneapplicationpartielle appelléefonctiondetransitiondel'automate

Onnotera pour . Lorsque esttotale,autrementlit s'il y adanschaquetat
exactementunetransitionpourtoutelettre del'alphabet,l'automateestdit complet

D nition 2.2 Etantdonnéun automatedéterministe , onappellecalcultoutesuite
(éventuellementide)detransitions , aussinotée , issued'un état
etatteignantunétat enayantlu le mot

On crira souvent aulieu de

D nition 2.3 Unautomatedéterministevientavecla donnée
d'un tat initial ;
d'un ensembld@’ tats acceptants ;
Onnotera par le quintuplet ,ouplussimplement si et sontdonnéssans
ambiguitédansle contexte
Unmot estreconnyparl'automate  s'il existeuncalculissudel'état initial ~ etterminant
enétatacceptanpresavoir lu le mot . Onnotepar ang le langage desmotsreconnugpar
lautomate . Un langagereconnupar unautomateestdit reconnaissable
Onnotepar I'ensembledeslangagesreconnaissables.

Onal'habitudededessinetesautomatesen gurant les tats pardescerclesgnindiquantl' tat
initial parune eche entranteles tats acceptantparun doublecercleou une eche sortantegtla
transitiondel'tat al'tat enlisantlalettre parune éche allantde vers et tiquet e par

. La gure 2.1repr senteun automatgincomplet)reconnaissaré langagedesentiersnaturelsen
repr sentatiorbinaire.

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



4 Automatesde mots nis
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FiG. 2.1- Automated terministereconnaissaries entiersnaturelssnnum ration binaire.
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FiG. 2.2— Automated terministecompletreconnaissarnésentiersnaturelssnnum rationbinaire.

Notonsquela reconnaissancd'un mot  par un automateestautomatiqueet setrouve donc
exempted'ambiguit : la lecturedeslettrescomposante mot provoquedestransitionsbiend nies
jusqu'aétrebloqu (encasde transitionsmanquantesi I'automateestincomplet,et le mot n'est
alorspasreconnuc'estle casdumot  pournotreexemple)ou bienjusqu'aatteindreun tat qui
peutétre (et le mot estreconnu)ou ne pasétre (et le mot n'est pasreconnu)un tat de satisfc-
tion. En pratique,il peutétreutile derendreun automatecompletenajoutantun nouwel tat appel
poubelle tiquet par ,verslequelvonttouteslestransitionsmanquanted.'automateobtenure-
connaitxactemente mémelangagesil'on corvientquele nouvel tat poubellen'estpasacceptant.
Ainsi, la gure 2.2 pr senteun automatecompletreconnaissarie langagedesentiersnaturelsen
repr sentatiorbinaire.

Si l'automate  est complet,on pourradonc tendre I'application  aux mots, en posant

telque

2.2 Automatesnon d terministes

Onenconsidéraledeuxformes,avecou sangransitionsvides.

D nition 2.4 Unautomatenon-d terministe estuntriplet ou
1. estlevocahilairedel'automate;
2. estl'ensembleni des tats del'automate;
3. , estla fonctiondetransitiondel'automate

On notera commeprécédemment pour avec , etpar 'ensemble
(peut-éte vide) desétatsatteignablesdepuis enlisantle mot .

Notonsqu'un automated terministe estun casparticulierd'automatenon-d terministequi as-
socieatout | ment de unepartiede poss dantz ro ouun I ment (exactementinsic'est

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



2.2 Automatesnon d terministes 5
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FiIG. 2.3—Un automatenon-d terministeavectransitionsvides.

un automatecomplet).On pourradire d'un automated terministe qu'il estincomplets'il peutse
bloguer c'est-a-dires'il existeun tat etunelettre telsque

Un automateavec transitionsvides est un automatenon-d term|n|steou certainegransitions
peuwentétre tiquet es par , quid noteral'absencedelettrelue lors dela transition.

D nition 2.5 Unautomatenon-d terministe avectransitionsvidesestuntriplet ou
1. estle vocalulairedel'automate;
2. estl'ensembleni des tats del'automate;

3. estla fonctiondetransitiondel'automate
Onnotera pour , avec ou
Parexemple,la gure 2.3repr senteunautomatenon-d terministeavectransitionsvidesrecon-
naissante langagesurl'alphabet contenanexactementuneoccurrencale chacundesmots
et
Notonsqguela notation devientambigue puisqu'elleprendmaintenanteuxsigni cations

diff rentessuivantque estconsid r e commeunelettre(ou commele symbole ) etil y auraalors
unetransitionunique,ou commeun mot (delongueurl ou 0), etil pourraalorsy avoir un nombre
arbitrairede transitions(dontau plus uneseranon-vide).Lever 'ambiguit n cessited'indiquerle
nombreexactdetransitionseffectu es.

La notion de calcul estla mémepour cesdeux nouwellesvarits d'automatesque pour les
automatesl terministes,ainsiquela notiondereconnaissancée non-d terministea toutefoisune
cons quenceessentielle il peuty avoir plusieurscalculsissusde  quilisentunmot donn , dont
certainspeuwenttermineren tat acceptanet d'autrespas.Si touslescalculs chouent,il n'y aura
pasd'autremoyenquedelesexplorertousavantdesavoir quele mot n'estpasreconnulLabonne
notionn'estdoncpascellede calcul,maisd'arbredecalculassoci aunmot lu parl'automate;

D nition 2.6 Etantdonnéun automatenon déterministe , l'arbr e de calcul de racine
engendrépar la lecture du mot estun arbre doublemenétiquettédé ni par récurrencesur

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



6 Automatesde mots nis

tat initial

tats atteints en une transition

ql q tats atteints en deux transitions

qi tats atteints apr s n 1 transitions

q tats atteints apr s n transitions

FiG. 2.4— Arbre descalculsd'un automatenond terministe.

Si , alorsl'arbr e estréduita saracine ;
Si , laracine possedealestransitionssortantesétiquettéepar vers différents
arbresde calcul engendréspar la lecture de et dontlesracinessontétiquettéepar les étatsde

Un arbredecalculestrepr sent ala gure 2.4.

Lescalculsd'un automatewvectransitionsvidesautorisente passaggarun nombrequelconque
de transitionsvides au coursde I'ex cution. Le nhombred' tats parcourusne seradonc plus gal
aunombrede lettresdu mot d'entr e maispourraétrebeaucoumplus grand.L'arbre de calculd'un
automatevectransitionsvidess'avéredu coupétreun outil moinsint resantquepourlesautomates
non-d terministessangransitionsvides,nousnele d nirons pas.

Silesautomatesion-d terministeqavecdestransitionsvides v entuelles}sontun outil de mo-
d lisation fondamentakn pratique,ilssontau contraired'une manipulationinformatiqueplus com-
plexe caus eparleur non-d terminisme Mais le principeestquel'utilisateur estroi.

2.3 D cision du vide d'un automate

Qu'il soitou nond terministe,un automatepeutposs derdes tats super us,ence sensqu'ils
peuwentétretout simplementetir s sanschangete langagereconnu.

D nition 2.7 Etantdonnéun automate(déterministeou pas) , ondira que
I'état est

accessibles'il existeunmot tel que ;

productif, s'il existeunmot tel que ;

utile, s'il esta la fois accessibleet productif
Un automateestdit r duit sitoussesétatssontutiles.

An d'liminer les tats inutilesd'un automateil fauten liminer successiementes tats inac-
cessiblegtles tats improductifs,op rationappell enettoyae. L'automateobtenuseraunautomate
r duit quivalental'automateded part, il aurapourtransitionscellesqui relientdes tats utilesde
'automatede d part. Restea calculerles tats productifs,puisles tats accessiblesPourcela,on

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



2.4Elimination destransitions videsd'un automate 7

obsene qu'un tat estproductif ssi ou bienil existe un tat productif et unelettre
tels que . On end duit un algorithmesimple qui procéde entempsli-

n aire, jusqu'astabilisatiorparajoutssuccessifsl’ tats productifsaunensemble duit initialement

a .Demémeyun tat estaccessiblesi ou bienil existeun tat accessible etunelettre
telsque . Onend duit un algorithmesimilaire qui procedetoujoursen

tempslin aire, jusqu'a stabilisationpar ajoutssuccessifsl' tats accessibles un ensemble duit

initialementa

Le nettoyagenouspermetdoncded cider entempslin aire si le langagereconnuparun auto-
mateestvide, ni ouinni :

Lemme2.8 Lelangaged'un automate estnonvidesi etseulemensil'un au moinsdesétatsde
estaccessible

Lemme 2.9 Lelangaged'un automate sanstransitionvideest ni si etseulemensonautomate
réduitestsanscycle etin ni s'il possedeincycle

Th oréme 2.10 Le vide la nitude etl'in nitude dulangage reconnupar un automatesontdéci-
dablesentempdinéaire.

Notonsquele problémedu plein du langagereconnupar un automateni d terministe (savoir
s'il reconnaitexactement ) ala mémecompleit quele problémedu vide, puisqu'ils sontin-
terr ductiblespar changedes tats acceptantgt non-acceptant€elan'est pasvrai desautomates
non-d terministeg(aucunalgorithmepolynomialn'est connudansce caspourle r soudrele pro-
blémedu plein).

2.4 limination destransitions videsd'un automate

Nousvoulonsmaintenanmontrerquele langagereconnuparun automatevectransitionsvides
peut galementl'étre par un automatenon-d terministesanstransitionsvides. Cetteop ration va
n ¢ ssiter I'addition denouwellestransitionsdansl'automate:

D nition 2.11 Soit unautomatenon-déterministavectransitionsvides.On
dé nit commd'automate ou
SSi

Dansla d nition ci-dessusla lettre estconsid r e commeunelettre, alorsquele symbole
estconsid r commeun mot de longueurnulle (aussibien dans quedans
). Notonsquecetteconstructiom'augmentepasla compleit del'automated nie commeson
nombred' tats.

Th oréme 2.12 Soit unautomatenon-déterministavectransitionsvides.Alors est
un automatenon-déterministgui reconnaite mémedangage que

La preuwe estsimple, et procedepar d coupaged'un calcul allantde a dans
lautomate entronconsde la forme suivis d'un derniertronconde la
forme

Appligu e al'automatedela gure 2.3,la constructiorpr ¢ dente nousdonnel'automatenon-
d terministedela gure 2.5.Les tats et ontt supprim scarnonaccessibles.

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



Automatesde mots nis

FiG. 2.5— Automatenon-d terministesanstransitionsvides.

2.5 D terminisation d'un automatenon-d terministe

Nousallons maintenand terminiser un automatenon-d terministe(sanstransitionsvides) en
ajoutantde nouwveaux tats : si  estl'ensembledes tats d'un automatenon-d terministe,l'en-

sembledes tats del'automated terministeassoci sera , 'ensembledespartiesde

D nition 2.13 Soit unautomatenon-déterministeOndé nit et commd'au-
tomate ou

Th oreme 2.14 Soit  un automatenon-déterministeAlors et estdéter

ministeetreconnaile mémedangage que

Si la constructionpeutsemblercomplexe au n ophyte, la preuve estpar contretréssimple, et
bas esurl'id e ques'il estpossibledand'automatenon-d terministed'atteindreles tats
depuisl' tat enlisantla lettre , alorsil serapossibledansl'automated terminis d'atteindreun
tat contenanta partie depuistout tat contenant' tat enlisantcettemémelettre

. Enfait, I'id e dela preuwe estparfaitementd crite parla notiond'arbrede preuve repr sent ea

la gure 2.4.

L'automated terminis correspondané l'automatede la gure 2.5 estrepr sent surla -
gure 2.6, ou seulementes tats accessiblesontmontr s. Les tats sont tiquet s parl'ensemble
desnomsdes tats del'automatenon-d terministequi le constituent.

2.6 Minimisation d'un automated terministe

Danstout ce paragraphe] estfondamentabe supposeies automatesiéterministegomplets
mémesileurrepr sentatiorengraphecorrespongbarfoisaunautomatencompletparsoucideclart
desdessinsOn supposeragalementquetousles tats desautomatesnanipul ssontaccessibles.
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FiG. 2.6— Automated terminis .

—_—

La d terminisationd'un automatenon-d terministefait exploserle nombred' tats, maistous
les tats de ne sontpasutiles a la constructiondu d terminis d'un automatedont  est
I'ensembledes tats. De plus, il setrouve quel'automateconstruitesten fait souvent plus com-
pligu quen cessaire En particulier il contientg nralementdes tats inaccessibled’ limination
des tats inaccessibler'estcependanpastoujourssuf sante pourobtenirl'automatele plussimple
possible: si deux tats d'un automatereconnaissene mémelangageon peutréduire I'automate
enles confondantLe probleme biensir, va étrede d terminer si deux tats et reconnaissent
le mémelangage de manierea partitionnerl'ensembledes tats a n de confondreles tats d'une
mémeclasse.

2.6.1 Automate minimal

La premiérequestionpiensdrestcelledel'existencestdel'unicit d'un automateminimal pour
toutlangagereconnaissableéC'estl'objet dud veloppemengui suit.

D nition 2.15 Ondit qu'unerelationd'équivalence surlesmotsd'un vocahilaire est
d'index ni sielle partitionnel'’ensembledesmotsenunnombe ni declasses,
unecongruencaroitesi

Lemme2.16 Soit  une congruencedroite d'index ni sur donton note l'ensembledes
classesd'équivalence et . Alors avec estun
automateni déterministecompletqui reconnaitle langage desmotsappartenant uneclassede

Preuve: Comme estd'index ni, estni. Comme estunecongruencelroite,lad nition de
ned pendpasduchoixde dans ,donc esthienunefonctiontotale.Donc estunautomate
ni d terministecomplet.
Restea montrerqu'il reconnaitle langagesiesmotsappartenana uneclassede . Pourcela,
nousmontrongparr currencesurle mot la proprit

Si ,laproprit esttrivialementvraie.
Si , alors pard niton de ,et par hypothéesaler currence,
d'ou la propri t.

Appliguantmaintenantetteproprit pour , onobtient , etdonc est

reconnussiil appartientiuneclassede
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D nition 2.17 Etantdonnéunlangage sur etunmot , onappelle:
contexte adroitede dans I'ensemble ;
congruenceyntaxiquede I'équivalence SSi

Lemme 2.18 La congruencesyntaxiqued'un langage quelconquesstunecongruencelroite.

Preuwe: Soit . Pourtout , SSi etdonc , prouvant
gue estunecongruencdaroite.

D nition 2.19 Soit reconnaissablepar un automate déterministe complet , et
I' quivalencedetransitionengendréesurlesmotsde dé nie par SSi

Lemme 2.20 L'équivalencede transition d'un automate estunecongruencedroite d'index
ni telle que

Preuve: Soit . Alors et donc pour tout ,
, etpard nition, . Commelesclasses
sontencorrespondanceiunivoqueavecles tats, la congruencestd'index ni et

Th oréme 2.21(Myhill-Ner ode) Tout langage reconnaissable sur un alphabet estreconnu
par l'automate qui setrouveétre I'automateminimal (ennombe d'état) reconnaissant .

Preuve: On montre que la congruencesyntaxiqueestd'index ni en prouvant que estun
rafnementde , c'est-a-direque . Celaaurapourcorrollairequel'automate
associ ala congruenceyntaxiqueparlesLemmes2.18et2.16reconnait etestminimal.

Soit ,etcomme  estunecongruencelroite, pourtout , , etdonc

SSi puisque estuneuniondeclassed' quivalencede , etpard nition de

, onend duit que . adoncau moinsautantde classegjue , ce qui prouwe que
cettederniereestd'index ni etmémeminimal.

Il nousrestemaintenant calculercetautomateminimal unique(arenommageresdes tats).

2.6.2 Calcul del'automate minimal

L'id e estde calculerl'automateminimal d'un langagereconnaissablé partir d'un automate
arbitrairele reconnaissanfourcela, plutét que de raisonneren termede congruencesur les mots
dulangagenousallonsconsid rerlesclasseslecongruencelles-mémeencequ'ellesformentune
partitiondes tats del'automatequi ala proprit cl decompatibilité:

D nition 2.22 Etantdonnéunautomatedéterministecomplet , unepartition
de estcompatiblessi

1. elleestunra nementdela partition
or
2. touteclassedela partition estcompatible:

ssi

Lespartitionscompatibleontbiensirunlien troit aveclescongruencedroites.

D nition 2.23 Etantdonnéeunepartition de ,I' quivalencedepartitionsurlesmotsassociée
a estdé nie par ssi et appartiennenf unemémeclassede
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Lemme2.24 Soit unepartition compatibledesétatsd'un automate . Alors
estunecongruencealroite d'index ni etl'automate

estla classequi contientl'état
SSi tel que
estunautomateni déterministegui reconnaitie langage

Preuwve: Laproprit decongruencaroited coule directemntdela compatibilit dela partition.La
congruencestd'index ni puisquesonnombredeclasse®stmajor parlataillede .Enn, l'au-
tomate  esttoutsimplement'automate dontles tats acceptantsontlesclassesassoci es
alapartitionde : il reconnaidoncle langage d'aprésle Lemme2.16.
Noussommesgloncramen satrouverla partitioncompatiblede  dontle nombredeclasse®st
minimum.Le problemeestquela d terminationa-priorid'unetelle partitionn'estpassimple,etpeut
dif cillement étreobtenuepar un algorithmequi confondles tats d termin s comme quivalents.
Nousallonsau contraireproc dera lI'envers: I'id e estde partir d'une partition des tats endeux
classesles tats acceptantsl'une part, et lesautres puisqu'uneclassecompatiblene peutcontenir
a la fois desacceptant®t desnon-acceptant$On va ensuiteaf ner cettepartition chaquefois que
n cessairec'est-a-dirdorsqueuneclasse neserapascompatible Ceserale caslorsqu'uneméme
lettre provoquela transitionde vers etde vers , et n'appartenanpas
a unemémeclassedonc ne reconnaissanpasle mémelangage On doit alors partitionner en
sousclassesompatiblesce qui fera apparaitreau moins deux nouwellesclasses, contenant
et contenant. Cepartitionnementarendreincompatibleglesclassesauparaentcompatibles,
etil vadoncfalloir testertoutesles classes I'e xceptionde cellesissuesdu partitionnementle
L'algorithmes'arréte(n cessairementlorsquetoutesles classesontcompatibles.

Etantdonn eunepartition  des tats d'un automatela fonction suivanterecherchaineclasse
de quin'estpascompatibleDansle casoutoutedesclassesontcompatibleda fonctionretourne
. Puisqueouslesclasseglansles partitionsconstruitegarl'algorithme sontnon-vides|e r sultat

signalele casd' chec delarecherche.

type classesur = ensemblesur
type partitionsur = ensemblesurclassesur
fonction non_compatible : automatesur ,
: partitionsur ) : classesur
% Rederched'une classenoncompatiblede
siil existe , , et telsque
transition et transition avec
retourner
sinon
retourner
n si
n fonction

La fonctionsuivantecalculealors,apartird'unepartition donn e,le raf nementcompatiblde
plusgrossierde , c'est-a-dirda sous-partitiorcompatiblede ayantle pluspetitnombrepossible
declasseqon peutmontrerqu'elle estunique):

fonction partition( : automatesur( , ),
: partitionsur ) : partitionsur
% Calculd'un raf nementcompatibledela partition

soit non_compatible
si

retourner
sinon

soit lapartitionla plusgrossierale telle que
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FiG. 2.7— Automated terminis etminimis .

pourtout , pourtout , pourtous
pourtout
transition ssitransition
retourner partition
n si
n fonction

La fonction suivantecalculel'automateminimis .

fonction minimisatior{ : automatesur ) : automatesur classesur
% Calcul du minimiséde A
% Calculdela plusgrossiée partition compatible
soit est_acceptant
partition
% Calcul del'état initial del'automateminimal
soit laclassede tellequeetat initial
% Calcul desétatsacceptantsle'automateminimal
pour chaque
soit truessi
n pour
% Calcul dela fonctiondetransitiondel'automateminimal
pour chaque faire
soit (unrepr sentanjuelconque)
soit  laclassedeP telle quetransition

n pour
retourner
n fonction

Le minimis del'automatedela gure 2.6estrepr sent surla gure 2.7.

Th oréme 2.25 Soit unautomatedéterministeetcompletL'automaterésul-
tat dela fonctionminimisationestl'automatedéterministecompletavecun nombe minimald'états
acceptante mémdangage que
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2.7 Proprits depompageetde cléture deslangageseconnais-
sables

Le pompagesstuneop ration surlesmotsqui laisseinvariantun langagereconnaissable

Th oréme 2.26 Pour tout langage reconnaissable , il existeune constantgdite de pompaye)
telle quetoutmot  delongueuraumoins peuts'écrire sousla formed'un produit de concaté-
nation tel que:

(i)

(ii)

(iii)

Preuve: La preuwe montrequel'on peutprendrepour le nombred' tats d'un automaterecon-
naissant . En effet, la reconnaissano@'un motfait intervenirund' tat deplusquesalongueuret
doncun tat aumoinsestrpt dansla reconnaissancée motreconnujusqu'a est , le mot
reconnusurle cheminde alapremiéere ptition de est estleresteest . Notonsla satishction
ela condition(i). Parmiles tats possiblespnchoisitle premieraser peter, cequi assurgii). La
proprit (iii) est vidente, elle consistea parcourirla bouclesur unnombrearbitraire(positif ou

nul) defois.

Ceth oremeserta montrerquecertaindangagese sontpasreconnaissables

Soit . Supposons reconnaissabl@tsoit saconstantalepompagePomponde
mot .Comme estdans , estform d'unnombrenonnulde , etil suft doncde
prendre pourobtenirunecontradiction.

Certaindangagesonreconnaissablaesri ent leth oremedepompagei-dessusetlam thode
ci-dessuses'appliguedoncpasdanscescas-laOnpeutr soudreceproblémededeuxmaniéresen
renforgante th oremede pompagepu entransformante langageded part parunetransformation
gui consere la reconnaissabilit (maispasla proprit de pompage) Commecestransformations
jouentun réle fondamentaparailleurs,nousallonslesvoir end tail.

Soit uneop ration d'arit  surles mots. Etantdonn s les alphabets etleslan-
gages sur sur ,ond nit le langage sur
l'alphabet

Ondit queleslangageseconnaissablesontclos paruneop ration  si estre-
connaissabléorsqueleslangages le sont.

Nousnousint ressonsavanttout aux op rationsBool ennessurleslangagesLesr sultats sont
nonc s sanspeuwe, qui peuwent étre faitesen exercice.Les langagesconsid r s serontbien s(r
d nis pardesautomatedes reconnaissantle sortequeles op rations peuvent étre vuescomme
agissantirectemensurlesautomates.

On commencearla clétureparcompl mentaire:

Th oréme 2.27 Soient un automatedéterministecomplet. Alors
reconnaitle langage complémentaede ang

Il estftondamentatlanscet nonc quel'automateded part soit complet.Passonsnaintenangé
l'union etal'intersection:

D nition 2.28 Etant donnés deux automatesdéterministes et
sur le mémealphabet , l'automate ou
estappelléautomateproduitcartésiende  par

Notonsque l'automateproduit cart sien a pour effet de synchronisetes transitions,doncles
calculsdesautomatesled part.
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Th oréme 2.29 Soient et deuxautomatesdéterministessur

le mémealphabet , et leur automateproduit cartésien.Alors, I'automate reconnait

le langage ang ang , et si les automatesde départ sont complets,l'automate
reconnaitle langage ang ang

La constructionci-dessusse g n ralise sansdif cult pour reconnaitrd'intersection deslan-
gageseconnupardeuxautomateson-d terministesandransitionsvides et nepossédarpas
le mémealphabet il suft pourceladed nir  souslaformeplusg n rale (mais quivalentepour
lesautomatesl terministescomplets) et
qui fournit un automateincompletsur I'alphabetunion (mais completsur I'alphabetintersection)
quir pond ala question.

Par contre,il fautfaire attentionen ce qui concernd'union deslangageseconnuscaril faut
disposerd'automatesqui soientcompletssur I'alphabetunion. Il suft pour celade rajouterune
poubellede maniérea ce qu'un automatene sebloquepaspendantuel'autre estentrain derecon-
naitre.Cetteconstructiorfonctionne galementpourdesautomatesiond terministes.

Nousverronsdansle chapitre3 une constructionqui g n ralise les deuxconstructionspr ¢ -
dentes le produitsynchronis d'automates.

Leslangageseconnaissablgsossedende tresnombreusepropri t s decléture,enparticulier
par substitution(deslettresdansles mots d'un langagepar desmots pris arbitrairementdansun
langage gulier associ achaqudettre,le casparticulierot chaqudettre estremplac eparun mot
tant appell homomorphisme)parhomomorphisméverse parquotienta droite, parshufe, etc.
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2.8 Exercices

Exercice2.1 Onconsidée I'automatesuivantreconnaissanie langage

O—0

g

—O

=0

Ondemandeale nettoyercetautomate puisdedonnerle langage qu'il reconnait.

Exercice2.2 Onconsidée I'automatesuivantreconnaissank langage

1]

|
N

1. Veri ez quelesmots , sontreconnugar cetautomate
2. Caractériserle language  reconnupar cetautomate?

3. Si estun mot,on note le motmiroir de : si alors

Et onde nit le langage miroir comme
Donnerun automatepour le langage

Exercice2.3 Construie I'automateminimal associé I'automatesuivant:
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O——0O

Exercice2.4 Soit  I'ensembledesmotssur delongueurau moins dontla iémelettre
avantla n estun .

Donneaun petitautomatenon-déterministgouisdonnez'automatedéterministeninimalrecon-
naissant

Combieny-a-t-il d'états dansle plus petit automatenon-déterministéon ne cherchera pasa
monter quec'estle pluspetit) et dansl'automatedéterministeminimalreconnaissant ? Compa-
rez.

Exercice2.5 Montrezqueleslangagesreconnaissablesur l'alphabet sontlesunions nies de
langagesdela forme

On pourra donnerla formegénéale d'un automatedéterministesur un alphabeta unelettre.

Endéduie que n'estpasreconnaissable
Exercice2.6 1. Soit le morphismalé ni par , , et
Décrire , , ; ,

2. Soit et deuxlangagesetsoit unhomomorphismeéMontrer ouin rmer (enexhibantun
contre-exemple)es propriétéssuivantes

3. Enuutilisantle fait que n'estpasrationnel,monter queleslangagessuivantsne sont
pasrationnels:

estun palindrome

Exercice2.7 On se proposede dé nir un autre algorithme de minimisationdes automatesnis
déterministesSoit unlangagereconnuypar unautomateni non-déterministe .

1. Soit unautomateni déterministeeconnaissanie langage

J.-P Jouannaud EcolePolytechnique



2.8Exercices 17

Soientmaintenant l'automateobtenua partir de  enéliminantles étatsinutiles, l'automate
obtenua partir de  par la constructionprécédenteet l'automate obtenua partir de  en
éliminantlesétatsinutiles.

2. Appliquercesconstructionsa 'automate  del'exercice2.2.
3. Appliquercesconstructionsa I'automatedel'exercice 2.3.
4. Montrer quel'automate estl'automateminimalreconnaissane langage

Exercice2.8 Soit unlangage reconnaissableMontrer queleslangagessuivantssontreconnais-
sables

1. .

2. sud that and .

3. sud that and

4 sud that and
Exercice2.9 Montrer quele langage n'estpasreconnaissable
Exercice2.10 On appellechiende gardeun systemejui recoit les signaux et qui est

Spéci éainsi:
Initialementle systemesten étatde reposetignore lesmessgesrecus.
Alarrivée dusignal (éveil),le systémgassea I'état deveille.
Quandle systemestenveille, toutsignal le fait passerdansun étatd'alerte.
Lesignal (n) lefait toujours passemdansl'état derepos.
Le systéemeesteenétatd'alerte tantquele signal (repos)n'estpasémis.
Donnerun automateréalisantun tel chiendegarde

Exercice2.11 Trois missionnaiesettrois cannibalesseulenttraverseruneriviére pleinede piran-
has.Il y a uneseulepiroguequi peuttransporterdeuxpersonnesau maximumJn missionnaie ne
peutpasutiliser la piroguetout seul(maisdeuxle peuvent)Désqu'il y a, a quelqueendwit, plus
decannibalesjuede missionnaies,lescannibalesrontmanger lesmissionnaies.
Est-cequ'il y a unepossibilitépour les six personnegle traverser la riviere sansétre man-
gées?
Indication: utiliser unautomateou lesétatssontlesdifférentesépartitionspossibleslesmis-
sionnailesetdescannibalesd'un cotéetdel'autredelariviére, etlestransitionsreprésentent
lestraverséedlela pirogue
Sil'on considée le motdesactions,quepenserd'une solutionmiroir ? Justi er.

Exercice2.12 Un barman,unclientetun clientarbitre jouentau jeu suivant;

Le barmanmetun bandeausur les yeuxqui le rendaveugle et il metdesgantsde boxequi
I'empédentde "sentir" si un verre esta I'endroit ou a I'envers.

Devantle barman,setrouveun plateautournantsur lequelsontplacésquatre verresencarré.
Cesverrespeuvengétre a I'enversou a I'endroit. La con gurationinitiale estinconnuedu barman.

Lesjoueurs alternentau plus 10 coupschacuncommesuit; le clientfait tournerle plateaud'un
certain nombe de quartsde tour, puisle barmanretourneau choix un ou deuxverresparmiles4.
Silesverressontalors tousdansle mémesens)e barmangagne

1. Onseplacedu point de vuedu client. Donnezun automatedontles étatssontles différentes
con gurationsdu plateau,leslettresles coupsjouéspar le barmanet lestransitionsles évo-
lutionspossiblesiescon gurations.

2. Donnezun automatenon déterministe(avec éventuellemenplusieuss états d'entrée) qui
donnetoutesles séquencede coupsdu barmanpour lesquellese client peutgagner

3. Donnezun automatequi donneles coupsqui assuentau barmande gagner quel quesoitle
comportemendu client.
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4. Jouez-vouslel'ar gentcontre le barman?
5. Etsiaulieu de4 verres,il y a 3 verresentriangle ou bien5 verresenpentajone?

Exercice2.13 Emile Firmin etGérard sonttrois ouvriers.lls setrouventavecleur caissea outilsau
sommet'un immeubleen constructionll n'y a pasd'escalierpour redescendretils nedisposent
que d'un monte-targe rudimentaie formé de deuxpaniers reliés par un cable passantsur une
poulie Un panierne peutcontenirqu'au plus deuxpersonneu unepersonneetla caissea outils.
La descentesefait naturellement)e panier le pluslourd I'emportantsansqu'il soit possibleni a
ceuxqui sontdansle panier ni aux autresd'aider cettedescenteEn n, sile panier qui descench
sur l'autre un excédente poidsde plusde 10 kg, toutepersonnequi s'y trouverit seblesseait a
l'arrivée. En revande, la caissea outils supportesansdommae |'atterrissage. Si Emile pése85
kg, Firmin 50 kg, Gérard 40 kg etla caissea outils 30 kg, au départun panier étantau sommett
l'autre au sol, combiende manceuwsau minimumdespaniers devront effectuerlestrois ouvriers
pour rejoindre sainset saufsle sol avecla caissea outil etcommen®
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Chapitre 3

Modélisation de systemegeéactifs par
desautomates

Cechapitrepr senteplusieursmod lisation de compleit croissantejui montrentla puissance
d'expressiordesautomate®t introduisentdesconstructionglassiquesisanta unecertaine cono-
mie dedescription.

3.1 Automatesaproprits

Nous nousproposongdansce paragrapheale mod liser un digicode (et lui seul, sansla porte
pourl'instant) qui d clenchel'ouvertured'une portelorsquele code36A35a t tap sursoncla-
vier, commerepr sent ala gure 3.1.Danscemodéle,larrive al' tat 6 estsuppos eprovoquer
l'ouverturedela porte,le systemeaetournanensuitedansson tat initial, actionmod lis e parune
transitionvide quel'on a gur e explicitementpourplusdeclart .

Faisonsdeuxremarques

- Dansle but d'all ger la sp ci cation del'automate(et sondessin)pns'autorisedestransitions
tiquett es par desexpressionsqui sontsoit desensemblesnis de lettresde I'alphabet,soit des
compl mentairesd'ensemblesnis delettres.

- l'automateestbiensdrdonn incomplettoujoursdansle but d'en all ger la description.

Unequestiorfondamentaleoncernd'ensembledes tats atteints: comprend-ilun tat interdit?
Dansl'exempledudigicode,l'ouverturedela porte(quenousn‘avonspasencoremod lis e), peut-
elle étred clench e avecun digicodeerron ? Pourr pondre a cetype de questionjl estimportant
deconsid rerlesex cutions possibleslu digicode,qui sontrepr sent esala gure 3.2.

Notonsquecetarbreestin ni, maisnousne consid ronshiensar(pourl'instant) quelesex cu-
tions nies repr sent esdanscetarbrein ni.

On va maintenantassocier tout tat uneproprit logique qui a pour réle de mat rialiser la
connaissancquel'on a du systemea ce point d'un calcul encours.Pourcela,on va sedonnerun
ensembl@eproprits | mentaires apartirdesquellesndevraexprimerlesproprit s dusysteme.
Onvaparexempleconsid rerlespropri t s suivantes

- :onvientd'appuyersurlatouche ;

- :I'tat prcdent dansl'ex cution estl' tat

A chaquetat onassocida formulepropositionnellebatiesurlesproprits | mentaires consi-
d r es commedessymbolespropositionnelsd crite ala gure 3.3.

Consid ronsuneex cution ou la portes'ouvre, c'est-a-dire,dansnotre modéle,uneex cution
qui atteintl' tat 6.
Laderniérdettretap e tait un5 , etonvenaitdel' tat 5 ;
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/=3,5,6

FiG. 3.1- Digicodea utilisationsmultiples.
/1\
SN
N
SN
TN s
L 1/1\ 1/2\3 1/23\4

6

2

FIG. 3.2— Arbre desex cutions du digicodea utilisation multiples.

Etat Propri t

FIG. 3.3—Proprit s des tats dudigicode.
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incr
incr

decr
decr
incr
decr
FIG. 3.4— Compteursnodulodeux,trois et quatre.

En5, laderniérdettretap e tait un3 , etonvenaitdel' tat 4;
En4,laderniérelettretap e tait unA , etonvenaitdel' tat 3;
En3,laderniéreettretap e tait un6 , etonvenaitdel' tat 2 oudel tat 5;

En2 commeenb, la derniérdettretap e tait un3 ;

Danstouslescas,si la portes'ouvre,c'estquele mottap surle clavier setermineparle code
d'ouverture.C'estcequel'on appelleuneproprit desuret.

Cet exemplesuggereune nouwelle d nition desautomatesianslaquelleil n'y a pasd' tats
acceptantfl'arriv e enl' tat 6 produituneactionsurla porte,cequel'on mod liserault rieurement)
carla suitede caractéresap e surle clavier estimplicitementsansn. Par contre,les tats seront
associ sadesproprits.

D nition 3.1 Unautomated terministe  estun sextuplet ou
estle vocalulairedel'automate;
estl'ensembledes tats del'automate;
estl'état initial ;
, estla fonctiondetransitiondel'automate
estl'ensembledespropri t s del'automate;

o 0k wN

estun tiquettagedesétatsde par dessous-ensembleate propriétésde

Lessous-ensemblateproprit s de doiventetreinterpr t es commedesconjonctionsOn
auraitpu prendrdaformulationplusg n rale , ou estinterpr t
commeuneconjonctionde disjonctionsde proprit s | mentaires, sachangjuetouteformule pro-
positionnelleconstruitesurle langage peutsemettresousunetelle formedite clausaleCette
formulationpermetdetenir comptedel'exemplepr ¢ dent. Cen'estenfait pasn cessairecarnous
disposerondientdtpourceladesformuleslogiquestemporellesjui sontencoreplusg n rales.

Notons galementquel'on peutsepassetréssimplementielafonctiond' tiquettageend nis-
santdirectement'ensembledes tats commeun sous-ensemblée 'ensembledespartiesde
Celapermetd' crire aulieu de , ce qui estbien sar plus simple.Nousadopterons
souwentcettesimpli cation parla suite.

3.2 Produit synchronis d'automates

Le produit synchronis d'automatesestun m canismevisanta modularisera descriptionde
systemesomplexesenenrichissante langagedebase Consid ronslescompteursmodulo2, 3 et4
repr sent sala gure 3.4.
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FIG. 3.5— Partiedu produitdetrois compteursnodulodeux,trois et quatre.

L'automateproduit synchronis de cestrois compteursestrepr sent (partiellement)a la -
gure3.5.1l possede tats. Danschaquetat, chaquecompteumpeuts'incr menter, se
d cr menter ou resterinchang , ce qui fait possibilit s. Il y auradonc
transitionsdansle systemedetransitionobtenu.

Cetteconstructionserten particulierad nir l'intersectionde deuxlangages dansce casla,
ne sontretenuesyue les transitionsqui font toutes en mémetempsou toutes enméme
temps,ce qui engendreune grande conomie du nombred' tats. Mais on pourrait synchroniser
diff remment, pourd'autresbesoins parexemple,synchronisetes deuxpremierscompteurdors-
gu'ils augmentenéninterdisantautroisiemed' v oluer, etlesdeuxdernierdorsqu'ils diminuenten
interdisantau premierd’ v oluer. La priseencomptedetellespossibilit s conduitalad nition du
produitsynchronis d'automatesouil va étrepossiblepourun sous-ensembléesautomategonsi-
d r s d'attende quelesautresautomatestteignentunecertainecon gurationavantded clencher
unensemblaletransitiondesimpliquant v entuellementous.On diraqu'ils sesyndironisent

D nition 3.2 Etantdonnés automatesion-déterministes pour
, une tiquette d'attente et un ensemblale syndironisation
, onappelleproduit syndronisédesautomates par la syndironisation l'automate
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3.3Automatesa variablesd' tat et transitions gard es 23

Le produitde synchronisatiord'automatesestsouwent not , la contraintede
synchronisationtant suppos econnuesansambiguit . Dansla pratique,on n'esteng nral pas
int ress parla transitiondanslaquelleaucunautomatene progresseet donc . Notons

quel tiguette  agit exactementommeunetransitionvide surl' tat enattente maisil n'‘est pas
toujourspossiblede confondreuneattenteavecunetransitionvide.

Il estsugg r aulecteurdemodi er cetted nition en liminant la fonctiond' tiquettage.

L'automateproduitcart siend ni dansla section2.7 n'estrien d'autre qu'un produitsynchro-
nis de2 automatesurle mémealphabet avecla contraintede synchronisation

. C'estla forme particuliérede cettecontraintede synchronisatiomui autorisel'utilisation
duvocahulaireuniondesvocahulairesded part aulieu du vocahulaire produit.

Dansl'exemplepr c dent descompteursja synchronisatiorpossibleannonc esed crit par

. Enpratique,l nousarriverafr quemmentderenommer
les tiquettesdu produit,op ration dontla formalisationestlaiss e aulecteur

On pourraitcroire quele produitsynchronis n'estqu'un banaloutil de descriptiond'automates
plus complexes.En fait, son pouwoir d'expressionesttrésimportantpuisquel'automate ni - qui-
valenta un produit synchronis estexponentiellemenplus complee quela descriptionde d part.
Eneffet, silesautomatesled part onunnombred' tats respectrementgal a ,lenombre
d' tats du produitest gal a qui estexponentielenla variable .

Si le nombred' tat d'un produitsynchronis estrapidemengigantesquela contraintede syn-
chronisationa pourr sultat quecertaind'entre eux ne sontpasatteignablesCalculeref cacement
I'ensembledes tats atteignablegstun problémebiensirfondamentalmaisdif cile.

Dansnotreexemple,tousles sommetssontatteignablesgarpour x, lad cr mentationde
et produitun cycle hamiltoniendansle plan , dufait quelesvaleursinitialesde et sont
premiereentreelles,etquel'on peutparailleursparcourirtoutedesvaleursde parincr mentation.

On appelleragraphed'atteignabilité'automateobtenua partir del'automateproduitlorsqu'on
serestreintaux seuls tats atteignablesCe graphegjoue un réle centralenv ri cation, carla suret
d'un systéemes'exprime commela non-atteignabilit de certainstats. Soncalcul (ef cace) estdonc
un problémeessentiel.

Lesconstructiongjui suiventfont toutespeuou prou appela desproduitssynchronis sd'auto-
matesCelasigni e quelesconceptsmportantsetl'algorithmiquead v eloppersontesentiellement
ceuxdesproduitssynchronis sLav ri cation quelesconstructionsvenirsontdescasparticuliers
deproduitssynchronis sserag n ralementlaiss eaulecteur

3.3 Automatesa variablesd' tat et transitions gard es

Reprenond'exempledu digicode.On souhaitemaintenancontrélerle nombred'erreursd'un
utilisateurde maniéerea diminuerle risqued'une ouvertureaccidentellede la porte par un utilisa-
teur essayantlescodesau hasard On va pour celaintroduire un compteurqui va s'incr menter a
chaqueerreurd'un utilisateur et desgardesqui nevont autorisedestransitionsquelorsquequ'une
certaineconditionestsatishite. Lestransitionsnon gard esaurontpar corventionla garde“True”.
Cettenouwelle mod lisation estrepr sent eala gure 3.6,oul'on anot par(M) la miseajour du

compteurqui estalorsincr ment d'uneunit ( ).
Onpourraitbiensirajouterdestransitionsenerreurencasded passementiu nombred'erreurs
autoris es.Onpourrait galementcontrélertoutedestransitiongarla garde etmettreajour

le compteurde manieresyst matiqueencasd'erreurdansle but d'obtenirun digicodeplusr aliste.
Cetexerciceestrecommand aulecteur

L'automateobtenupeutétre“d pli” demanierea faire apparaitrdes comportementpossibles
dusystémeg'est-a-direceuxqui satisfoniesgardeslL'automatemontr ala gure 3.7 estobtenupar
d pliementdel'automaterepr sentanundigicodeplusr aliste outoutedestransitionssontgard es,
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/=3,5,6

cpt:=0

FiG. 3.6— Digicodea utilisationmultipleset contrdled'erreurs.

@)
a5

®

FIG. 3.7 Systémaletransitionsassoci audigicodea utilisationmultipleset contréled'erreurs.

ettoutedeserreurgdefrappesurle clavier provoquentuneincr mentationducompteud'erreursUn
telautomatestappell systemeletransition etsestats sontditsglobaux Sil'automatecomporte
variables prenanteursvaleursdansdesdomaines , les tats globauxseront
ceuxdu produitcart sien telsquela gardeassoci eaun tat estvraie
pourlesvaleurs desvariablesdand!' tat

Dansl'exempleconsidr, I'tat  estl' tat .L'tat 1estappell tat decontrélede
I'tat globall'. Le fait qu'il n'y ait pasdetransitionsortantedel tat provientdel'absencede
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1=3,5,6

2ouvre
6
louvre

N~— 20—
?ferme

!ferme

FiG. 3.8— Le digicodecommecoupleclavier-porte.

transitionserreurdorsqueles gardeme sontpassatisgites.On pourraitbien sirlesrajouter

Lad nition formelled'un automategard et du systémede transitionassoci estun exercice
recommand aulecteur Toutaussirfecommand estla constructiordu systémeletransitionassoci
al'automatedela gure 3.6.Qu'obsenez-wous?

3.4 Synchronisation par messages

Il s'agit d'un casde produitsynchronis trésimportanten pratique.On distingueparmiles ti-
quetteqlettresdu vocahulaire),

- I'envoi d'un message , not ;

- lar ceptiondumessage , not e

Dansle produitsynchronis ,on n'autoriseraguelestransitionsou toute mission du message
estaccompagn elelar ceptionde (et vice-versa).Cettetechniqueestillustr e avecla mod li-
sationconjointedu digicode-danssaversionsimpli e- etdela portequ'il contréleala gure 3.8.
Notonsquel'on peutavoir plusieurstiquettespourunemémetransition: dansnotreexemple,une
tiuette corresondana la frapped'une lettre sur le clavier, l'autre a la commandede porte. Cet
exemplemontrebienquele digicodeestunesystémecompos d'un clavier etd'une portecommu-
niguantparmessages.

On souhaitemaintenanbiensirv ri er quela portene s'ouvre quelorssquee codecorrecta
t tap surle clavier. celaimplique biensiarun fonctionnementorrectdu modélede digicode,de
la porte,etdela communicatiorentrelesdeux.Cettev ri cation (intuitive) estlaiss e aulecteur

3.5 Synchronisation par variables partag es

Il s'agitla encored'un enrichissemendu langagede basequi peutsecodersousla formed'un
produitsynchronis .L'id e estqu'unemémevariablepeutétrepartag eparplusieursautomatesOn
va utiliser cettetechniquepourmod liser un gestionnairel'impressions.

On utiliserala lettre  pour gurer l'attente,la lettre pourlimpression,etla lettre  pourle
repos.Onalesproprits suvantes

:l'utilisateur attend.l afait unerequétenonencoretrait e ;
: limprimante imprimele documentdemand par ;
: I'utilisateur estaurepos: aucunaequéten'estenattenteni encoursd'impression.

On souhaites'assureque:
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26 Mod lisation de systemes actifs par desautomates

FiG. 3.9- Gestionnairal'impression.
Si tour=a alors imp a Si tour=b alors imp b
tour :=b tour := a

FiG. 3.10— Gestionnairal'impression quitable.

- touteimpressionestpr c d e d'une requéteappropri e : danstoute ex cution, tout tat qui
valide estprcd d'un tat quivalide ;

- toutedemanda'impression nit par étresatishite, ce qui n'est pasle casdela mod lisation
propos e: le gestionnairen'est paséquitable il estpossiblede passersontempsa satishire les
requéteslel'utilisateur sangamaiss'occupperdecellesdel'utilisateur

Pourrem dier aceproblémepnvad crire le gestionnaireommeun produitde 2 automates,n
par utilisateur separtageantinevariable . Cegestionnaireestrepr sent ala gure 3.10.

Ceproduitest quivalentaun uniqueautomateepr sent ala gure 3.11:

Cettemod lisation n'est toujours passatishisante puisqu'elle ne permetpasaux utilisateurs
d'imprimer deuxfois de suite.On fait doncunederniéremodi cation de notremodele,d crit ala

gure 3.12.
L'automateproduitainsiobtenuapour tats desquintuplets , cequi nousfait
donc tats. On peutmontrerqu'aucun tat dela forme n'est

atteignabledoncdeuxutilisateursne peuentimprimerenmémetemps.On peutaussimontrerque
cetautomateest quitable, il r pond doncauprobléemepos .
Cetexemplesuggerejuelesvariablegpartag essontelles-mémal crites pardesautomatedes
tats tant I'ensembledesvaleursqu'ellesprennent.
Il estconseill aulecteurde construirel'automateproduit quivalenta la mod lisation de la
gure 3.12et de formaliserles constructiongjue nousvenonsde d crire sousforme de produits
synchronis s.
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imp a
2,3
tour :=b
imp b 13

FiGc. 3.11- Automateproduit quivalentaugestionnairal'impression quitable.

db :=true
~( :

da :=false tour:=b db :=false tour :=a

da :=true

Si tour=b alors imp b

Si tour=a alors imp a

Si db=false alors imp a Si da=false alors imp b

FIG. 3.12— Gestionnaira'impressiongnultiples quitable.

3.6 Conclusion

Il estapparutout aulong de ce chapitrequele produitde synchronisationtait I'outil m thodo-
logiqueessentietlela mod lisation, et quelesnouwellesconstructiongjuel'on peutvouloir ajouter
pour faciliter la descriptionpratiquedessystémes els n' taient en fait que descasparticuliers
d'automatesynchronis s Cesconstructionsontn anmoinsessentiellea unemod lisationfacile.

L'int rét du produitde synchronisatiom'est pasuniquemenin thodologique,il est galement
th orique. Il s'avere en effet moins complexe (du point de vue de la th orie dela complit) de
vrier uneproprit pourunproduitsynchronis quepourl'automateproduit quivalent.Celaest
di al'explosionennombred' tats qui seproduitlorsquel’'on construitl'automateproduita partir
d'un ensemblal'automatesynchronis .

3.7 Exercices

Exercice3.1 Onseproposede modéliserun ascenseua trois étages(dontle rez-de-baussée)On
décomposex|'ascenseuren

- unecabine qui monteou descendsuivantl'étage ou elle setrouveen fonctiondesordresdu
contrdleur;

- uneporte par étage, qui s'ouvre ou sefermesuivantlesordresdu contréleur;

- et un contrdleur qui envoie desinstructionsd'ouverture/fermetue aux portes et de mon-
tée/descenta la cabine

1. On prendia en comptela possibilitéde descende 1 étage a la fois, ou bien 2 étages sans
arrét lorsquel'on esta I'étage 2, et de mémede monter2 étagesd'un couplorsqu'onestau
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rez-de-baussée

2. On seproposemaintenantde décrire un modeleplus réalistedanslequelchaqueétage pos-
sedeun boutond'appel, et la cabineposséderois boutonspour indiquer la destinationdes
utilisateurs, un par étage a atteindie. On supposea queles usagers arrivent a unecadence
sufsamentfaible pour qu'il nesoitjamaisnécessaegde mémoriseunedemande
On devra a nouveayprende en comptela possibilitéde monterou descende 2 étagesd'un
coupa la conditionsuivante

(@) Il n'y apasd'appela l'étage intermédiaie;
(b) Il n'y a pasd'appel a I'étage intermédiaie pour un étage situé dansla directionde
déplacemendela cabine

3. Quefaudrait-il faire pour prende encomptedesarrivéesnombeusesd'usagers voulantuti-
liser 'ascenseuf?

Exercice 3.2 Modéliserune alarmehautequi déclentie une alarme chaquefois quele messge
attendud'étiquette arrive dansunintervalle detempssupérieura 5 unitésdetemps.

Modéliserunealarmebassejui déclentbieunealarmechaquefois quele messge attendud'éti-
quette arrive dansunintervalle detempsinférieur a 5 unitésdetemps.

Exercice 3.3 Exprimer sousforme d'un produit syndroniséun ensemblad'automatescommuni-
guantpar variablespartagées.

Exercice3.4 La cafédesphilosophesi'a qu'unetablg etil n'acceptequedesphilosophezomme

clients,a qui il sertinvariablementdespates.La régle veutque chaquephilosophearrive avecsa

fourchette qu'il placea sadroite sur la table Un philosophepeutaussiquitter la table avecsa

fourchette a conditionqu'elle soitlibre. Pour mangr, il lui faututiliser safourchette etcelledeson

voisindegaude Il mange lorsqu'il a faim -a conditiond'avoir lesfourchettes-sinonil pense
Décrire sousformede produitssyndironisédesssituationssuivantes

1. 4 philosophesontassisa unetablede4.
2. 2 philosophesontassisa unetablede8, et 6 philosophesttendenteur tour.

3. En cejour d'af uence, 2 philosophessontinstalléset 100 autres attendentleur tour. Tout
philosophegui a mangédoit quitter la table désquepossible a conditionqu'il resteaumoins
un philosophea tableouquela le d'attentesoitvide

4. Aprésavoir mangéun philosphedoit maintenantaver I'assietteet les deuxfourchettesqu'il
a utiliséesavantde pouvoir partir.

5. Lesphilosophe®nattentesontmaintenangérésen le d'attente

Onsedemandedanschacundescasétudiéss'il y a risquequ'un plisophemeuree defaim.
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Chapitre 4

Logique Temporelle

La logiquedite temporelleestunelogique qui ne parle pasdu temps,c'est sapremiérecarac-
t ristique. La secondeestqu'il y a plusieurslogiquestemporellesmémes'il enexiste uneversion
g nralis e quicapturdesautres.

Dansl'exemplede I'ascenseud velopp ala premiérequestionde I'exercice3.1, dontla so-
lution estrepr sente a la gure 4.1 danslaquelleon a fait gurer explicitementl’ensemblede
synchronisatiomlel'automateproduit quivalental'automateavecmessagede synchronisationgn
s'int ressea plusieurstypesdeproprits :

Toutappeldel'ascenseudoit nir parétresatishit, c'estuneproprit dited'équité;
La portede l'ascenseuestouverteal tage si et seulemensi l'ascenseurestentrain de
desservil' tage , c'estuneproprit ditedesureté;
L'ascenseunetraversgjamaisun tage pourlequelexisteun appelsande satishire,c'estune
proprit derendez-vous
Notonsquenotremodeéled'ascenseunedistinguepasla commandele descentel'un seul tage de
cellededescente&le deux tages,il d cide doncde maniérenon-d terministe.

Cespropri ts portentsurle comportementlynamiquedu systemeOn pourraitles exprimeren

logiquedu premierordre,al'aide d'unevariable interprte comme tant le temps:

ennotant le pr dicat gurant I'appeldel' tage al'instant , le pr dicat gu-
rantla dessertelel' tage al'instant la positiondel'ascenseugal'instant , et
le pr dicat indiquantquela porteal tage estferm e.

Maislalogiquedu premierordreadeuxd savantages la lourdeurdessp ci cations, etl'ind ci-
dabilit desnonc s acausedela quanti cationuniverselle(surle tempsdand'e xempleci-dessus).

La logiquetemporelleestbeaucouplus simple,mieuxadapt eau probléme etd cidable pour
les fragmentsconsid r s. En fait, le tempsen estabsentremplac par un ordre qui en symbo-
lise I' coulement tout en faisantabstractiorde la dur e. C'est unelogique parfaitementadapt ea
I'nonc deproprits portantsurlesex cutions d'un systemeenl'absencede contraintesletemps
(ouplusg n ralementdecontraintegortantsurdesvariablesprenantieur valeurdansun ensemble
dense).En fait, la logique temporellepeut se traduire dansun fragmentd cidable de la logique
classiquedontla carat risationn'est passimple.
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2up 2up
TN s N
S S CT Y O )

?down ?down ?fermeri

Cabine Porte numro i (i=0,1,2)

Controleur

Ifermer 2

louvrir 2

L'ensemble de synchronisation obtenu pour le produit PorteOxPortelxPorte2xCabinexControleur est le suivi

Sync ={ (?ouvrir 0, , , ,!ouvrir 0), (?fermer 0, , , ,!/fermer 0),
(?ouvrir 1, ,, ,louvrir 1), (?fermer 1, , , ,'fermer 1),
(?ouvrir 2, , , louvrir 2), (?fermer 2, , , ,!fermer 2),
(,,,?down,!down), (, ,,?up,'up)}

FiG. 4.1- Ascenseuatrois tages.
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4.1 La logiquetemporelle CTL

4.1.1 Syntaxe

C'estunelogiquetemporellepropositionnellgrésg n rale qui a pourbut d'exprimerdespro-

prits concernantesex cutions d'un automate , etdont
1. lesproprits atomiquesontcellesde ;
2. lescombinateursogiquessontceuxde la logique propositionnelle Si et sontdes
formules,alors et sontdesformules,  tant dite n gative, lesautres

formules tant positives;

3. les combinateursgemporelspermettente construiredesexpressions/ ri es danscertains
tats de I'automatele long d'une ex cution donn e ou le long de certainesex cutions de
lautomate.Si estuneformuletemporellealors

(dire ) estuneformuletemporellequiindiquequelaformule estvri e dans
I'tat quisuitl' tat courantdansl'ex cution courante
(dire ) estuneformuletemporellequi indiqueque  estvri e dans

tout tat atteintdansle futur a partirdel' tat courantet pr ¢ dent I' tat a partir duquel
devientvri e dansl'ex cution courante
Cesformuless'interprétentdoncle long d'une exécutiondonnée Deux quanti cateursper
mettentde parlerd'ex cutions diff rentes:

(dire ) estune formule temporellequi indique que la formule est
vri e lelongdetouteex cution issuedel' tat courant
(dire ) estuneformule temporellequi indiquequela formule est

vri e lelongd'aumoinsuneex cution issuedel' tat courant.

Le langageci-dessusestsouwventenrichi de nouwellesconstructionsitiles en pratiquequi s'ex-
primental'aide despr ¢ dentes:

(dire ) estuneformuletemporellequi indiquequela formule
estvri e dansaumoinsun tat atteintdande futur apartirdel' tat courantdand'ex cution
courante estsouwentnot e parle symbolediamant ;

(dire -d sormais enfrancais)est une formule temporellequi
indiquequelaformule estvri e dansout tat atteintdande futur apartirdel' tat courant
dansl'ex cution courante  estsouwentnot e parle symbolecarr

(dire )estvri e danstout tat atteintdansle futur a partir de
I'tat courantetpr c dent I' tat s'il existeapartirduquel devientvri e dansl'ex cution
couranteLe combinateur estaussiappell “WeakUntil” ;

, abbr viation de ,estvri e uneinnit defois dansle futur a partir de I' tat
courantdangl'ex cution courante
et , abbr viationde ,quiestvri e danstout tat futur apartird'un certain tat de

I'ex cution couranteatteinta partirdel’ tat courant.
On peuts' tonner quela logiquetemporellene parlequedu futur, et pasdu pass .On peutenfait
I'enrichir avecdenouveuxcombinateurparlantdescalculspass s,cescombinateurgses'exprimant
pasenfonctiondescombinateurs et

4.1.2 S mantique

Les modelesd'une formule temporellesontdesautomatesvec desproprit s dansles tats, et
sansvocahulaire,detelle sortequela fonctiondetransition estuneapplicationde dans ,
galementappell s structues de Kripke. L'automate tant donn, on
crira
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SSi

SSi

SSi et

SSi ou

SSi et

SSi avec telque

SSi tel que alors

SSi avec telque et
SSi prolongeant tel que

SSi prolongeant alors

Ssi pourtouteex cution ,