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1

Chapitr e 1

Intr oduction

La sciencedu logiciel est jeune,encorebalbutiante.Les besoinsayantcrû plus vite que les
savoirs, l'industrie a fait faceauxproblèmesenconcentrantd'importantesforcesdetravail pour la
r�alisationdegrosprojets.Aujourd'hui,unprojetlogiciel segèreencoresouventcommelaconstruc-
tion d'unecath�draleaumoyenâge,ouuneascensionhimalayenneil y a undemisiècle.Lesmême
causesentraînantles mêmeeffets, la complexit� croissantedesapplicationsinformatiquesa mal-
heureusementpour corollaire l'existencede comportementsanormauxaux cons�quencesparfois
irr�parables : pannedu r�seau t�l�phonique aux USA en 89, rappelde centainesde milliers de
Pentiumpar INTEL en96, (discrète)pannedu r�seaude t�l�phonie mobiledeFranceT�l�com en
r�gion parisienneen janvier 98, destructionde la premièrefus�e Ariane 5 en 99, etc.Pourmesu-
rer la dif�cult� du problème,il fautsavoir queles logicielsenvahissenttouslesobjetsdenotrevie
courante(30 lignesdecodedansle programmateurd'une machineà laver), et quecertainsgrands
logicielscomptentplusieursdizainesdemillions d'instructions(plusd'un million dansunt�l�phone
portable),et queleur conceptionob�it à desprincipesm�thodologiquesencorerudimentaires.La
d�li vrancesur le march� d'un logiciel supposebien sûr une(coûteuse)phasede tests.Mais si ces
derniersser�vèlent aptesà identi�er unebonnepartdeserreurs,ils neconstituentenrien unega-
rantie.

L'erreur estparfois interdite,commedansle casde l'a�ronautique, de la t�l�chirur gie, du t�-
l�paiement par carteà puce,ou du contôled'une centralenucl�aire. Les logiciels concern�ssont
dits critiques. La véri�cation de logicielscritiquesestun domainederechercheenplein essor, qui
s'appuiesurunedemandeindustriellecertesr�centemaisenfortecroissance.Trèssouvent,ceslogi-
cielscritiquesontpourobjectif le contrôled'un processusqui communiqueavecsonenvironnement
parl'interm�diaire decapteurs,themomètres,signaux,claviers,etc.Ceslogicielsn'ont paspourbut
de calculerun r�sultat, maisd'assurerle fonctionnementpermanentdu processuscontrôl�, on les
apppelledessystèmesréactifs . Une autrecaract�ristiquefr�quente de cessystèmescritiquesest
queleurcomportementglobald�penddel'interactiondeplusieurssous-systèmes�v oluantenparal-
lèle, cesontdessystèmesdistribués. En�n, le paramètretempsintervientg�n�ralement demanière
explicite, cesontdessystèmestempsréel.

Qu'ils soientcritiquesou pas,c'est à la sp�ci�cation et à la v�ri�cation de systèmesr�actifs
tempsr�els distribu�s que nousallons nousatteller. Il y a pour cela deux grandes(familles de)
techniques: les m�thodesde preuve, où l'ing�nieur utilise un assistantde preuvea�n de prouver
que le système�tudi� satisfait sessp�ci�cations ; les m�thodesde v�ri�cation (en anglais,model
checking) qui ont pourbut deprouverautomatiquementcertainespropri�t�s ditesdesuretépourles
plusimportantes(ou leurn�gation ...).

Ce coursa pour but d'aborderles diff�rentes phases,de la conceptionà la v�ri�cation, de la
constructiondesystèmesdistribu�s r�actifs tempsr�el.

La première�tape dansl'�laboration d'un tel systèmeestcelledela sp�ci�cation. Nous�tudie-
ronsdonccommentsp�ci�er cessystèmesr�actifs à l'aide d'automatestemporis�setdeproduitsde
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2 Intr oduction

synchronisation.La th�orie desautomatesva doncintervenir demanièreessentielledanscecours,
dontle but seradoncenfait dev�ri�er dessystèmesr�actifs mod�lis�s sousformed'automates.

La seconce�tape consisteà sp�ci�er les propri�t�s attenduesd'un systèmer�actif, essentielle-
mentdespropri�t�s de suret� : par exemple,la barrièredoit obligatoirementsefermerun certain
tempsavant le passagedu train.Nous�tudieronscommentsp�ci�er cespropri�t�s pardes�nonc�s
enlogiquetemporelle(oupluspr�cis�ment, enlogiquetemporelletemporis�e).

La troisième�tape consisteàd�terminersi unecertainepropri�t� desuret� estvraied'un certain
automate.Il s'agit dela v�ri�cation proprementdite.Nous�tudieronsplusieursalgorithmesadapt�s
à certainsfragmentsdela logiquetemporelle,etanalyseronsleurcomplexit�.

En�n, noustrermineronspar l'�tude de plusieurslogiciels de v�ri�cation, en particulierChro-
nos,UPPAAL et Hytech.Dansle document,unebrève introductionà ceslangagesestdonn�e au
chapitre??, justeaprèsl'introduction.

Le chapitre2 consisteraenunrappelsurla notiond'automate,d�terministeounon-d�terministe,
le langagereconnuparun automate,la d�terminisationdesautomatesnon-d�terministeset la mini-
misationdesautomatesd�terministes,et nonconclueronsparlespropri�t�s declôtureBool�ennes.

Dansle chapitre3, nousexamineronscommentsp�ci�er dessystèmesr�actifs à l'aide d'auto-
mates.Ce seral'occasiond'introduire de unenouvelle constructionfondamentalevisantà modu-
lariser la sp�ci�cation dessystèmes,le produit de synchonisation.D'autresconstructions,comme
l'ajout de variableslocalesou globales,l'utilisation de messagesde synchronisation,qui sontdes
casparticuliersdeproduitsdesynchronisation,ontpourbut defaciliter l'�criture dessp�ci�cations.
Noustermineronspar le modèledesautomatestemporis�s,pour lesquellesil existedeuxtypesde
transitions: les transitionsd'�tats, qui sont instantan�es,et les transitionstemporelles,pour les-
quellesle temps�v oluedansun �tat donn�. Cemodèleestbeaucoupplusrichequele pr�c�dent, il
permetd'aborderdevraiesapplications,maissesaspectsalgorithmiquesserontpluscomplexes.

Le chapitre4 aborderaun troisièmesujet : la logiquetemporellepropositionnelle,et sesliens
avecla logiquedupremierordre.Nousexamineronsdeuxsous-langagesparticuliers,CTL etPLTL,
et donneronsdesalgorithmesde d�cision de formulesde CTL et PLTL interpr�t�es sur desauto-
mates,avantd'en �tudier la complexit�, lin�aire pourCTL et PSPACE pourPLTL.

Le chapitre5 consisteraenun autrerappel,surlesclassesdecomplexit� P, NP, CoNP, PSPACE
etNPSPACE,etlesnotionsdecompl�tudeassoci�es.Nousverronsdeuxproblèmesparadigmatiques
du point de vue de la complexit� : SAT et QBF, prototypesde problèmeNP-completet PSPACE-
completrespectivement.Nousrappellerons�galementla notiondecomplexiténon-élémentaire.

Lechapitre6 seraconsacr�auxautomatesdeBüchi,qui serventàcaract�riserla reconnaissabilit�
desmotsin�nis. Cesautomatesjouerontun rôle essentieldansle chapitre7, qui seraconsacr�à la
d�cision decertainsfragmentsdela logiquetemporelle.

Commetout cours,celui-ci fait denombreuxemprunts,enparticulierauxouvrages[1, 2, 4, 5]
dontunelectureapprofondieestrecommand�e.

Les logiciels �tudi�s sonten principedisponiblessur les machinesde l'�cole, et peuvent être
t�l�char g�s auxURL suivants:

CHRONOSà l'URL http : //www-verimag.imag.fr/TEMPORISE/ch ronos
CMC à l'URL http : //www.lsv.ens-cachan.fr/~{}fl
HyTechà l'URL http : //www.eecs.berkeley.edu/~tah/Hytech
UPPAAL à l'URL http : //www.docs.uu.se/docs/rtmv/uppaal
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Chapitr e 2

Automatesdemots �nis

Lesautomatessontun outil demod�lisation fondamental,qui serventà repr�senterdesdisposi-
tifs automatiques,parexemplesdessystèmesr�actifs, tout autantquedesobjetsmath�matiquesou
physiques.Danscecapitre,nousnousint�ressonsauxautomatesdemots�nis, le casimportantdes
motsin�nis �tant abord� dansunchapitreult�rieur.

2.1 Automatesd�terministes

D��nition 2.1 Un automated�terministe
�

estun triplet �������	�
����
 où

1. �
� estle vocabulairedel'automate;

2. � estl'ensemble�ni des�tats del'automate;

3. ���������
���

� , estuneapplicationpartielleappelléefonctiondetransitiondel'automate.

On notera���

�

�
��� pour ����������
! ���� . Lorsque� esttotale,autrementdit s'il y a danschaque�tat

exactementunetransitionpourtoutelettredel'alphabet,l'automateestdit complet.

D��nition 2.2 Étantdonnéun automatedéterministe"� #�$�
�

�	�
����
 , on appellecalcultoutesuite
(éventuellementvide)detransitions�&%('�)

�

�
�+*-,&,.,��&/�01*2'43

�

�
�./ , aussinotée�.%(5

�

�

�

�&/ , issued'un état �.%

et atteignantunétat �
/ enayantlu le mot 67 98

*
,.,&,:8

/ .

On �crira souvent �.%;5

�

�
�&/ aulieu de �.%<5

�

�

�

�&/ .

D��nition 2.3 Un automatedéterministevientavecla donnée
= d'un �tat initial �

%�>
� ;

= d'un ensembled' �tats acceptants?A@B� ;
Onnotera par "�C DFE le quintuplet ���G���H�
���

%
��?(����
 , ouplussimplement" si �

% et ? sontdonnéssans
ambiguitédansle contexte.

Un mot 6 estreconnupar l'automate"IC

D
E s'il existeuncalcul issudel'état initial �

% etterminant
enétatacceptantaprèsavoir lu le mot 6 . On notepar J ang�K"I
 le langage desmotsreconnuspar
l'automate " . Un langagereconnupar unautomateestdit reconnaissable.

Onnotepar L�MON l'ensembledeslangagesreconnaissables.

Onal'habitudededessinerlesautomates,en�gurant les�tats pardescercles,enindiquantl'�tat
initial parune�èche entrante,les�tats acceptantsparun doublecercleou une�èche sortante,et la
transitiondel'�tat � à l'�tat �P� enlisant la lettre 8 parune�èche allantde � vers �Q� et �tiquet�e par

8 . La �gure 2.1repr�senteunautomate(incomplet)reconnaissantle langagedesentiersnaturelsen
repr�sentationbinaire.
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4 Automatesde mots �nis

� % �O*

�

�

�

�

�

�

�

FIG. 2.1– Automated�terministereconnaissantlesentiersnaturelsennum�rationbinaire.

� % �O*

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

FIG. 2.2– Automated�terministecompletreconnaissantlesentiersnaturelsennum�rationbinaire.

Notonsquela reconnaissanced'un mot 6 par un automateestautomatiqueet setrouve donc
exempted'ambiguït� : la lecturedeslettrescomposantle motprovoquedestransitionsbiend��nies
jusqu'àêtrebloqu� (en casde transitionsmanquantessi l'automateest incomplet,et le mot n'est
alorspasreconnu,c'est le casdu mot

���

pournotreexemple)ou bien jusqu'àatteindreun �tat qui
peutêtre(et le mot est reconnu)ou ne pasêtre(et le mot n'est pasreconnu)un �tat de satisfac-
tion. En pratique,il peutêtreutile derendreun automatecompletenajoutantun nouvel �tat appel�
poubelle, �tiquet� par � , verslequelvont toutesles transitionsmanquantes.L'automateobtenure-
connaîtexactementle mêmelangagesi l'on convientquele nouvel �tat poubellen'estpasacceptant.
Ainsi, la �gure 2.2 pr�senteun automatecompletreconnaissantle langagedesentiersnaturelsen
repr�sentationbinaire.

Si l'automate " est complet, on pourra donc �tendre l'application � aux mots, en posant
���������1
� 9���

>
� tel que �

�

�

�
��� .

2.2 Automatesnon d�terministes

Onenconsidèrededeuxformes,avecousanstransitionsvides.

D��nition 2.4 Un automatenon-d�terministe
�

estun triplet �������H�
�:��
 où

1. �
� estle vocabulairedel'automate;

2. � estl'ensemble�ni des�tats del'automate;

3. � � �A� �G�
�
	

��� 
 , estla fonctiondetransitiondel'automate.

On notera commeprécédemment�

'

�

�
��� pour �P�

>
��������8 
 avec 8

>
� � , et par ���K����� 
 l'ensemble

(peut-êtrevide)desétatsatteignablesdepuis� enlisant le mot � .

Notonsqu'un automated�terministeestun casparticulierd'automatenon-d�terministequi as-
socieà tout �l�ment de � � �

� unepartiede � poss�dantz�ro ouun�l�ment (exactementunsi c'est
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2.2Automatesnon d�terministes 5
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FIG. 2.3– Un automatenon-d�terministeavectransitionsvides.

un automatecomplet).On pourradire d'un automated�terministe qu'il est incomplets'il peutse
bloquer, c'est-à-dires'il existeun �tat � et unelettre � telsque ���K���	��
  




.
Un automateavec transitionsvides est un automatenon-d�terministeoù certainestransitions

peuventêtre�tiquet�es par � , qui d�noteral'absencedelettrelue lorsdela transition.

D��nition 2.5 Un automatenon-d�terministe" avectransitionsvidesestun triplet �$�
�

�	� �:��
 où

1. � � estle vocabulairedel'automate;

2. � estl'ensemble�ni des�tats del'automate;

3. � � �A� �$�
���

�



� 	

��� 
 estla fonctiondetransitiondel'automate.

Onnotera �

'

�

�
��� pour ���

>
��������8 
 , avec 8

>
�G� ou 8  

� .

Parexemple,la �gure 2.3repr�senteunautomatenon-d�terministeavectransitionsvidesrecon-
naissantle langagesur l'alphabet �

�

�

���

contenantexactementuneoccurrencedechacundesmots
� �

et
� �

.
Notonsquela notation�

'

�

�
��� devientambigue,puisqu'elleprendmaintenantdeuxsigni�cations

diff�rentessuivantque 8 estconsid�r�e commeunelettre(oucommele symbole� ) et il y auraalors
unetransitionunique,ou commeun mot (delongueur1 ou 0), et il pourraalorsy avoir un nombre
arbitrairede transitions(dontauplusuneseranon-vide).Lever l'ambiguit� n�cessited'indiquer le
nombreexactdetransitionseffectu�es.

La notion de calcul est la mêmepour cesdeux nouvelles vari�t�s d'automatesque pour les
automatesd�terministes,ainsiquela notiondereconnaissance.Le non-d�terministea toutefoisune
cons�quenceessentielle: il peuty avoir plusieurscalculsissusde �

% qui lisentunmot 6 donn�, dont
certainspeuventtermineren �tat acceptantet d'autrespas.Si touslescalculs�chouent,il n'y aura
pasd'autremoyenquedelesexplorertousavantdesavoir quele mot 6 n'estpasreconnu.La bonne
notionn'estdoncpascelledecalcul,maisd'arbredecalculassoci�à unmot � lu parl'automate:

D��nition 2.6 Étant donnéun automatenon déterministe
�

, l'arbr e de calcul de racine �
>

�

engendrépar la lecture du mot �
>

�

�

�

estun arbre doublementétiquettédé�ni par récurrencesur
� :

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique
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...

...

...

...

ql q

qi
un un

q

q q

u u

u u

f q'

�tat initial

�tats atteints en une transition

�tats atteints en deux transitions

�tats atteints apr�s n�1 transitions

�tats atteints apr�s n transitions

u u1 1

2

3 3

2

FIG. 2.4– Arbre descalculsd'un automatenond�terministe.

Si �  

� , alors l'arbr eestréduit à saracine � ;
Si �  ��� , la racine � possèdedestransitionssortantesétiquettéespar �

>
��� vers différents

arbresde calcul engendréspar la lecture de � et dont les racinessontétiquettéespar les étatsde
����������
 .

Un arbredecalculestrepr�sent� à la �gure 2.4.
Lescalculsd'un automateavectransitionsvidesautorisentle passageparunnombrequelconque

de transitionsvidesau coursde l'ex�cution. Le nombred'�tats parcourusne seradoncplus �gal
aunombredelettresdu mot d'entr�e maispourraêtrebeaucoupplusgrand.L'arbre decalculd'un
automateavectransitionsvidess'avèreducoupêtreunoutil moinsint�resantquepourlesautomates
non-d�terministessanstransitionsvides,nousnele d��nirons pas.

Si lesautomatesnon-d�terministes(avecdestransitionsvides�v entuelles)sontun outil demo-
d�lisation fondamentalenpratique,ilssontaucontraired'unemanipulationinformatiquepluscom-
plexecaus�eparleurnon-d�terminisme.Mais le principeestquel'utilisateur estroi.

2.3 D�cision du vide d'un automate

Qu'il soit ou nond�terministe,un automatepeutposs�derdes�tats super�us,encesensqu'ils
peuventêtretout simplementretir�s sanschangerle langagereconnu.

D��nition 2.7 Étantdonnéun automate(déterministeou pas) "  �$�
�

�H�
���.%P��?(����
 , on dira que
l'état �

>
� est

= accessible, s'il existeunmot 6 tel que �&%(5

�

�

�

� ;
= productif, s'il existeunmot 6 tel que �

5

�

�

���

>
? ;

= utile, s'il està la fois accessibleet productif.
Un automateestdit r�duit si toussesétatssontutiles.

A�n d'�liminer les�tats inutilesd'un automate,il fauten�liminer successivementles�tats inac-
cessiblesetles�tats improductifs,op�rationappell�enettoyage. L'automateobtenuseraunautomate
r�duit �quivalentà l'automateded�part, il aurapourtransitionscellesqui relientdes�tats utilesde
l'automatede d�part. Resteà calculerles �tats productifs,puis les �tats accessibles.Pourcela,on

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



2.4Élimination destransitions videsd'un automate 7

observe qu'un �tat � est productif ssi � > ? ou bien il existe un �tat productif � � et une lettre
� > ��� � �

�


 tels que ��� > ����������
 . On en d�duit un algorithmesimplequi procède,en tempsli-
n�aire, jusqu'àstabilisationparajoutssuccessifsd'�tats productifsàunensembler�duit initialement
à ? . De même,un �tat � estaccessiblessi �� �+% ou bienil existeun �tat accessible�Q� et unelettre

� > �$� � �

�


 tels que � > � �K���K����
 . On en d�duit un algorithmesimilairequi procède,toujoursen
tempslin�aire, jusqu'à stabilisationpar ajoutssuccessifsd'�tats accessiblesà un ensembler�duit
initialementà �+� %

�

.
Le nettoyagenouspermetdoncded�cider entempslin�aire si le langagereconnuparun auto-

mateestvide, �ni ou in�ni :

Lemme2.8 Le langaged'un automate
�

estnonvidesi et seulementsi l'un au moinsdesétatsde
? estaccessible.

Lemme2.9 Le langaged'un automate
�

sanstransitionvideest�ni si et seulementsonautomate
réduit estsanscycle, et in�ni s'il possèdeuncycle.

Th�orème 2.10 Le vide, la �nitude et l'in�nitude du langage reconnupar un automatesontdéci-
dablesentempslinéaire.

Notonsquele problèmedu plein du langagereconnuparun automate�ni d�terministe(savoir
s'il reconnaitexactement�

�

) a la mêmecomplexit� que le problèmedu vide, puisqu'ils sont in-
terr�ductiblespar �changedes�tats acceptantset non-acceptants.Celan'estpasvrai desautomates
non-d�terministes(aucunalgorithmepolynomialn'est connudansce caspour le r�soudre le pro-
blèmeduplein).

2.4 �limination destransitions videsd'un automate

Nousvoulonsmaintenantmontrerquele langagereconnuparunautomateavectransitionsvides
peut �galementl'être par un automatenon-d�terministesanstransitionsvides.Cetteop�ration va
n�c�ssiter l'addition denouvellestransitionsdansl'automate:

D��nition 2.11 Soit "  �$�G���	� ���
%

��?(����
 unautomatenon-déterministeavectransitionsvides.On
dé�nit ��� M�� �K"�
 commel'automate ��� ���	�
���+�

%

�

�	?����
	

����
��

�:�����
	

����
��


 où
�9�

�

�
����	

����
��

��� ssi ���

�

�

 ��� �
�

�

�

 ���

?�����	

����
��

 �+�������

�

�



�

>
?

�

Dansla d��nition ci-dessus,la lettre � estconsid�r�e commeunelettre,alorsquele symbole
� estconsid�r� commeun mot de longueurnulle (aussibien dans �O%

�

�

��

��� � quedans �

�

�

��


�

>

? ). Notonsquecetteconstructionn'augmentepasla complexit� de l'automated��nie commeson
nombred'�tats.

Th�orème 2.12 Soit " un automatenon-déterministeavectransitionsvides.Alors ���
M�� ��"�
HC
D

E est
unautomatenon-déterministequi reconnaîtle mêmelangageque "�C

D
E .

La preuve estsimple,et procèdepar d�coupaged'un calcul allant de �
% à �

/
 

�

>
? dans

l'automate " en tronçonsde la forme ���

�! #"%$

&

�+�G�

��

�' #"

&

� � �

�(

����) * suivis d'un derniertronçonde la

forme �./�01*

�! #"
$

&

�+�G�

�(


�

>
? .

Appliqu�e à l'automatedela �gure 2.3, la constructionpr�c�dente nousdonnel'automatenon-
d�terministedela �gure 2.5.Les�tats �P* et �O*�* ont �t� supprim�scarnonaccessibles.
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FIG. 2.5– Automatenon-d�terministesanstransitionsvides.

2.5 D�terminisation d'un automatenon-d�terministe

Nousallonsmaintenantd�terminiserun automatenon-d�terministe(sanstransitionsvides)en
ajoutantde nouveaux�tats : si � est l'ensembledes�tats d'un automatenon-d�terministe,l'en-
sembledes�tats del'automated�terministeassoci�sera	

����
 , l'ensembledespartiesde � .

D��nition 2.13 Soit "  �$�G���H�
�:��
 unautomatenon-déterministe. Ondé�nit � et��"�
 commel'au-
tomate �$�G���

	
����
����O�

%

�

��?��

	

�H�:���

	

� 
 où ���

	

���

�

����
  ��

D

 ��

���K���	��
 .

Th�orème 2.14 Soit " un automatenon-déterministe. Alors � et�K"I
	�

�  �


�
� ���

���

C��

���	�

�

DFE

�

estdéter-

ministeet reconnaîtle mêmelangageque " C

D
E .

Si la constructionpeutsemblercomplexe au n�ophyte, la preuve estpar contretrèssimple,et
bas�esurl'id�e ques'il estpossibledansl'automatenon-d�terministed'atteindreles�tats �

*
������� ���

/

depuisl'�tat � enlisant la lettre � , alorsil serapossibledansl'automated�terminis� d'atteindreun
�tat contenantla partie �+�O*��������.�	�./

�

depuistout �tat contenantl'�tat �+�

�

enlisantcettemêmelettre
� . En fait, l'id�e dela preuve estparfaitementd�crite par la notiond'arbredepreuve repr�sent�eà
la �gure 2.4.

L'automated�terminis� correspondantà l'automatede la �gure 2.5 est repr�sent� sur la �-
gure2.6, où seulementles �tats accessiblessontmontr�s. Les �tats sont �tiquet�s par l'ensemble
desnomsdes�tats del'automatenon-d�terministequi le constituent.

2.6 Minimisation d'un automated�terministe

Danstout ce paragraphe,il estfondamentalde supposerlesautomatesdéterministescomplets,
mêmesi leurrepr�sentationengraphecorrespondparfoisàunautomateincompletparsoucideclart�
desdessins.Onsupposera�galementquetousles�tats desautomatesmanipul�ssontaccessibles.
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FIG. 2.6– Automated�terminis�.

La d�terminisationd'un automatenon-d�terministefait exploserle nombred'�tats, mais tous
les �tats de 	 ��� 
 ne sont pasutiles à la constructiondu d�terminis� d'un automatedont � est
l'ensembledes�tats. De plus, il se trouve que l'automateconstruitesten fait souvent plus com-
pliqu� quen�cessaire.En particulier, il contientg�nralementdes�tats inaccessibles.L'�limination
des�tats inaccessiblesn'estcependantpastoujourssuf�santepourobtenirl'automatele plussimple
possible: si deux�tats d'un automatereconnaissentle mêmelangage,on peutréduire l'automate
en les confondant.Le problème,bien sûr, va êtrede d�terminer si deux�tats � et �

� reconnaissent
le mêmelangage,de manièreà partitionnerl'ensembledes�tats a�n de confondreles �tats d'une
mêmeclasse.

2.6.1 Automateminimal

La premièrequestion,biensûrestcelledel'existenceetdel'unicit� d'un automateminimalpour
tout langagereconnaissable.C'est l'objet dud�veloppementqui suit.

D��nition 2.15 On dit qu'unerelationd'équivalence� sur lesmotsd'un vocabulaire � est
= d'index �ni si ellepartitionnel'ensembledesmotsenunnombre �ni declasses,
= unecongruencedroitesi

�

� � �
>

�

�
�

�
>

� �

�

�
 ��
� �

�

��� .

Lemme2.16 Soit � une congruencedroite d'index �ni sur �

�

�

dont on note � l'ensembledes
classesd'équivalence, et ? @ � . Alors

���

 ���
�

�	� ���

���

��?(����
 avec � ��� �

�

����
  �� ���

� est un
automate�ni déterministecompletqui reconnaitle langage desmotsappartenantà uneclassede

? .

Preuve: Comme� estd'index �ni, � est�ni. Comme� estunecongruencedroite,la d��nition de
� ned�pendpasduchoixde � dans� �

� , donc � estbienunefonctiontotale.Donc
�

estunautomate
�ni d�terministecomplet.

Resteà montrerqu'il reconnaitle langagesdesmotsappartenantà uneclassede ? . Pourcela,
nousmontronsparr�currencesurle mot � la propri�t� :

�

�
>

�

�

�

�

� �

�

>
��� �

���

�

�(

� � �

�

Si �  

� , la propri�t� esttrivialementvraie.
Si �  #� 6 , alors � �

�

�

�

��

� ���

� pard��niton de � , et � � �

�

5

�

�(

� � � 6

� parhypothèseder�currence,
d'où la propri�t�.

Appliquantmaintenantcettepropri�t� pour �  

� , onobtient
�

�
>

�

�

�

�

���
�

�

�(

� �

� , et donc � est
reconnussi il appartientà uneclassede ? . �
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10 Automatesde mots �nis

D��nition 2.17 Étantdonnéun langage � sur � � etunmot � > �

�

�

, onappelle:
contexteàdroitede � dans� l'ensemble���  � � � � � > �

�

;
congruencesyntaxiquede � l'équivalence� ��� � ssi ����� �1
  ���� � ��
 .

Lemme2.18 La congruencesyntaxiqued'un langagequelconqueestunecongruencedroite.

Preuve: Soit � ��� � . Pourtout 6 ��6 � > �

�

, ��6 6 � > � ssi ��6 6 � > � etdonc ��6 ��� � 6 , prouvant
que ��� estunecongruencedroite. �

D��nition 2.19 Soit � reconnaissablepar un automate déterministe complet
�

, et �
	

l' �quivalencedetransitionengendréesur lesmotsde � dé�nie par � �
	 � ssi ���K�.%Q��� 
  9���K�.%P� ��
 .

Lemme2.20 L'équivalencede transition ��� d'un automate� estunecongruencedroite d'index
�ni telle que

� ��


 �� .

Preuve: Soit � � 
 � . Alors ����� % ���1
  ����� % � ��
 et donc pour tout 6 > �

�

, � �K� % ����6�
  

���K���K� % ���1
���6�
:
( ��� � �K� % � ��
��:6I
:
( 9� �K� % � � 6�
 , et pard��nition, ��6 � 
 � 6 . Commelesclasses
sontencorrespondancebiunivoqueavecles�tats, la congruenceestd'index �ni et

� ���

 

�

. �

Th�orème 2.21(Myhill-Ner ode) Tout langage reconnaissable� sur un alphabet � est reconnu
par l'automate "

���

qui setrouveêtre l'automateminimal(ennombred'état) reconnaissant� .

Preuve: On montreque la congruencesyntaxiqueest d'index �ni en prouvant que ��	 est un
raf�nement de ��� , c'est-à-direque � ��	 �  ��
�

�

� � . Celaaurapourcorrollairequel'automate
associ�à la congruencesyntaxiqueparlesLemmes2.18et 2.16reconnait� et estminimal.

Soit � ��	 � , et comme��	 estunecongruencedroite,pourtout 6
>

�

�

, ��6���	 � 6 , et donc
��6

>
� ssi �46

>
� puisque� estuneuniondeclassesd'�qui valencede �
	 , et pard��nition de

��� , on en d�duit que � ��� � . ��	 a doncau moinsautantde classesque �

� , ce qui prouve que
cettedernièreestd'index �ni et mêmeminimal. �

Il nousrestemaintenantà calculercetautomateminimalunique(à renommageprèsdes�tats).

2.6.2 Calcul de l'automate minimal

L'id�e estde calculerl'automateminimal d'un langagereconnaissableà partir d'un automate
arbitrairele reconnaissant.Pourcela,plutôt quederaisonneren termede congruencesur lesmots
du langage,nousallonsconsid�rerlesclassesdecongruenceelles-même,encequ'ellesformentune
partitiondes�tats del'automatequi a la propri�t� cl� decompatibilité:

D��nition 2.22 Étantdonnéunautomatedéterministecomplet
�

 �$�
�

�	� ��� %Q��?(�:�I
 , unepartition
	 de � estcompatiblessi

1. elleestun ra�nementdela partition �+?(�	���<?

�

:

���

>

	

�

@ ? or
�

@��$���<? 


2. touteclassedela partition estcompatible:

���

>

	

�

�����

�

>

� �

�
>

�
�

���

�

����������

>

�

� ssi �����

�

�	��

>

�

�

Lespartitionscompatiblesontbiensûrun lien �troit aveclescongruencesdroites.

D��nition 2.23 Étantdonnéeunepartition 	 de � , l' �quivalencedepartitionsur lesmotsassociée
à 	 estdé�nie par � �




� ssi � et � appartiennentà unemêmeclassede 	 .
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Lemme2.24 Soit 	 unepartition compatibledesétatsd'un automate
�

 �$� � �H�
���.%Q�	?(�:��
 . Alors
�




estunecongruencedroite d'index �ni et l'automate
�




 �$� � � 	 �

�

%Q���

�

>

	 �

�

@ ?

�

�:�

D




�

% estla classequi contientl'état �&%

�

D

�

�

����
2 

�

� ssi � � >

�

����� >

�

� tel que ���K���	��
  9���

estunautomate�ni déterministequi reconnaitle langage JI�

�


 .

Preuve: La propri�t� decongruencedroited�couledirectemntdela compatibilit� dela partition.La
congruenceestd'index �ni puisquesonnombredeclassesestmajor� parla taille de � . En�n, l'au-
tomate

�




esttout simplementl'automate
� ���

dont les�tats acceptantssontlesclassesassoci�es
à la partitionde ? : il reconnaitdoncle langage� �

�


 d'aprèsle Lemme2.16. �

Noussommesdoncramen�sà trouverla partitioncompatiblede � dontle nombredeclassesest
minimum.Le problèmeestquela d�terminationa-priorid'unetellepartitionn'estpassimple,etpeut
dif�cillement êtreobtenueparun algorithmequi confondles �tats d�termin�s comme�quivalents.
Nousallonsau contraireproc�der à l'envers : l'id�e estde partir d'une partitiondes�tats en deux
classes,les�tats acceptantsd'unepart,et lesautres,puisqu'uneclassecompatiblenepeutcontenir
à la fois desacceptantset desnon-acceptants.On va ensuiteaf�ner cettepartitionchaquefois que
n�cessaire,c'est-à-direlorsqueuneclasse

�

neserapascompatible.Ceserale caslorsqu'unemême
lettre � provoquela transitionde �

>

�

vers � � et de �
>

�

vers ��� , � � et ��� n'appartenantpas
à unemêmeclasse,doncne reconnaissantpasle mêmelangage.On doit alorspartitionner

�

en
sousclassescompatibles,ce qui fera apparaîtreau moinsdeuxnouvellesclasses,

�

� contenant�

et
�

� � contenant� . Cepartitionnementva rendreincompatiblesdesclassesauparaventcompatibles,
et il va doncfalloir testertouteslesclassesà l'exceptiondecellesissuesdu partitionnementde

�

.
L'algorithmes'arrête(n�cessairement)lorsquetouteslesclassessontcompatibles.

Étantdonn�eunepartition � des�tats d'un automate,la fonctionsuivanterechercheuneclasse
de � qui n'estpascompatible.Dansle casoùtouteslesclassessontcompatiblesla fonctionretourne




. Puisquetouslesclassesdanslespartitionsconstruitesparl'algorithmesontnon-vides,le r�sultat



signalele casd'�chec dela recherche.

type classesur � = ensemblesur �

type partitionsur � = ensemblesurclassesur �

fonction non_compatible( " : automatesur �$� ���H� 
 ,
� : partitionsur � ) : classesur �

% Recherched'uneclassenoncompatiblede �

si il existe
�

>
� , �

>

�

, �
>

�

et �
>

�G� telsque
transition�K"���� ����


>

�

� et transition�K" �	������

>

�

� � avec
�

���  

�

� �

retourner
�

sinon
retourner




�n si
�n fonction

La fonctionsuivantecalculealors,àpartird'unepartition � donn�e,le raf�nementcompatiblele
plusgrossierde � , c'est-à-direla sous-partitioncompatiblede � ayantle pluspetitnombrepossible
declasses(onpeutmontrerqu'elle estunique):

fonction partition( " : automatesur( � � , � ),
� : partitionsur � ) : partitionsur �

% Calculd'un raf�nementcompatibledela partition �

soit
�

 non_compatible�K" ��� 


si
�

 




retourner �

sinon
soit ��� la partitionla plusgrossièrede

�

telle que

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique
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�

�

��� ��� � � �

	

���

��� ���

���

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

��

FIG. 2.7– Automated�terminis� et minimis�.

pourtout
�

�

> � � , pourtout
�

� �

> � , pourtous� ��� >

�

�

pourtout � > � � :
transition�K" � � �	��


>

�

� � ssitransition��" �����	��

>

�

� �

retourner partition�K"��&���

�

�

�

�



�

� � 


�n si
�n fonction

La fonctionsuivantecalculel'automateminimis�.

fonction minimisation( " : automatesur �$� ���	� 
 ) : automatesur �$�G��� classesur � 


% CalculduminimisédeA
% Calculdela plusgrossière partition compatible
soit ?  �+�

>
� � est_acceptant��" �	�P


�

�  partition��" �����

�

?(�	?

�




% Calculdel'état initial del'automateminimal
soit ��� � / la classede � telle queetat_initial��"�


>
��� � /

% Calculdesétatsacceptantsdel'automateminimal
pour chaque

�

>
� :

soit ?	� � / �

�


! truessi
��


? � 




�n pour
% Calculdela fonctiondetransitiondel'automateminimal
pour chaque �

�

�	��

>

�A� �
� fair e

soit �
>

�

(un repr�sentantquelconque)
soit

�

� la classedeP telle quetransition�K"���������

>

�

�

�
� � /

�

�

����
! 

�

�

�n pour
retourner ���

� � /
��?

� � /
�:�

� � /



�n fonction

Le minimis� del'automatedela �gure 2.6estrepr�sent� surla �gure 2.7.

Th�orème 2.25 Soit "7 ����
!�H�
���
%

�	?(�:��
 unautomatedéterministeetcomplet.L'automaterésul-
tat dela fonctionminimisationestl'automatedéterministecompletavecunnombreminimald'états
acceptantle mêmelangageque " .
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2.7 Propri�t�s depompageet declôturedeslangagesreconnais-
sables

Le pompageestuneop�ration surlesmotsqui laisseinvariantun langagereconnaissable:

Th�orème 2.26 Pour tout langage reconnaissable� , il existeuneconstante(dite depompage) �

telle quetout mot � delongueurau moins � peuts'écrire sousla formed'un produit deconcaté-
nation ��, � ,&6 tel que:

(i) � � 

�

(ii) � � ,��������

(iii)
���

>�� � � ,��

/

,.6 > �

Preuve: La preuve montrequel'on peutprendrepour � le nombred'�tats d'un automaterecon-
naissant� . En effet, la reconnaissanced'un mot fait intervenirun d'�tat deplusquesalongueur, et
doncun �tat � au moinsestr�p�t� dansla reconnaissance.le mot reconnujusqu'à � est � , le mot
reconnusurle cheminde � àla premièrer�p�tition de � est � estle resteest 6 . Notonsla satisfaction
e la condition(i). Parmi les�tats � possibles,onchoisitle premierà ser�peter, cequi assure(ii). La
propri�t� (iii) est�vidente, elle consisteà parcourirla bouclesur � un nombrearbitraire(positif ou
nul) defois. � �

Ceth�orèmesertà montrerquecertainslangagesnesontpasreconnaissables:
Soit �  �+�
	��

/

�

. Supposons� reconnaissable,etsoit � saconstantedepompage.Pomponsle
mot �  �
	
��	 . Comme� � estdans�
	 , � estform� d'un nombrenonnul de � , et il suf�t doncde
prendre

�

 

�

pourobtenirunecontradiction.
Certainslangagesnonreconnaissablesv�ri�ent le th�orèmedepompageci-dessus,et la m�thode

ci-dessusnes'appliquedoncpasdanscescas-là.Onpeutr�soudreceproblèmededeuxmanières,en
renforçantle th�orèmedepompage,ouentransformantle langageded�part parunetransformation
qui conserve la reconnaissabilit�(maispasla propri�t� de pompage).Commecestransformations
jouentunrôle fondamentalparailleurs,nousallonslesvoir end�tail.

Soit
�

uneop�ration d'arit�
�

sur les mots.Étantdonn�s les alphabets� *O�������.�	� / et les lan-
gages�(* sur � *�������� � �2/ sur � / , on d��nit le langage

�

� �(*�������� � �2/ 
  �
���

 

�

�

�

� �1*�������� ����/ 
 sur
l'alphabet � *

�
�����

�
� /

On dit queles langagesreconnaissablessontclosparuneop�ration
�

si
�

� �
*

�������&� �
/


 estre-
connaissablelorsqueleslangages�

*
�������.� �

/ le sont.
Nousnousint�ressonsavanttout auxop�rationsBool�ennessurleslangages.Lesr�sultatssont

�nonc�s sanspeuve, qui peuvent être faitesen exercice.Les langagesconsid�r�s serontbien sûr
d��nis par desautomatesles reconnaissant,de sortequeles op�rationspeuventêtrevuescomme
agissantdirectementsurlesautomates.

Oncommenceparla clôtureparcompl�mentaire:

Th�orème 2.27 Soient "  ��� ���	� ���
%

��?(�:�I
 un automatedéterministecomplet.Alors "  

�$� ���H�
���
%

�	���<?(����
 reconnaitle langagecomplémentairede J ang��"�
 .

Il estfondamentaldanscet�nonc� quel'automateded�part soit complet.Passonsmaintenantà
l'union et à l'intersection:

D��nition 2.28 Étant donnés deux automatesdéterministes " *  �$�
�

�H��*+��� *.
 et "

�

 

�$� ���H�

�

���

�


 sur le mêmealphabet � � , l'automate "  ��� ���	�
*

�9�

�

����
 où ���:���
*

���

�


��	��
  

��� �����
*

�	��
��:� �K�

�

����


�

estappelléautomateproduit cartésiende "
* par "

� .

Notonsque l'automateproduit cart�sien a pour effet de synchroniserles transitions,donc les
calculsdesautomatesded�part.
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Th�orème 2.29 Soient "  ��� � �	�
����
 et "��� ��� � �	� �K��� � 
 deuxautomatesdéterministessur
le mêmealphabet � � , et � leur automateproduit cartésien.Alors, l'automate �

C�� C

�

�

DFE�� D

�

E

�

reconnait

le langage J ang�K"IC DFE+





J ang��" � C

�

D

�

E


 , et si les automatesde départ sont complets,l'automate

�

�

C��

�

�

��� �

C

�

�

� �

�

DFE�� D

�

E

�

reconnaitle langage J ang�K" C D E 
 � J ang�K" � C

�

D

�

E


 .

La constructionci-dessusseg�n�ralise sansdif�cult� pour reconnaitrel'intersectiondeslan-
gagesreconnuspardeuxautomatesnon-d�terministessanstransitionsvides" et "�� nepossèdantpas
le mêmealphabet: il suf�t pourceladed��nir � sousla formeplusg�n�rale (mais�quivalentepour
lesautomatesd�terministescomplets)���:��� * �	�

�


 ����
; ���K���

*

�����

�


 �����

*

> ���K� * ����
 et ���

�

> � �K�

�

����


�

qui fournit un automateincompletsur l'alphabetunion (maiscompletsur l'alphabetintersection)
qui r�pond à la question.

Par contre,il faut faire attentionen ce qui concernel'union deslangagesreconnus,car il faut
disposerd'automatesqui soientcompletssur l'alphabetunion. Il suf�t pour cela de rajouterune
poubelledemanièreàcequ'un automatenesebloquepaspendantquel'autre estentrainderecon-
naitre.Cetteconstructionfonctionne�galementpourdesautomatesnond�terministes.

Nousverronsdansle chapitre3 uneconstructionqui g�n�ralise les deuxconstructionspr�c�-
dentes: le produitsynchronis�d'automates.

Leslangagesreconnaissablespossèdentdetrèsnombreusespropri�t�s declôture,enparticulier
par substitution(deslettresdansles motsd'un langagepar desmots pris arbitrairementdansun
langager�gulier associ�à chaquelettre,le casparticulieroùchaquelettreestremplac�eparunmot
�tant appell� homomorphisme),parhomomorphismeinverse,parquotientà droite,parshuf�e, etc.
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2.8 Exercices

Exercice2.1 Onconsidère l'automatesuivantreconnaissantle langage �(% :

�

�

N

�

M

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ondemandedenettoyercetautomate, puisdedonnerle langagequ'il reconnait.

Exercice2.2 Onconsidère l'automatesuivantreconnaissantle langage �(% :

�
�

	

�

�

�
���

�+* �

�

���

�
%

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1. Veri�ez quelesmots
��� �

,
��� ���

,
� ��� � �

sontreconnuspar cetautomate.

2. Caractériserle language �
% reconnupar cetautomate?

3. Si 6 estun mot,on note ������� 6�
 le motmiroir de 6 : si 6A A�G* � �

�

����������/ alors �������K6�
  

��/ �������:�

�

� � * .
Et onde�nit le langagemiroir comme: ������� �2
2 � ������� 6�
 �:6

>
�

�

.
Donnerunautomatepour le langage ������� �2%O
 .

Exercice2.3 Construire l'automateminimalassociéà l'automatesuivant:

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique
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�

�

�

�

N M

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Exercice2.4 Soit �2/ l'ensembledesmotssur �+��� �

�

de longueurau moins
�

dont la
�

ièmelettre
avantla �n estun � .

Donnezunpetitautomatenon-déterministe, puisdonnezl'automatedéterministeminimalrecon-
naissant� � .

Combieny-a-t-il d'états dansle plus petit automatenon-déterministe(on ne cherchera pasà
montrer quec'est le pluspetit)etdansl'automatedéterministeminimalreconnaissant� / ? Compa-
rez.

Exercice2.5 Montrezqueleslangagesreconnaissablessur l'alphabet �

���

sontlesunions�nies de
langagesdela forme

�

/

,Q�

�

�




�

Onpourra donnerla formegénéraled'un automatedéterministesurunalphabetà unelettre.
Endéduireque �

�

/

�

�

���

� �

n'estpasreconnaissable.

Exercice2.6 1. Soit � le morphismedé�ni par �-�K��
  � � � , �-� �.
! 9� , �-�KN.
2 � � � et �-�

�


! ����� .
Décrire � ������N

�


 , �-���K��� 


�


 , �

0 *

�K������
 , �

01*

�:� � ����


�


 , �

0 *

��� ��� 


�




2. Soit � et � deuxlangageset soit � unhomomorphisme. Montrer ou in�rmer (enexhibantun
contre-exemple)lespropriétéssuivantes:

�


��-� �
�

� 
  ��-� �<

�

� ��� 


�


��-� ����� 
  	�-� �<
	���-�
� 


�


��-� �




� 
  ��-� �<





� ��� 


�


��

0 *

� �
�

� 
  	�

01*

� �2

�

�

01*

�
� 






��

0 *

� ����� 
  ��

01*

� �<
	���

0 *

��� 


�


��

0 *

� �




� 
  	�

01*

� �2





�

01*

�
� 


�


��

0 *

��� � �2
�
! ��

3. En utilisant le fait que �+�

/

�

/

�

n'estpasrationnel,montrer queleslangagessuivantsnesont
pasrationnels:

=

�
*

 �O�

�

���&N�� � �����  	�

�

� �

=

�

�

 �O�

/

�

/

N

/

�

���

� �

=

� �  �+6
>

������� 


�

� � 6 �

�

 � 6 �
�

�

=

� �� ���K��� 


�

/

�KN

�




�

/

�

���

� �

=

� �  �O�

/

� �

/

�

���

� �

=

�
�

 �+6
>

������� 


�

� 6 estunpalindrome
�

=

� �  �O�

�

���&�

��)

�#� �H���

�

� �

Exercice2.7 On se proposede dé�nir un autre algorithmede minimisationdesautomates�nis
déterministes.Soit � un langagereconnupar unautomate�ni non-déterministe" .

1. Soit "�� unautomate�ni déterministereconnaissantle langage ������� �<
 .
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Soientmaintenant� l'automateobtenuà partir de " � enéliminantlesétatsinutiles, � � l'automate
obtenuà partir de � par la constructionprécédente, et

�

l'automateobtenuà partir de � � en
éliminantlesétatsinutiles.

2. Appliquercesconstructionsà l'automate �2% del'exercice2.2.

3. Appliquercesconstructionsà l'automatedel'exercice2.3.

4. Montrer quel'automate
�

estl'automateminimalreconnaissantle langage J���"�
 .

Exercice2.8 Soit � un langagereconnaissable. Montrer queleslangagessuivantssontreconnais-
sables:

1.
�

M ���H� �2
� � � > �

�

� � � > �

�

.

2.
�

M ���H� �2
� � � > �

�

� � � > �

�

such that � � �  �� � � and � � > �

�

.

3. � �FM ��� � �<
  � � > �

�

� � ���:6 > �

�

such that � � �  ��O6 �  �� � � and � � 6 > �

�

.

4.
�

M ���H� �2
� � � > �

�

� � � > �

�

such that � � �  � � � � 


�

and � � > �

�

.

Exercice2.9 Montrer quele langage �  �+�

/

�

�

/

�

���

� �

n'estpasreconnaissable.

Exercice2.10 On appellechiende gardeun systemequi recoit les signaux �OM �

�

� �����

�

et qui est
spéci�éainsi :

= Initialementle systèmeestenétatdereposet ignore lesmessagesrecus.
= À l'arrivée dusignal M (éveil),le systèmepasseà l'état deveille.
= Quandle systèmeestenveille, tout signal � le fait passerdansunétatd'alerte.
= Le signal

�

(�n) le fait toujourspasserdansl'état derepos.
= Le systèmeresteenétatd'alerte tantquele signal � (repos)n'estpasémis.

Donnerunautomateréalisantun tel chiendegarde.

Exercice2.11 Trois missionnaireset trois cannibalesveulenttraverserunerivière pleinedepiran-
has.Il y a uneseulepiroguequi peuttransporterdeuxpersonnesau maximum.Un missionnaire ne
peutpasutiliser la piroguetout seul(maisdeuxle peuvent).Dèsqu'il y a, à quelqueendroit, plus
decannibalesquedemissionnaires,lescannibalesvontmanger lesmissionnaires.

= Est-cequ'il y a unepossibilitépour les six personnesde traverser la rivière sansêtre man-
gées?
Indication: utiliser unautomateoùlesétatssontlesdifférentesrépartitionspossiblesdesmis-
sionnairesetdescannibalesd'un côtéetdel'autredela rivière, et lestransitionsreprésentent
lestraverséesdela pirogue.

= Si l'on considère le motdesactions,quepenserd'unesolutionmiroir ? Justi�er.

Exercice2.12 Un barman,unclient etunclientarbitre jouentau jeusuivant:
Le barmanmetun bandeausur les yeuxqui le rendaveugle, et il metdesgantsde boxequi

l'empêchentde"sentir" si unverre està l'endroit ouà l'envers.
Devant le barman,setrouveun plateautournantsur lequelsontplacésquatre verresencarré.

Cesverrespeuventêtreà l'enversouà l'endroit. La con�gurationinitiale estinconnuedubarman.
Lesjoueursalternentauplus10coupschacuncommesuit : le client fait tournerle plateaud'un

certainnombre dequartsdetour, puis le barmanretourneau choix un ou deuxverresparmi les4.
Si lesverressontalors tousdansle mêmesens,le barmangagne.

1. On seplacedu point devuedu client. Donnezun automatedont lesétatssontlesdifférentes
con�gurationsdu plateau,les lettreslescoupsjouéspar le barmanet lestransitionslesévo-
lutionspossiblesdescon�gurations.

2. Donnezun automatenon déterministe(avec éventuellementplusieurs états d'entrée) qui
donnetouteslesséquencesdecoupsdubarmanpour lesquellesle clientpeutgagner.

3. Donnezun automatequi donnelescoupsqui assurentau barmandegagnerquelquesoit le
comportementduclient.
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4. Jouez-vousdel'ar gentcontre le barman?

5. Et si au lieu de4 verres,il y a 3 verresentriangleoubien5 verresenpentagone?

Exercice2.13 Émile, Firmin etGérard sonttroisouvriers.Ils setrouventavecleurcaisseà outilsau
sommetd'un immeubleenconstruction.Il n'y a pasd'escalierpour redescendre et ils nedisposent
que d'un monte-charge rudimentaire formé de deuxpaniers reliés par un câble passantsur une
poulie. Un paniernepeutcontenirqu'au plusdeuxpersonnesouunepersonneet la caisseà outils.
La descentesefait naturellement,le panier le plus lourd l'emportantsansqu'il soit possibleni à
ceuxqui sontdansle panierni auxautresd'aider cettedescente. En�n, si le panierqui descenda
sur l'autre un excédentdepoidsdeplusde10 kg, toutepersonnequi s'y trouverait seblesserait à
l'arrivée. En revanche, la caisseà outils supportesansdommage l'atterrissage. Si Émile pèse85
kg, Firmin 50 kg, Gérard 40 kg et la caisseà outils 30 kg, au départun panierétantau sommetet
l'autre au sol, combiendemanœuvresau minimumdespaniers devront effectuerles trois ouvriers
pour rejoindresainset saufsle solavecla caisseà outil et comment?
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Chapitr e 3

Modélisation de systèmesréactifs par
desautomates

Cechapitrepr�senteplusieursmod�lisationdecomplexit� croissantequi montrentla puissance
d'expressiondesautomateset introduisentdesconstructionsclassiquesvisantà unecertaine�cono-
mie dedescription.

3.1 Automatesà propri�t�s

Nousnousproposonsdansce paragraphede mod�liser un digicode(et lui seul,sansla porte
pour l'instant) qui d�clenchel'ouvertured'une portelorsquele code36A35a �t� tap� sursoncla-
vier, commerepr�sent� à la �gure 3.1.Danscemodèle,l'arri v�e à l'�tat 6 estsuppos�eprovoquer
l'ouverturedela porte,le systèmeretournantensuitedansson�tat initial, actionmod�lis�e parune
transitionvidequel'on a �gur�e explicitementpourplusdeclart�.

Faisonsdeuxremarques:
- Dansle but d'all�ger la sp�ci�cation del'automate(etsondessin),ons'autorisedestransitions

�tiquett�es par desexpressions,qui sontsoit desensembles�nis de lettresde l'alphabet,soit des
compl�mentairesd'ensembles�nis delettres.

- l'automateestbiensûrdonn� incomplet,toujoursdansle but d'en all�ger la description.
Unequestionfondamentaleconcernel'ensembledes�tats atteints: comprend-ilun�tat interdit?

Dansl'exempledudigicode,l'ouverturedela porte(quenousn'avonspasencoremod�lis�e), peut-
elle êtred�clench�e avecun digicodeerron�? Pourr�pondreà cetypedequestion,il estimportant
deconsid�rerlesex�cutions possiblesdudigicode,qui sontrepr�sent�esà la �gure 3.2.

Notonsquecetarbreestin�ni, maisnousneconsid�ronsbiensûr(pourl'instant) quelesex�cu-
tions�nies repr�sent�esdanscetarbrein�ni.

On va maintenantassocierà tout �tat unepropri�t� logiquequi a pour rôle de mat�rialiser la
connaissancequel'on a du systèmeà cepoint d'un calculencours.Pourcela,on va sedonnerun
ensembledepropri�t�s �l�mentaires àpartirdesquellesondevraexprimerlespropri�t�s dusystème.
Onvaparexempleconsid�rerlespropri�t�s suivantes:

- �
� : onvientd'appuyersurla touche�

>
�

�

� �

�

��" � �

� ;
- � � : l'�tat pr�c�dent dansl'ex�cution estl'�tat � .
À chaque�tat onassociela formulepropositionnelle,batiesurlespropri�t�s �l�mentaires consi-

d�r�es commedessymbolespropositionnels,d�crite à la �gure 3.3.

Consid�ronsuneex�cution où la portes'ouvre,c'est-à-dire,dansnotremodèle,uneex�cution
qui atteintl'�tat 6.

La dernièrelettretap�e �tait un5 � � �+
 , etonvenaitdel'�tat 5 ��� �&
 ;
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FIG. 3.1– Digicodeàutilisationsmultiples.
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FIG. 3.2– Arbredesex�cutions dudigicodeàutilisationmultiples.
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� �
�




�
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� �
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�
�

�
�

�

FIG. 3.3– Propri�t�s des�tats dudigicode.
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FIG. 3.4– Compteursmodulodeux,troiset quatre.

En5, la dernièrelettretap�e �tait un3 ��� � 
 , et onvenaitdel'�tat 4 ;
En4, la dernièrelettretap�e �tait unA ��� 
 
 , et onvenaitdel'�tat 3;
En3, la dernièrelettretap�e �tait un6 ��� �O
 , et onvenaitdel'�tat 2 oudel'�tat 5;
En2 commeen5, la dernièrelettretap�e �tait un3 � � �+
 ;
Danstouslescas,si la portes'ouvre,c'est quele mot tap� sur le clavier seterminepar le code

d'ouverture.C'estcequel'on appelleunepropri�t� desuret�.
Cet exemplesuggèreunenouvelle d��nition desautomatesdanslaquelleil n'y a pasd'�tats

acceptants(l'arri v�e enl'�tat 6 produituneactionsurla porte,cequel'on mod�liserault�rieurement)
car la suitedecaractèrestap�e sur le clavier estimplicitementsans�n. Par contre,les �tats seront
associ�sà despropri�t�s.

D��nition 3.1 Un automated�terministe
�

estunsextuplet �$�����	�
�	�
%

�:� �
	

��� � � �$
 où

1. �
� estle vocabulairedel'automate;

2. � estl'ensembledes�tats del'automate;

3. � % estl'état initial ;

4. � � �A� �G�
�

� , estla fonctiondetransitiondel'automate.

5. 	
��� � estl'ensembledespropri�t�s del'automate;

6. � ���
� 	

�
	

��� ��
 estun �tiquettagedesétatsde � par dessous-ensemblesdepropriétésde
	

��� � .

Lessous-ensemblesdepropri�t�s de 	
��� � doiventetreinterpr�t�es commedesconjonctions.On

auraitpuprendrela formulationplusg�n�rale � �;�
� 	

�
	

�
	

��� ��
�
 , où 	
�

	
�

	
��� ��
�
 estinterpr�t�

commeuneconjonctiondedisjonctionsdepropri�t�s �l�mentaires, sachantquetouteformulepro-
positionnelleconstruitesurle langage	

��� � peutsemettresousunetelle formedite clausale.Cette
formulationpermetdetenircomptedel'exemplepr�c�dent. Cen'estenfait pasn�cessaire,carnous
disposeronsbientôtpourceladesformuleslogiquestemporellesqui sontencoreplusg�n�rales.

Notons�galementquel'on peutsepassertrèssimplementdela fonctiond'�tiquettageend��nis-
santdirectementl'ensembledes�tats commeunsous-ensembledel'ensembledespartiesde 	

��� � .
Celapermetd'�crire �

>
� au lieu de �

>
�:�K�P
 , ce qui estbien sûr plus simple.Nousadopterons

souventcettesimpli�cation parla suite.

3.2 Produit synchronis� d'automates

Le produit synchronis�d'automatesest un m�canismevisant à modulariserla descriptionde
systèmescomplexesenenrichissantle langagedebase.Consid�ronslescompteursmodulo2, 3 et4
repr�sent�sà la �gure 3.4.
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FIG. 3.5– Partieduproduitdetroiscompteursmodulodeux,trois etquatre.

L'automateproduit synchronis�de cestrois compteursest repr�sent� (partiellement)à la �-
gure3.5.Il possède

�

�

�

�

�

 

�

�

�tats. Danschaque�tat, chaquecompteurpeuts'incr�menter, se
d�cr�menter ou resterinchang�,cequi fait

�

�

�

�

 

� �

possibilit�s. Il y auradonc
�

�

�

� �

 

� �

�

transitionsdansle systèmedetransitionobtenu.
Cetteconstructionserten particulierà d��nir l'intersectionde deuxlangages: dansce caslà,

ne sontretenuesqueles transitionsqui font toutes �

�

N � en mêmetempsou toutes
�

MON � en même
temps,ce qui engendreune grande�conomie du nombred'�tats. Mais on pourrait synchroniser
diff�remment,pourd'autresbesoins: parexemple,synchroniserlesdeuxpremierscompteurslors-
qu'ils augmententeninterdisantautroisièmed'�v oluer, et lesdeuxdernierslorsqu'ils diminuenten
interdisantaupremierd'�v oluer. La priseencomptedetellespossibilit�s conduità la d��nition du
produitsynchronis�d'automates,ou il vaêtrepossiblepourunsous-ensembledesautomatesconsi-
d�r�s d'attendre quelesautresautomatesatteignentunecertainecon�gurationavantded�clencher
unensembledetransitionslesimpliquant�v entuellementtous.On diraqu'ils sesynchronisent.

D��nition 3.2 Étantdonnés
�

automatesnon-déterministes" �  �$� ���	��� �:���:�
	

��� � ��� � �F
 pour �
>

�

�

� �

�

� , une�tiquette d'attente �

�
>

���F� � et un ensembledesynchronisation
���

�

N
@���*�������/ ��� �
�

�

�

�


 , onappelleproduit synchronisédesautomates"
� par la synchronisation

���
�

N l'automate

�	��
 / �	" �  ���!�	�
��� �
	

��� � � ��


�  ��� *
�

�

�

�


2� ����� � ��� /
�

�

�

�




�  ��*I� ����� � � /

� �:�K�O*O�������&���&/ 
��&��� *��������.����/ 
:
  � ���

�

*

�������.���

�

/


 ���

�

�

>
�

�

�

�K���:�	� �$


�

�

�

�

�K� ����� � � 
  ���:�K���:�	� �$


�

�

�

�K� ���

�


  �+���

�

	
��� �  

�

�

 �


*���� /��

	
��� ���

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



3.3Automatesà variablesd'�tat et transitions gard�es 23

���:���+*O�������.���&/ 
:
  �

�

 �


*���� /��

�:�K����


Le produit de synchronisationd'automatesestsouventnot� " * ��� "

�

��� �����'��� " / , la contraintede
synchronisation�tant suppos�econnuesansambiguit�. Dansla pratique,on n'est en g�n�ral pas
int�ress� par la transitiondanslaquelleaucunautomateneprogresse,et donc �

/

�> �

� �

N . Notons
quel'�tiquette � agit exactementcommeunetransitionvide sur l'�tat enattente,maisil n'est pas
toujourspossibledeconfondreuneattenteavecunetransitionvide.

Il estsugg�r� aulecteurdemodi�er cetted��nition en�liminant la fonctiond'�tiquettage.
L'automateproduitcart�siend��ni dansla section2.7n'est rien d'autrequ'un produitsynchro-

nis� de2 automatessurle mêmealphabet� avecla contraintedesynchronisation�

� �

N; ���K������
 �

� > �

�

. C'est la formeparticulièredecettecontraintedesynchronisationqui autorisel'utilisation
duvocabulaireuniondesvocabulairesded�part aulieu duvocabulaireproduit.

Dansl'exemplepr�c�dent descompteurs,la synchronisationpossibleannonc�ese d�crit par
�

� �

N  ��� �

�

N ��� �

�

N ���

�


��+�

�

�

�

MON ���

�

MON �P


�

. En pratique,il nousarriverafr�quemmentderenommer
les�tiquettesduproduit,op�ration dontla formalisationestlaiss�eaulecteur.

Onpourraitcroirequele produitsynchronis�n'estqu'un banaloutil dedescriptiond'automates
plus complexes.En fait, sonpouvoir d'expressionesttrèsimportantpuisquel'automate�ni �qui-
valentà un produit synchronis�estexponentiellementplus complexe quela descriptionde d�part.
Eneffet,si lesautomatesded�part onunnombred'�tats respectivement�gal à �

*
�������.� ��� , le nombre

d'�tats duproduitest�gal à ��*I� ����� � �
� qui estexponentielenla variable� .

Si le nombred'�tat d'un produit synchronis�estrapidementgigantesque,la contraintedesyn-
chronisationa pourr�sultat quecertaind'entreeuxnesontpasatteignables.Calculeref�cacement
l'ensembledes�tats atteignablesestunproblèmebiensûrfondamental,maisdif�cile.

Dansnotreexemple,touslessommetssontatteignables,carpour � �x�, la d�cr�mentation de �

et � produitun cycle hamiltoniendansle plan �  � , du fait quelesvaleursinitialesde � et � sont
premieresentreelles,etquel'on peutparailleursparcourirtouteslesvaleursde � parincr�mentation.

On appelleragraphed'atteignabilitél'automateobtenuà partir del'automateproduit lorsqu'on
serestreintauxseuls�tats atteignables.Cegraphejoueun rôle centralenv�ri�cation, car la suret�
d'un systèmes'exprimecommela non-atteignabilit�decertains�tats. Soncalcul(ef�cace) estdonc
unproblèmeessentiel.

Lesconstructionsqui suivent font toutespeuou prouappelà desproduitssynchronis�sd'auto-
mates.Celasigni�e quelesconceptsimportantset l'algorithmiqueàd�veloppersontesentiellement
ceuxdesproduitssynchronis�s.La v�ri�cation quelesconstructionsàvenirsontdescasparticuliers
deproduitssynchronis�sserag�n�ralement laiss�eaulecteur.

3.3 Automatesà variablesd'�tat et transitions gard�es

Reprenonsl'exempledu digicode.On souhaitemaintenantcontrôlerle nombred'erreursd'un
utilisateurde manièreà diminuer le risqued'une ouvertureaccidentellede la portepar un utilisa-
teur essayantdescodesau hasard.On va pour celaintroduireun compteurqui va s'incr�menterà
chaqueerreurd'un utilisateur, et desgardesqui nevont autoriserlestransitionsquelorsquequ'une
certaineconditionestsatisfaite.Lestransitionsnongard�esaurontparconventionla garde“True”.
Cettenouvelle mod�lisationestrepr�sent�eà la �gure 3.6,où l'on a not� par(M) la miseà jour du
compteurqui estalorsincr�ment� d'uneunit� ( N � �!�  9N � � �

�

).
Onpourraitbiensûrajouterdestransitionsenerreurencasded�passementdunombred'erreurs

autoris�es.Onpourrait�galementcontrôlertouteslestransitionsparla gardeN � ���

�

etmettreàjour
le compteurdemanièresyst�matiqueencasd'erreurdansle but d'obtenirundigicodeplusr�aliste.
Cetexerciceestrecommand�aulecteur.

L'automateobtenupeutêtre“d�pli�” demanièreà faireapparaîtrelescomportementspossibles
dusystème,c'est-à-direceuxqui satisfontlesgardes.L'automatemontr� àla �gure 3.7estobtenupar
d�pliementdel'automaterepr�sentantundigicodeplusr�aliste oùtouteslestransitionssontgard�es,
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FIG. 3.6– Digicodeàutilisationmultipleset contrôled'erreurs.
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FIG. 3.7– Systèmedetransitionsassoci�audigicodeà utilisationmultiplesetcontrôled'erreurs.

ettoutesleserreursdefrappesurleclavierprovoquentuneincr�mentationducompteurd'erreurs.Un
tel automateestappell� systèmedetransition, etses�tats sontditsglobaux. Si l'automatecomporte

�

variables� *O������� � � / prenantleursvaleursdansdesdomaines� *O�������.� �
/ , les�tats globauxseront
ceuxdu produitcart�sien � � ��* � ������� �
/ telsquela gardeassoci�eà un �tat �

>
� estvraie

pourlesvaleurs
�

*
�������&�

�

/ desvariablesdansl'�tat � .
Dansl'exempleconsid�r�, l'�tat

�

� estl'�tat �

�

��N � �  

�


 . L'�tat 1 estappell� �tat decontrôlede
l'�tat global1'. Le fait qu'il n'y ait pasdetransitionsortantede l'�tat

�

� � � provient de l'absencede
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FIG. 3.8– Le digicodecommecoupleclavier-porte.

transitionserreurslorsquelesgardesnesontpassatisfaites.Onpourraitbiensûrlesrajouter.
La d��nition formelled'un automategard� et du systèmede transitionassoci�estun exercice

recommand�aulecteur. Toutaussirfecommand�estla constructiondusystèmedetransitionassoci�
à l'automatedela �gure 3.6.Qu'observez-vous?

3.4 Synchronisation par messages

Il s'agit d'un casdeproduitsynchronis�trèsimportantenpratique.On distingueparmi les �ti-
quettes(lettresduvocabulaire),

- l'envoi d'un message� , not�
�

� ;
- la r�ception dumessage� , not�e � � .
Dansle produitsynchronis�,onn'autoriseraquelestransitionsoù toute�mission dumessage�

estaccompagn�ede la r�ception de � (et vice-versa).Cettetechniqueestillustr�e avec la mod�li-
sationconjointedu digicode-danssaversionsimpli��e- et dela portequ'il contrôleà la �gure 3.8.
Notonsquel'on peutavoir plusieurs�tiquettespourunemêmetransition: dansnotreexemple,une
�tiuette corresondantà la frapped'une lettre sur le clavier, l'autre à la commandede porte.Cet
exemplemontrebienquele digicodeestunesystèmecompos�d'un clavier et d'uneportecommu-
niquantparmessages.

On souhaitemaintenantbiensûrv�ri�er quela portenes'ouvrequelorssquele codecorrecta
�t� tap� sur le clavier. celaimpliquebiensûrun fonctionnementcorrectdu modèlededigicode,de
la porte,et dela communicationentrelesdeux.Cettev�ri�cation (intuitive)estlaiss�eaulecteur.

3.5 Synchronisation par variablespartag�es

Il s'agit là encored'un enrichissementdu langagedebasequi peutsecodersousla formed'un
produitsynchronis�.L'id�e estqu'unemêmevariablepeutêtrepartag�eparplusieursautomates.On
vautiliser cettetechniquepourmod�liser ungestionnaired'impressions.

On utiliserala lettre " pour �gurer l'attente,la lettre � pour l'impression,et la lettre � pour le
repos.Ona lespropri�t�s suivantes:

"�� : l'utilisateur � attend.Il a fait unerequêtenonencoretrait�e ;
� � : l'imprimante imprimele documentdemand�par � ;
� � : l'utilisateur � estaurepos: aucunerequêten'estenattenteni encoursd'impression.
Onsouhaites'assurerque:
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Ra, Rb
 0

 6

 1  2

 4  3  5

 7
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finBfinA

reqA reqB
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debB debA

reqA reqB

debA debB

reqA

finAfinB

FIG. 3.9– Gestionnaired'impression.

 1  2  3  4

Si tour=a alors imp a

tour := b tour := a

Si tour=b alors imp b

FIG. 3.10– Gestionnaired'impression�quitable.

- toute impressionestpr�c�d�e d'une requêteappropri�e : danstouteex�cution, tout �tat qui
valide � 
 estpr�c�d� d'un �tat qui valide " 
 ;

- toutedemanded'impression�nit parêtresatisfaite,cequi n'est pasle casde la mod�lisation
propos�e: le gestionnairen'est paséquitable, il estpossiblede passerson tempsà satisfaire les
requêtesdel'utilisateur " sansjamaiss'occupperdecellesdel'utilisateur � .

Pourrem�dieràceproblème,onvad�crire le gestionnairecommeunproduitde2 automates,un
parutilisateur, separtageantunevariable� � � � . Cegestionnaireestrepr�sent� à la �gure 3.10.

Ceproduitest�quivalentàununiqueautomaterepr�sent� à la �gure 3.11:
Cettemod�lisation n'est toujourspassatisfaisante,puisqu'ellene permetpasaux utilisateurs

d'imprimer deuxfois desuite.On fait doncunedernièremodi�cation de notremodèle,d�crit à la
�gure 3.12.

L'automateproduitainsiobtenuapour�tats desquintuplets�K��� �O�

�



�

���

� � � � ��
 , cequi nousfait
donc

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

� �

�

�tats. Onpeutmontrerqu'aucun�tat dela forme �

�

�

�

�

�

�

�

� �O
 n'est
atteignable,doncdeuxutilisateursnepeuventimprimerenmêmetemps.Onpeutaussimontrerque
cetautomateest�quitable, il r�pond doncauproblèmepos�.

Cetexemplesuggèrequelesvariablespartag�essontelles-mêmed�crites pardesautomates,les
�tats �tant l'ensembledesvaleursqu'ellesprennent.

Il est conseill� au lecteurde construirel'automateproduit �quivalentà la mod�lisation de la
�gure 3.12 et de formaliserles constructionsquenousvenonsde d�crire sousforme de produits
synchronis�s.
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1, 3 2, 3

1, 4 1, 3

imp a

tour := b

imp b

tour := a

FIG. 3.11– Automateproduit�quivalentaugestionnaired'impression�quitable.

da := true

tour := b

Si db=false alors imp a

Si tour=a alors imp a

da := false

 1  2

 3 4

 1  2

 3 4

db := true

tour := adb := false

Si tour=b alors imp b

Si da=false alors imp b

FIG. 3.12– Gestionnaired'impressionsmultiples�quitable.

3.6 Conclusion

Il estapparutout aulong decechapitrequele produitdesynchronisation�tait l'outil m�thodo-
logiqueessentieldela mod�lisation,etquelesnouvellesconstructionsquel'on peutvouloir ajouter
pour faciliter la descriptionpratiquedessystèmesr�els n'�taient en fait que descasparticuliers
d'automatessynchronis�s.Cesconstructionssontn�anmoinsessentiellesàunemod�lisationfacile.

L'int�rêt du produitdesynchronisationn'est pasuniquementm�thodologique,il est�galement
th�orique. Il s'avèreen effet moinscomplexe (du point de vue de la th�orie de la complexit�) de
v�ri�er unepropri�t� pourun produitsynchronis�quepour l'automateproduit �quivalent.Celaest
dû à l'explosionennombred'�tats qui seproduit lorsquel'on construitl'automateproduità partir
d'un ensembled'automatessynchronis�.

3.7 Exercices

Exercice3.1 Onseproposedemodéliserunascenseurà trois étages(dontle rez-de-chaussée).On
décomposera l'ascenseuren

- unecabine, qui monteou descendsuivantl'étage où elle setrouveen fonctiondesordresdu
contrôleur;

- uneportepar étage, qui s'ouvreousefermesuivantlesordresducontrôleur;
- et un contrôleur qui envoie des instructionsd'ouverture/fermeture aux portes et de mon-

tée/descenteà la cabine.

1. On prendra en comptela possibilitéde descendre 1 étage à la fois, ou bien 2 étagessans
arrêt lorsquel'on està l'étage 2, et demêmedemonter2 étagesd'un couplorsqu'onestau
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rez-de-chaussée.

2. On seproposemaintenantdedécrire un modèleplus réalistedanslequelchaqueétage pos-
sèdeun boutond'appel, et la cabinepossèdetrois boutonspour indiquer la destinationdes
utilisateurs, un par étage à atteindre. On supposera queles usagers arrivent à unecadence
suf�samentfaiblepourqu'il nesoit jamaisnécessairedemémoriserunedemande.
On devra à nouveauprendre encomptela possibilitédemonterou descendre 2 étagesd'un
coupà la conditionsuivante:

(a) Il n'y a pasd'appelà l'étage intermédiaire;

(b) Il n'y a pas d'appel à l'étage intermédiaire pour un étage situédansla directionde
déplacementdela cabine.

3. Quefaudrait-il faire pour prendre encomptedesarrivéesnombreusesd'usagersvoulantuti-
liser l'ascenseur?

Exercice3.2 Modéliserune alarmehautequi déclenche une alarmechaquefois que le message
attendud'étiquette� ��� arrive dansun intervalledetempssupérieurà 5 unitésdetemps.

Modéliserunealarmebassequi déclencheunealarmechaquefois quele messageattendud'éti-
quette� ��� arrive dansun intervalledetempsinférieurà 5 unitésdetemps.

Exercice3.3 Exprimersousformed'un produit synchroniséun ensembled'automatescommuni-
quantpar variablespartagées.

Exercice3.4 La cafédesphilosophesn'a qu'unetable, et il n'acceptequedesphilosophescomme
clients,à qui il sert invariablementdespates.La règleveutquechaquephilosophearrive avecsa
fourchette, qu'il placeà sa droite sur la table. Un philosophepeutaussiquitter la table avecsa
fourchette, à conditionqu'ellesoit libre. Pour manger, il lui faututiliser safourchette, etcelledeson
voisindegauche. Il mange lorsqu'il a faim -à conditiond'avoir lesfourchettes-,sinonil pense.

Décrire sousformedeproduitssynchroniséslessituationssuivantes:

1. 4 philosophessontassisà unetablede4.

2. 2 philosophessontassisà unetablede8, et6 philosophesattendentleur tour.

3. En ce jour d'af�uence, 2 philosophessont installéset 100 autresattendentleur tour. Tout
philosophequi a mangédoit quitter la tabledèsquepossible, à conditionqu'il resteaumoins
unphilosopheà tableouquela �le d'attentesoit vide.

4. Aprèsavoir mangé,un philosphedoit maintenantlaver l'assietteet lesdeuxfourchettesqu'il
a utiliséesavantdepouvoirpartir.

5. Lesphilosophesenattentesontmaintenantgérésen�le d'attente.

Onsedemande, danschacundescasétudiés,s'il y a risquequ'un plisophemeurredefaim.
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Chapitr e 4

Logique Temporelle

La logiquedite temporelleestunelogiquequi ne parlepasdu temps,c'est sapremièrecarac-
t�ristique. La secondeestqu'il y a plusieurslogiquestemporelles,mêmes'il enexisteuneversion
g�n�ralis�e qui capturelesautres.

Dansl'exemplede l'ascenseurd�velopp� à la premièrequestionde l'exercice3.1, dont la so-
lution est repr�sent�e à la �gure 4.1 danslaquelleon a fait �gurer explicitement l'ensemblede
synchronisationdel'automateproduit�quivalentà l'automateavecmessagesdesynchronisation,on
s'int�resseà plusieurstypesdepropri�t�s :

= Toutappeldel'ascenseurdoit �nir parêtresatisfait, c'estunepropri�t� dite d'équité;
= La portede l'ascenseurestouverteà l'�tage

�

si et seulementsi l'ascenseuresten train de
desservirl'�tage

�

, c'estunepropri�t� ditedesureté;
= L'ascenseurnetraversejamaisun�tagepourlequelexisteunappelsansle satisfaire,c'estune

propri�t� derendez-vous;
Notonsquenotremodèled'ascenseurnedistinguepasla commandededescented'un seul�tage de
cellededescentededeux�tages,il d�cide doncdemanièrenon-d�terministe.

Cespropri�t�s portentsurle comportementdynamiquedusystème.On pourraitlesexprimeren
logiquedupremierordre,à l'aide d'unevariable� interpr�t�e comme�tant le temps:

�

�

� �

��" � �-�

�

� �:
  �� � �

���

��� M � � �

�

� �:
:


�

�

���

��� ?�M � � M��

�

� �:
���� � � M � � �

�

� �:

�

� �

�

� 

�

?�M ��� M��

�

�

� �:
�


�

�

� �

�K" � �-�

�

� �:
2 �� � � �

�

� � ���

�



���

� �

�


! 

�

�

�

�

� �

� � ���

� �

���

� �


! ��
�

� �

� �


 � 

�




ennotant" � � �

�

� �:
 le pr�dicat �gurant l'appel del'�tage
�

à l'instant � , � M � �4�

�

� �:
 le pr�dicat �gu-
rant la dessertedel'�tage

�

à l'instant � , �
� �:
 la positiondel'ascenseurà l'instant � , et ?�M ��� M �

�




le pr�dicat indiquantquela porteà l'�tage
�

estferm�e.
Mais la logiquedupremierordreadeuxd�savantages: la lourdeurdessp�ci�cations, et l'ind�ci-

dabilit� des�nonc�s àcausedela quanti�cationuniverselle(surle temps,dansl'exempleci-dessus).
La logiquetemporelleestbeaucoupplussimple,mieuxadapt�eauproblème,et d�cidablepour

les fragmentsconsid�r�s. En fait, le tempsen est absent,remplac� par un ordre qui en symbo-
lise l'�coulement tout en faisantabstractionde la dur�e. C'est unelogiqueparfaitementadapt�eà
l'�nonc� depropri�t�s portantsurlesex�cutions d'un systèmeenl'absencedecontraintesdetemps
(ou plusg�n�ralementdecontraintesportantsurdesvariablesprenantleur valeurdansunensemble
dense).En fait, la logique temporellepeut se traduiredansun fragmentd�cidable de la logique
classiquedontla carat�risationn'estpassimple.
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!up
!down

!ouvrir�

!ouvrir�0 !ouvrir�1

!fermer�2

!fermer�0 !fermer�1

2

Controleur

?up

?down ?fermer�i

?up

?down

Porte num�ro i (i=0,1,2)Cabine

 (
 (?ouvrir�2,�,

Sync ={ (?ouvrir�0,�,�,�,!ouvrir�0), (?fermer�0,�,�,�,!fermer�0),
?ouvrir�1,�,�,�,!ouvrir�1), (?fermer�1,�,�,�,!fermer�1),

�,�,!ouvrir�2), (?fermer�2,�,�,�,!fermer�2),
 (�,�,�,?down,!down), (�, �,�, ?up,!up)}

!down

!up

!down

!up

F O

lib�0 lib�1

lib�2

en�0 en�1

en�2

en�0 en�1 en�2

�i

L'ensemble de synchronisation obtenu pour le produit  Porte0xPorte1xPorte2xCabinexControleur est le suivant:

FIG. 4.1– Ascenseurà trois �tages.
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4.1 La logique temporelleCTL
�

4.1.1 Syntaxe

C'est unelogiquetemporellepropositionnelletrèsg�n�rale qui a pourbut d'exprimerdespro-
pri�t�s concernantlesex�cutions d'un automate

�

 ���!�	�
�	�+%Q�:� � 	 ��� � � ��
 , etdont

1. lespropri�t�s atomiquessontcellesde 	 ��� � ;

2. lescombinateurslogiquessontceuxde la logiquepropositionnelle: Si � � � * et �

� sontdes
formules,alors � � � � *

� �

� et � * ���

� sontdesformules, � � �tant dite n�gative, lesautres
formules�tant positives;

3. les combinateurstemporelspermettentde construiredesexpressionsv�ri��es danscertains
�tats de l'automatele long d'une ex�cution donn�e ou le long de certainesex�cutions de
l'automate.Si � estuneformuletemporelle,alors

=

��� (dire
�

M�� � � ) estuneformuletemporelle,qui indiquequela formule � estv�ri��e dans
l'�tat qui suit l'�tat courantdansl'ex�cution courante;

=

� *

�

�

� (dire � * �

�

� � ���

� ) estuneformuletemporellequi indiqueque � * estv�ri��e dans
tout �tat atteintdansle futur à partir del'�tat courantet pr�c�dent l'�tat à partir duquel �

�

devientv�ri��e dansl'ex�cution courante;
Cesformuless'interprètentdoncle long d'une exécutiondonnée. Deux quanti�cateursper-
mettentdeparlerd'ex�cutions diff�rentes:

=

" � (dire
�

� � ��� ��� �#��� � ) est une formule temporellequi indique que la formule � est
v�ri��e le long detouteex�cution issuedel'�tat courant;

=��

� (dire
�

� � � ��� M ���#��� � ) estuneformule temporellequi indiquequela formule � est
v�ri��e le long d'au moinsuneex�cution issuedel'�tat courant.

Le langageci-dessusestsouventenrichidenouvellesconstructionsutilesenpratiquequi s'ex-
primentà l'aide despr�c�dentes:

=

? �  �� � ��M

�

� (dire M ��M

�

� ����� �

�

� ) estuneformuletemporellequi indiquequela formule �

estv�ri��e dansaumoinsun�tat atteintdansle futur àpartirdel'�tat courantdansl'ex�cution
courante; ? estsouventnot�e parle symbolediamant� ;

=
	

�# � ? � � (dire �GM

�

N M

�

� �'��� � -d�sormaisenfrançais)est une formule temporellequi
indiquequela formule � estv�ri��e danstout �tat atteintdansle futur àpartirdel'�tat courant
dansl'ex�cution courante; 	 estsouventnot�e parle symbolecarr� � ;

=

�1*�� �

� (dire �1* �

�

� � � � ��� � � � �

�

�

� ) estv�ri��e danstout �tat atteintdansle futur à partir de
l'�tat courantetpr�c�dent l'�tat s'il existeàpartirduquel �

� devientv�ri��e dansl'ex�cution
courante.Le combinateur� estaussiappell� “WeakUntil” ;

=�


?

� , abbr�viation de 	

? � , est v�ri��e une in�nit� de fois dansle futur à partir de l'�tat
courantdansl'ex�cution courante;

= et 


	

� , abbr�viationde ?

	

� , qui estv�ri��e danstout �tat futur à partir d'un certain�tat de
l'ex�cution couranteatteintàpartir del'�tat courant.

On peuts'�tonner quela logiquetemporelleneparlequedu futur, et pasdu pass�.On peutenfait
l'enrichir avecdenouveuxcombinateursparlantdescalculspass�s,cescombinateursnes'exprimant
pasenfonctiondescombinateurs� et

�

.

4.1.2 S�mantique

Lesmodèlesd'une formuletemporellesontdesautomatesavecdespropri�t�s dansles�tats, et
sansvocabulaire,detelle sortequela fonctiondetransition � estuneapplicationde � dans	

�$� 
 ,
�galementappell�s structures de Kripke. L'automate

�

 �$� �H�
���+%4�:� �
	

��� � � �$
 �tant donn�, on
�crira

�

��� � � �  �
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�

���-� � �  � ssi � > �-� � 


�

���-� � �  � � ssi
�

��� � � ��  �

�

���-� � �  � ��� ssi
�

��� � � �  � et
�

��� � � �  �

�

���-� � �  � � � ssi
�

��� � � �  � ou
�

���-� � �  	�

�

���-� � �  � � ssi � ��� � � et
�

��� � � �

�

�  ��

�

���-� � �  ? � ssi � � ��� avec � � � ��� � � tel que �-��� �  ��

�

���-� � �  

	

� ssi
�

� ��� tel que � � � ��� � � alors � � � �  ��

�

���-� � �  �

�

� ssi � � ��� avec � � � ��� � � tel que �-��� �  � et
�

� � � � � � �Q� �-��� �  ��

�

���-� � �  

�

� ssi � � prolongeant� tel que � � � �  ��

�

���-� � �  " � ssi
�

� prolongeant� alors � � � �  	�

�

�  � ssi pourtouteex�cution � , ona
�

� � �

�

�  �� � c'est-à-dire
�

�  � ssi
�

�

�

�

�

�  9" �

FIG. 4.2– S�mantiquedesformulestemporelles.

pourexprimerla validit� dela formule � dansl'�tat � ��� (ondit aussià l'instant � ) ducalcul(ondit
aussil'ex�cution) � del'automate

�

. Enpratique,
�

estsouventomis.Le problème,�tant donn� un
automate,ded�cider la validit� d'une formulevis à vis decetautomateestsouventappell� model-
checkingou,enfrançais,véri�cation. Il esttrèsdiff�rent dela satis�abilit� d'uneformule,problème
pluscomplexepourlequelil s'agit ded�cider s'il existeunautomate

�

qui rendela formulevalide.
Uneex�cution estunesuite�nie ou in�nie d'�tats, c'est-à-direuneapplicationde �

�

� �

�

� dans�

pouruncertainordinal
�

��� . Onnote � � �  

�

la longueurdela suite � . Notonsquela valeur � �

�




estdonn�e,et que � � � �

�



>

��� �-� � 
�
 . En g�n�ral, on prendra�-�

�


  #�
% . La possibilit� d'avoir à

la fois descalculs�nis et in�nis compliqueunpeuleschoses,caril faudraenpermanences'assurer
quela notation� � � 
 a unsens.

L'interpr�tation desformulesde logiquetemporelleestdonn�e à la �gure 4.2,conform�mentà
la signi�cation intuitived�ja donn�edeleursyntaxe.

Notonsquela d��nition deuntil n'imposepasàla formule � dedevenirfausselorsque� devient
vrai. Desd��nitions alternativessontpossibles,la pr�sente�tant accept�ecommela pluscommode.

D��nition 4.1 Ondit que
�

estunmodèlede � si
�

�  �� .

EnCTL
�

, le tempsest“built-in”, àl'in versedela logiquedupremierordre.Onle manipuleavec
unnombrer�duit decombinateursbienchoisis,et lesactionsont lieu àdesinstants

�

�

�

�

�

���������

�

�������

multiplesd'un temps�l�mentaire. Cen'est doncpasun modèleasynchrone, qui supposeun temps
dense,maisunmodèlesynchrone.

Notonsque
�

���-� � �  � � ssi
�

��� � � ��  � pard��nition, mais
�

��  � n'implique pas
�

�  � � ,
caril peutexisterdeuxex�cutions � et � tellesque �-�

�

�  	� et ���

�

�  � � .

Un exerciceutile consisteraà calculer lesd��nitions de
�

��� � � �  




?

� et
�

��� � � �  




	

� à partir
decellesde ? � et 	

� .

4.1.3 Exemple

Voyonsmaintenantunexemple,description(très)approch�educlimatsuivantlessaisons,�gur�e
dansl'automate

�

�

	

�
��� de la �gure 4.3. Chaque�tat comportedeuxinformations,sonnom,puis

une propri�t� �crite en dessousparmi l'ensemble{chaud, doux, froid, caniculaire,glacial}. Une
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Serre
caniculaire

chaud

Printemps
doux

Automne
doux

Hiver
froid

Glaciation
glacial

Et�

FIG. 4.3– Le tempssuivantlessaisons.

propri�t� qui estclairementv�ri��e parcettemod�lisationestqu'il y aunrisquepotentieldeclimat
glaciald��nitif dansle futur, cequi s'exprimeparla propri�t� :

�

?

	 glacial ouencore "

�

?

� 	 glacial

On pourrait�galementexprimerle risquepotentieldeclimat “semi-extrême”,d��ni commela dis-
paritiondesinter-saisons:

�

?

	

� doux ouencore "

�

?

� 	

� doux

Une autrepropri�t� de notremodèleestqu'il existe unepossibilit� que le climat recommencede
fonctionnercommeaujourd'hui,enalternantlessaisons,aprèsavoir subiunep�riode extrême:

�

? ��� � �K��N � ����� N �

�

� N � �K� ����MO

�

?

	

� � doux  �� � doux
�


Montronsmaintenantquenotremodèlevalidela possibilit� quelessaisonscontinuentàalterner,
ensupposantquenoussommesenhiver, propri�t� exprim�e parla formule

� 	

� doux  � � doux

La d��nition dela s�mantiquedesformulesnousdonnelesv�ri�cations successives:
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�

�

	

� � � �  

� 	

� doux  � � doux
�

�

	

� �������-� hiver �  

� 	

� doux  �� � doux
�

�

	

� � � � � ���

�

	

�

� hiver �  

	

� doux  �� � doux où � � estle cyclesaisonnierissude
l'�tat s

calculqui sed�composeenunein�nit� decalculsdel'une des4 formes
�

�

	

� � � � � ���

�

	

�

� hiver �  � doux  �� � doux
�

�

	

� � � � � �

�

� / �

	

� � � � printemps �  � doux  � � doux
�

�

	

� ��� � �

	

�

	

� �t� �  � doux  �� � doux
�

�

	

� ��� � �

�

�

��� �</

	

� automne �  � doux  � � doux
Le premierdecescalculssed�composeenla disjonctiondesdeuxcalculsqui suivent:

�

�

	

� � ��� � ���

�

	

�

� hiver �  � doux
�

�

	

� � ��� � ���

�

	

�

� hiver �  � � doux
dontle premierconduitaur�sultat

�

�

	

� � �O� � �

�

� / �

	

� � �P� printemps �  doux
permettantd'abandonnerle second.
Le secondcalculsed�composeenunedisjonctionsimilaire:

�

�

	

� � � � � �

�

� / �

	

� � � � printemps �  � doux
�

�

	

� � � � � �

�

� / �

	

� � � � printemps �  � � doux
et le secondcalculconduitaur�sultat :

�

�

	

�
� �O� � �

�

� /
�

	

�
� �P� printemps ��  � doux

�

�

	

�
� �O� � �

�

� /
�

	

�
� �P� printemps �  doux

permettantd'abandonnerle premier.
Lesdeuxautrescalculssontsimilaires,cequi terminenotrepreuve,danslaquellenousavonsuti-
lis� la notation

�

�

	

�
���P���-��� � � 
 �  	� aulieu de

�

�

	

�
� ����� � � �  	� .

Nousavons bien sûr trich�, puisquenousn'avonsv�ri�� la popri�t� que pour un tronçonde
chemindelongueur4. Mais il estbienclair quecelaestsuf�sant, puisquenousavonsenfait montr�
la propri�t� pour tout sommetrencontr� le long du chemin.La justi�cation formelledeceracourci
d�couleradeschapitresqui suivent.En fait, v�ri�er uneformuledeCTL

�

estcomplexe,on le fera
pourdeuxsous-classesparticulièresdeCTL

�

aprèsun d�tour qui nousconduiraauxautomatesde
Büchisurlesmotsin�nis, chapitrequi seralui-mêmepr�c�d� derappelssurlesclassesdecomplexit�
polynomialesentempsetenespace.

Exercice: exprimerlespropri�t�s d'�quit�, suret� et rendez-vousdel'ascenseur. Sont-ellesv�ri-
��es ?

4.2 Choix d'une logique temporelle

CTL
�

estunelogiquetrèsexpressive,qui suf�t amplementauxbesoinspratiques(sousl'hypo-
thèsedesynchronismedesactions).Enfait,onpeutmontrerquetoutcombinateurdontlas�mantique
sed��nit demanièreanalogueà � �	?(�

	

�

�

(c'est-à-dire,commeuneformuledupremierordrebatie
sur le seulpr�dicat � ) s'exprime en fonction desseulscombinateurs� et

�

. C'est en particulier

le casdescombinateurs?(�

	

�




?

�




	

� � quenousavonsd�ja introduits.C'est le casd'autresqui se-
ront �tudi�s en exercice.Notre logiquetemporelleestdoncredondante,et l'on peutsedemander
pourquoiavoir unesyntaxe redondante? Il y adeuxr�ponsesàcettequestion:

- certainespropri�t�s s'exprimentplusnaturellementavecdescombinateurs“de hautniveau”,et
lesformulessontpluslisibleset pluscompactes;

- la redondancepeutdisparaîtresi l'on considèredesfragmentsparticuliersdeCTL
�

, commele
fragmentoùlesformulessontbatiessans

�

, maisavec � ��?(�

	 . Cesfragmentssontsouventapparus
avantla formulationdeCTL

�

, et ontdespropri�t�s ded�cision int�ressantes.
Par la suite,nousallonsconsid�rerdeuxfragmentsparticuliersimportantsde CTL

�

, pour les-
quelsla complexit� du problèmedev�ri�cation

�

�  � sefait respectivemententempslin�aire (en
les tailles de � et de

�

) et PSPACE (en la taille de � ). On s'int�resserabien sûr à desfragments
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suf�samentexpressifspourpermettred'exprimerlespropri�t�s importantesclassiques,comme:
- l'in variance: "

	

� ;

- l'in�vitabilit� une in�nit� de fois : "




?

� ou � 


?

� (formules�quivalentesà "

	 �

? � et
� 	 �

? � respectivement);
- la potentialit� dev�ri�er uneformule: "

	 �

? �

- etc.
Notonsquela complexit� duproblèmedev�ri�cation pourCTL

�

est�galementen �

�

��"

�

� ,
nousy reviendrons.

4.2.1 CTL

En CTL, chaqueoccurrenced'un combinateurtemporeldoit êtreimm�diatementsousla port�e
d'un quanti�cateurdechemin.

Par exemple,"

	

� et "

	 �

? � sontdesformulesdeCTL, mais "

	

? � et � " �

	

� nesontpas
desformulesdeCTL.

LesquatrecombinateursdeCTL sontdonctout simplement�

� ��" � �

� _
�

_ et " _
�

_. Il n'est
eneffet pasn�cessairededisposerde ? et 	 , puisque"�? � et �

? � nesontautresque " � � ��M

�

� et
�

� � � M

�

� ; demême,"

	

� et � 	

� s'exprimentcomme�

�

? � � et � "�? � � ; si � estuneformule
deCTL, il enseradoncdemêmedetoutescesexpressions.

Notonsqu'il estn�cessairededisposerà la fois de " et � , car �

�

� � n'est paseng�n�ral une
formuledeCTL mêmesi � l'est. CTL s'avèren�anmoinsassezexpressive pourun bonnombrede
besoinspratiques,notonsenparticulierlesexpressionsrepr�sent�esà la �gure 4.4.

Le dernier exemple de la �gure 4.4 montre une faiblessede CTL : certainespropri�t�s ne
s'expriment pasde manièretrès naturelle.Par exemple,la propri�t� exprim�e par la formule de
CTL

�

�

�

�

���

�

�P
 s'exprimepar la formule logiquement�quivalentedeCTL �

�

�

�

�

�

�

�P
 . On est
ainsisouventamen�à ins�rer desquanti�cateursdecheminsinutilesdanslesformules.

Pourlespropri�t�s � deCTL
�

qui nesontpasexprimablesenCTL, on chercheraà lesapproxi-
merparuneformule � � telleque

�

�  �� 

�

���  ��

�

�  CTL
�

� (renforcement)
�

�  �� 

�

� �
�

 ��

�

�  CTL
�

� � (affaiblissement)

Par exemple,pour �  

� 	

? � , on pourraprendrela propri�t� plusforte �1�  

� 	

� ou la propri�t�
plus faible � " ? �

�

? � . Lesautomatesde la �gure 4.5 ont pourbut de montrerquecespropri�t�s
necoincidentpasavec � .

La grandefaiblessedeCTL estdenepaspouvoir fairer�f�rence à unemêmeex�cution lorsque
l'on emboiteplusieurscombinateurstemporels,commedans � 	

? � . Cetteobligationde toujours
quanti�er sur les futursposiblesà partir de chaque�tat atteintdansuneex�cution donn�e fait que
la signi�cation dela formulened�pendquedel'�tat courant,onappellecesformulesdesformules
d'�tat, ony reviendradansle chapitre7.

4.2.2 LTL

En LTL (on dit aussiPLTL), on autorise� et
�

sansrestriction,maison interdit " et � . LTL
permetdefairer�f�rence à touteslesex�cutions,maispasà la manièredontellessontorganis�esen
arbre.Onparlepourcetteraisondelogiquedu tempslin�aire, d'où sonnom.

La propri�t� “ � est toujourspotentiellementv�ri��e” qui s'exprime en CTL
�

par la formule
(deCTL) "

	 �

? � n'est plusexprimableenLTL. D'une manièreg�n�rale, LTL n'est pasadapt�e
à l'expressiondespropri�t�s d'�quit�. N�anmoins,et en d�pit de la complexit� plus �lev�e de la
v�ri�cation en LTL, on la pr�ferre souventà CTL car la pluspartdespropri�t�s usuellessontplus
facilementexprimables.
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FIG. 4.4– Expressivit� deCTL.
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¬p ¬pp p

E G F p ¬ A F ¬ E F p

FIG. 4.5– Affaiblissementet renforcement.

p,q

p

q

p,q

p p

q q

fchemins : {p,q}. {p}. et  {p,q}. {p}. {q}

FIG. 4.6– AutomatesnondistinguablespardesformulesdeLTL.

Desautomatescommeceuxdela �gure 4.6qui ont le mêmeensembledecheminsnepourront
doncpasêtredistingu�senLTL. Dansle caspr�c�dent, onpeutbiensûrdistinguercesautomatesen
CTL parla formule �

� � �
�

" � �P
 qui estfaussedupremiermaisvraiedusecond.

4.3 Logique temporelleet automates

Lesformulesdelogiquetemporelleserventà d�crire lespopri�t�s descalculseffectu�s pardes
automates.Onpeutdoncsedemandersi, �tant donn� unautomate

�

, il existeuneformuletemporelle
qui caract�riseexactementlescalculsde

�

? Par exemple,lesautomatesde la �gure ?? admettent
unecarat�risation�vidente par les formulesrespectives "�� � ��� � ��
 et " �:� �

�

� � ��
 �

	

��
 . Ce
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38 Logique Temporelle

calcul semblepouvoir sefairede manièresyst�matique,maiscomment? Le lecteurestinvit� à se
posercettequestiondèsmaintenant.

4.4 Exercices

Exercice4.1 Onnotera ��� � si � et � ont lesmêmesmodèles.Ondemandedevéri�er la véracité
desénoncéssuivants:

1. � � ��� � ���

2. � ? ��� ? ���

3. �

	

���

	

���

4. � �
� ��� 
�� � ��� � � � 


5. � �
� � � 
�� � ��� � � � 


6. � ��� 


�

� � � � � ���

�

�
� � � 
:


7. � ? ���

	

� �

8. �

	

��� ? � �

9. � " ���

�

� �

10. �

�

���9" � � "

	

? ���9"

	

" ? �

11. " ?

	

��� " ?9"

	

�

12. " ?

	

��� " ?

� 	

� item � 	

? ���

� 	 �

? �

13. �

?

	

���

�

?

� 	

�

14. �

?

	

���

�

?B"

	

�

Exercice4.2 Ondemandedemontrer quele combinateurtemporel
�

n'estpasassociatif.

Exercice4.3 On seproposedanscet exercice d'examinerla signi�cation desconnecteurs tempo-
rels.

1. Exprimerla sémantiquedela formule
�

��� �+M

�

� ;

2. Exprimerla sémantiquedela formule � � � M

�

� ;

3. Exprimerla sémantiquedela formule �(�

�

� � �+M

�

� ��
 ;

4. Exprimerlesconnecteurs temporels ?(�

	 et � à l'aide desconnecteurs � �

�

de manière à
cequela traductionrespectela sémantiquedesformulesdonnéedansle tableau4.2.

Onsedonnemaintenantunnouveauconnecteursuntil, noté 


�

dontla sémantiqueestdé�nie par :

� � � �  �




�

� ssi � � � � avec� � � ��� � � tel que

�

�

� � � � ��� � � �-��� �  ��

�

� � � � � � �-��� �  ��

5. Exprimerle connecteur


�

enfonctiondesconnecteurs � �

�

;

6. Exprimerlesconnecteurs ?(�

	 enfonctiondesconnecteurs � �




�

;

7. Peux-t-onexprimerle connecteur
�

enfonctiondesconnecteurs � �




�

?

Exercice4.4 On se proposede véri�er le bon fonctionnementde l'automatede la �gur e 4.1 en
énonçantlespropriétesvouluesenlogiquetemporelleavantdelesévaluersur l'automate. Soient

P1 : la portedel'étage i nepeuts'ouvrir si la cabinen'estpasà l'étage i ;
P2 : la cabinenepeutsedéplacersi l'une desportesestouverte.

1. Donnerunensembledepropriétésélémentairespermettantd'énoncercesdeuxpropriétés.
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2. Étiqueterlesétatspar dessous-ensemblesdel'ensembledespropriétés.

3. Donnerl'énoncédeP1enlogiquetemporelle;

4. Donnerl'énoncédeP2enlogiquetemporelle;

5. Véri�er P1sur l'automate;

6. Véri�er P2sur l'automate;

Exercice4.5 Onseproposed'examinerl'écrituredepropriétésenCTL.Soit � uneformuledeCTL.
Ondemanded'exprimer

1. l'équité (un évènementseproduitdansle futur quelquesoit l'évolution dusystème);

2. le rendez-vous: quelquesoit l'évolution dusystème, unecertainepropriétéseproduira;

3. la causalité: quelquesoit l'évolution du système, si unecertainepropriétédevientvraie un
jour, alorsuneautrepropriétésera nécessairementvraiedansle futur ;

4. l'inévitabilité de � unein�nité defois le longd'un chemin;

5. l'inévitabilité de � unein�nité defois le longdetout chemin;

En�n, ondemanded'exhiberuneformuledeCTL
�

nonexprimableenCTL.

Exercice4.6 Onseproposed'examinerl'écrituredepropriétésenLTL. Soit � uneformuledeLTL.
Ondemanded'exprimer

1. l'équité;

2. le rendez-vous;

3. la causalité;

4. l'inévitabilité de � unein�nité defois le longd'un chemin;

5. l'inévitabilité de � unein�nité defois le longdetout chemin.

En�n, ondemanded'exhiberuneformuledeCTL
�

nonexprimableenLTL.
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Chapitr e 5

Complexitéen tempset enespace

Ond��nit la complexit� deslangagesrelativementàunmodèledecalculparticulier, lesmachines
de Turing. Cela peut semblerlimiter la port�e desconstructions,mais on s'aperçoitvite que ce
modèler�sisteàdenombreusesvariations,etquetouslesmodèlesdela calculabilit� connusdonnent
peuouproulesmêmesnotionsdecomplexit� à un facteurpolynomialprès: cequi estlin�aire dans
unmodèlepeuttrèsbiendevenirquadratiquedansunautre!

On peut sedemandersi la notion de langageest bien celle qui convient, puisquel'on est en
g�n�ral int�ress� pardesproblèmes, etnondeslangages.Enfait, toutproblèmepeutsecodersousla
formed'un langagesurun alphabet�ni, la pr�cision estd'importance,parun codageappopri� des
donn�eset r�sultatsduproblème.Onpourradoncparlerindiff�remmentdelangageoudeproblème.

5.1 MachinesdeTuring

Conform�mentà la �gure 5.1,lesmachinesdeTuringconsid�r�essontdot�es:

1. d'unebandedelecturebi-in�nie, surlaquellela donn�e,motsurle vocabulaire �
� , sera�crite

entour�eà l'in�ni decaractèresblancs,consid�r� commenotrecaractèresp�cial not� _ n'ap-
partenantpasà �

� ;

2. d'un nombre�ni debandesdetravail qui peuventstockerdesmotsentour�sàl'in�ni deblancs
surlesvocabulairesrespectifs�1*��������.�	� / necontenantpasle caractèreblanc;

3. d'un contrôlemat�rialis� parunensemble�ni � d'�tats ;

4. d'un �tat initial �.% ;

5. d'un ensemble?A@ � d'�tats acceptants;

6. etd'unefonctiondetransition� , qui estuneapplicationde �A� �
�

� � *I� ����� � �G/ dans
=

�A� � � � �

�

� � � � �

�

� ����� � � � � �

�

si la machineestd�terministe,
= et 	

�$�A� � � � �

�

� � � � �

�

� ����� � � � � �

�


 si la machineestnond�terministe.

Lorsdechaquetransition,la machinedeTuring lit unmotsurchaquebande,�f fectueunetransi-
tion d'�tat accompagn�edud�placementdu lecteurdechaquebandeconform�mentà la fonction � .
La notiondereconnaissanceestici un peudiff�rente decellequel'on a vuepour lesautomates: il
suf�t d'acc�deràun�tat acceptantsansqu'il soitn�cessaired'avoir lu le motàreconnaitreenentier.
La reconnaissanced'un mot arbitrairepeutdoncs'�f fectueren z�ro transition,il suf�t de d�clarer
que �

% estacceptant.Cettemachine,bien sûr, ne v�ri�e mêmepasquele mot estform� de lettres
appartenantà l'alphabetautoris� pourla bandeentr�e.

On peut bien sûr prendreune autred��nition où l'on force la lecturedesdonn�es,mais ce
modèlepr�sentequelquesinconv�nientsdupointdevuedela th�orie dela complexit�, enparticulier
l'absencedecomplexit� sub-lin�aire.
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...

Controle

bande de lecture

bande de travail

bande de travail

FIG. 5.1– La machinedeTuring.

5.2 Classesdecomplexit�

Ondiraqu'unemachinedeTuring � estborn�e entempsparla fonction � �

�


 si ellenefait pas
plusde ���

�


 transitionspourunedonn�e de taille
�

. On s'int�resseratout particulièrementaucas
où � estunpolynôme.Danscecas,ondiraque � travaille enespacepolynomial.

Ondiraqu'unemachinedeTuring � estborn�e enespaceparla fonction
�

�

�


 si ellenebalaie
pasplusde

�

�

�


 cellulessurchaquebandepourunedonn�edetaille
�

. On s'int�resseratoutparti-
culièrementaucasoù

�

estunpolynôme.Danscecas,ondiraque � travaille entempspolynomial.
Ces notions servent à classi�er les langagessuivant le temps-ou l'espace-n�c�ssaire pour

reconnaitreles mots qui en font partie. On dira ainsi qu'un langage � appartientà la classe
� � � �

�

�K���

�


�
 s'il existe unemachinede Turing d�terministe � qui reconnaitun mot �
>

�

en tempsau plus ��� � � � 
 , et à la classe� � � �

�

� ���

�


:
 s'il existe unemachinede Turing non
d�terministe � qui reconnaitun mot �

>
� en tempsau plus ��� � � � 
 . La d��nition desclasses

�

�

��"

�

�

�

�

�

�


�
 et �

�

��"

�

�

�

�

�

�


:
 estsimilaire.
Finallement,on dira qu'un langage � appartientà la classe � (respectivement � � ) s'il

existe un polynôme � �

�


 tel que � soit reconnuen temps � � � �

�

� � �

�


 (respectivement,
� � � �

�

� � �

�


�
 ). La d��nition desclasses�

�

��"

�

� et � �

�

��"

�

� estsimilaire.
Denombreusesautreclassesjouentunrôleimportant,enparticulierlesclasseslogarithmiquesen

espace,��� 	

�

��"

�

� qui estd�terministe,et � ���

	

�

�

�

"

�

� qui estnond�terministe-l'espace
autoris� estunepuissancequelconquedu logarithmede la taille de l'entr�e-, ainsi queles classes
exponentiellesen temps �

� � � � �

� et �

�

� � � � �

� . En�n, la classede complexit� �l�men-
taire(entemps)caract�riseleslangagesdontla reconnaissanceestborn�e entempsparunehauteur
arbitraired'exponentiellesemboit�es,comme

�

/

3 , de hauteur3. On ne parledansce casquede
complexit� d�terministe.Cetteclassesinterviendraparla suite.

Le nombre de bandesutilis�es n'a guère d'importance pour les classesde complexit�
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�(� � �(� �

�

��"

�

�

� � �

�

��"

�

� : on peut le r�duire à 2 en passantde � � � �

�

� ���

�


:
 à
� � � �

�

�K���

�


 � � �����

�


�
 , et mêmeàunenpassantde � � � �

�

� ���

�


:
 à � � � �

�

� � �

�




�


 .
Le tableauqui suit r�capitule lesclassesdecomplexit� quenousvenonsded�crire.

MT d�terministe MT nond�terministe
Temps���

�


 � � � �

�

� ���

�


:
 � � � �

�

�K���

�


�


Tempspolynomial � � �

Tempsexponentiel �

� � �

�

� �

Temps�l�mentaire
Tempsnon�l�mentaire

Espace
�

�

�


 �

�

��"

�

�

�

�

�

�


�
 �

�

��"

�

�

�

�

�

�


:


Espacelogarithmique ���

	

�

��"

�

�

� ���

	

�

��"

�

�

Espacepolynomial �

�

��"

�

�

� �

�

��"

�

�

Unedernièreclasseimportanteest
�

� � � . On dit qu'un langage� @ �

�

estdans
�

� � � ssi
soncompl�mentaire� estdans� � . Cetted��nition estplussubtilequ'il n'y paraitàpremièrevue:
pour reconnaitre� > � avec la machinenond�terministe � reconnaissant� , il estn�c�ssaire de
rejeter � , c'est-à-dired'essayertoutesles façonspossiblesde reconnaitre� avec � pour v�ri�er
qu'elles�chouenttoutes.Peut-onreconnaitre� avecunemachinedeTuring non-d�terministe� ?
Onn'en saitrien, le problèmeestouvert.

5.3 Relationsentre mesuresdecomplexit�

Toutd'abord,notonsque

� � � �

�

� ���

�


:
2@ �

�

��"

�

�

�K���

�


�


puisqueil fautaumoins
�

transitionpourvisiter
�

casesddsbandesm�moires.
Pourdonnerune“r�ciproque”, il fautd'abords'assurerquebornerl'espaceimpliqueun temps

born�. Cela revient à montrerquesi la machine � travaille en espaceborn�, alors il existe une
machinedeTuring � � qui reconnaitle mêmelangage,et travaille enespaceet entempsborn� à la
fois. Pluspr�cis�ment, onpeutmontrerque

�

�

��"

�

�

�

�

�

�


:
(@ � � � �

�

�KN

�
�

/
�




oùla constanteN d�penddela machine� . Onmontreunerelationsimilaireentretempsd�terministe
et nond�terministe:

� � � �

�

�K���

�


�
 @�� � � �

�

�KN


 �
/

�




où,à nouveau,la constanteN d�penddela machine� . Par contre,la relationentreespaced�termi-
nisteetnond�terministeestbiendiff�rente, c'est le th�orèmedeSavitch :

�

�

��"

�

�

�

�

�

�


:
<@��

�

��"

�

�

�

�

�

�




�




cequi impliqueque
� �

�

��"

�

�

 �

�

��"

�

�

et
� ���

	

�

��"

�

�

 ����

	

�

��"

�

�

�

Lesin�galit�s connuesentreclassesdecomplexit� sontlessuivantes:

�

�

��"

�

�

� � � �

�


<@ �A@ ��� �(�

�

� � �

�

@ �

�

��"

�

�

�

�

�

��"

�

�

� � � �

�


�� �

�

��"

�

�

�
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PSPACE

P

NP

coNP

FIG. 5.2– Inclusions(ausenslarge)essentielles.

���

	

�

��"

�

�

@ �

�

��"

�

�

et
� � ����

	

�

��"

�

�

�

On voit que la pluspartde ces in�galit�s ne sont passtrictes; par ailleurs, on ne sait passi
l'une desclasses� et ���

	

�

��"

�

� estinclusedansl'autre. La th�orie de la complexit� s'avère
plus riche de questionsquede r�ponses.La questionde savoir si �  � � ou paset consid�r�e
commel'une desgrandesquestionsactuellesnonseulementde l'informatique,maisde l'ensemble
desmath�matiques.

Les inclusionsles plus importantessontrepr�sent�esà la �gure 5.2. Bien entendu,d'aprèsles
inclsionsde classesde complexit� rappell�espr�c�demment, toutesles classesde la �gure sont
inclusesdansla classeexponentielleentemps.

5.4 Langagescomplets

De nombreuxlangagessontdans� � pourlesquelsaucunesolutionpolynomialen'est connue.
Le but deceparagrapheetd'identi�er parmieuxceuxqui sontdif�ciles, encesensquesi l'un d'eux
devait êtrepolynomial,alorslesclasses� et � � coincideraient.La notionqui permetdecomparer
la dif�cult� dedeuxlangagesdiff�rents fait l'objet duparagraphequi suit.Elle auneport�e g�n�rale,
qui d�passele problèmedecomparer� et � � .

5.4.1 R�ductions et compl�tude

D��nition 5.1 Le langage �<� estréductibleau langage � en tempspolynomial,on dit aussipoly-
nomialementr�ductible entemps, par la machinedeTuring � � �(���

�
� si :

1. � fonctionneentempspolynomialementbornéenfonctiondela taille desonentrée;

2. � � ��

>

� ssi �
>

�2� .

D��nition 5.2 Le langage �<� est réductibleau langage � en espacelogarithmique, on dit aussi
logarithmiquementr�ductible enespace, par la machinedeTuring � � �(���

�
� si :

1. � fonctionneenespacelogarithmiquementbornéenfonctiondela taille desonentrée;

2. � � ��

>

� ssi �
>

�2� .

Lemme5.3 Supposonsque �<� soit polynomialementréductibleentempsà � . Alors,
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1. � > � �  �� �2� > � � ;

2. � > �  �� �2� > � .

Lemme5.4 Supposonsque � � soit logarithmiquementréductibleenespaceà � . Alors,

1. � > �  �� �2� > � ;

2. � > ���

	

�

��"

�

�

 �� �2� > ���

	

�

��"

�

� .

Cesontlesr�ductionsqui vontnouspermettredecomparerleslangagesentreeux:

D��nition 5.5 Soit
�

uneclassede complexité. On dit que � estcompletpour
�

vis-à-visde la
réductionpolynomialeentemps(respectivementla réductionlogarithmiqueenespace)si

1. � >

�

(
�

-dif�culté) ;

2. tout langage �2� >

�

estpolynomialementréductibleentemps(respectivement,logarithmique-
mentréductibleenespace)à �

5.4.2 NP-compl�tude

On connaitun grandnombredeproblèmes� �

�

N ��� � ��M�� � , c'est le casde la pluspartdepro-
blèmesde naturecombinatoire.On connaitmêmedesproblèmesqui sontdans � � maisdont on
saitpass'ils sontdans� , ni s'ils sontcomplets.C'est le casdu testdeprimalit� d'un entier.

Le problèmeparadigmatiquedela classe� � est
�

" � : il s'agit desavoir si uneformulepro-
positionnelledonn�eestsatis�ableoupas.

Onconsidèrele langagedesformuleslogiquespropositionnelles,c'est-à-direbatiesàl'aide d'un
ensembledonn� 	

��� � desymboles(ou variables)propositionnelspouvantpendrelesdeuxvaleurs
�

�

�

� �

et desconnecteurslogiques� � � M �

�

��� �+M �
�

� �<� � . Uneformulepropositionnelleestdite satis-
�able s'il existeuneapplicationde 	

��� � dans �

�

�

� �

telle qu'elle s'�v alueen
�

, � � � M �

�

��� �+M �tant
desconstanteslogiquess'�v aluantrespectivementen

�

et
�

.
Le problème

�

" � consisteà d�terminer l'existenced'une telle applicationpour uneformule
donn�e, � , arbitraire.

Onpeutrepr�senterle problème
�

" � commele langage�
�


 
 construitcommesuit : s'il y a
�

variables,la ièmeserarepr�sent�eparle mot form� dela lettre � suivie du codebinairede � . Notre
alphabetseradonc �

�
� �<� �<�&�:�	
 ��� �

�

�

���

, permettantdecoderuneformuledelongueur
�

parunmot
de longueur(l'arrondi sup�rieur de)

�

� � �

�

. En effet, il y a auplus
���

�

variablesdiff�rentesdans
uneformuledetaille

�

, et doncle codedechacuned'entreellesnen�c�ssite pasplusde(l'arrondi
sup�rieurde)

�

� � � �

�

lettresdu vocabulaire.Commenousallonsutiliser uner�duction enespace
logarithmique,onvapouvoir fairecommesi uneformuledetaille

�

�tait cod�eparunmotdemême
taille

�

, car � � � �

�

� � �

�


 � � � �

�

�

 

�

� � �

�

, et que toutesls quantit�essontà uneconstante
multiplicativeprès.

Lemme5.6 SAT estdans� � .

Preuve: Pourcela, il suf�t de construirede manièrenon-d�terministedesvaleursde v�rit� pour
toutesles variables,puis d'�v aluer la formule, ce qui se fait en tempslin�aire en la taille de la
formule. �

D'une manièreg�n�rale, lespreuvesd'appartenanceà � � sed�composentendeuxphases:

1. la premièreconsisteà construireun arbrede choix de hauteurpolynomiale,qui �gure l'en-
semblede touslescasdevantêtreexamin�s, en temps(non-d�terministe)proportionnelà sa
hauteurenutilisantle non-d�terminismedesmachinedeTuring.Dansnotreexemple,il s'agit
deconstruiretouteslespossibilit�s d'affecterdesvaleursdev�rit� pourlesvariables;

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



5.4Langagescomplets 45

2. pour chaquechoix, un calcul polynomialavec unemachined�terministe.Lors de cettese-
condephase,il s'agit devéri�er unepropri�t� ; dansnotreexemple,il s'agit dev�ri�er queles
valeursdev�rit� affect�esauxvariablesrendentla formulevraie.C'est là unecaract�ristique
essentielledesproblèmes� � .

Il suf�t pourterminerdecollecterlesr�sultatsauxfeuillesa�n dev�ri�er s'il existeun choix d'af-
fectationdevaleursdev�rit� auxvariablesqui rendela formulevraie,cequi estfait parla d��nition
del'acceptationpourlesmachinesnon-d�terministes.

Th�orème 5.7 SAT estNP-complet.

Preuve: Il nousresteàmontrerquetoutproblèmedela classe� � estr�ductible à � � 
 
 enespace
logarithmiqueenla taille dela donn�e.Pourcela,�tant donn�eunemachinedeTuringnond�termi-
niste � -dontnoussupposeronsqu'elle possèdeunebandeuniquein�nie à droiteseulementpour
plusdefacilit�- qui reconnaitsonentr�e �  � *���������/ detaille

�

entempsborn� parun polynôme
�-�

�


 , nousallonsd��nir unalgorithmequi travaille enespacelogarithmiquepourconstruireunefor-
mulepropositionnelle��� qui estsatis�ablessi � accepte� . Cetalgorithmepourraêtrefacilement
d�crit sousla formed'unemachinedeTuringprenantenentr�e unedescriptionducalculde � pour
sadonn�e � , et �cri vantla formule � � sursabandedesortie,et utilisantparailleursdesbandesde
travail pour�f fectuersescalculs.

Soit
�

�
%

�

�
*

�����

�

�

� �
/

�

la descriptiond'un calcul de � form� de �-�

�


 transitions.Si la
machine� accepteavant la �-�

�


 èmetransition,on r�pèteraunetransitionvide sur l'�tat acceptant
-ce qui ne changepas le langagereconnude � ni le polynôme �-�

�


 - de manièreà ce qu'il y
ait exactement�-�

�


 transitionset donc � �-�

�


 �

�




�

caractèresau total. Les �-�

�


 �

�

mots � � de
longueur� �

�


 d�cri ventla con�gurationdela machine� aprèsexactement� transitions.Ils sontde
la forme 8%����� ����� � � �!� � ���:�	� ��) * 
�� � , où

- ��� d�signe l'�tat courant,8
� estle mot �crit sur la bandedepuisl'extr�mit� gauchejusqu'àla
têtedelecturenoncomprise,

- � � estle caractèrelu,
- �!� estle caractère�crit lors dela transitionà venir (choisiarbitrairementpour �� �-�

�


�
 ,
- ��� est la directionde d�placementde la têtede lecturelors de la transitionà venir (choisie

arbitrairementpour �  � �

�


:
 ,
- �

��) * d�signel'�tat atteintdansla transitionàvenir (choisiarbitrairementpour �  � �

�


�
 ,
- �

� estle mot�crit surla bandeàpartirdela têtedelecturenon-comprisejusqu'aupremierblanc
rencontr�,etcompl�t� si n�c�ssairepardesblancsdemanièreàcequele mot 8

�
�

�
�

� ait exactement
�-�

�


 caractères.
Chaquemot

�

8<�K���	��� �O� � ���P� 
�� est appell� une description instantanée, où les quintuplets
��������� �O� � ����� 
 sont consid�r�s commeles lettresd'un alphabet�ni particulier � dont le sous-
ensembleform� desquintuplets�

�

>
?(����� ��� ��
 estnot� �

C

. On utiliserala notationpoint�e dela
programmationparobjetspour r�cup�rer lescomposantesdes�l�ments de � . Notonsparailleurs
que � peutêtreunes�quence(�v entuellementvide) form�e deblancsuniquementsi la têtedelecture
pointesurunblanc.

Á chaquecaractère� qui peut �gurer dansla descritiond'un calcul, on associeunevariable
propositionnelleN �

�

�

� � qui serviraà indiquersi le � � �

�


 èmecaractère(on commenceavec �  

�

)
de la ièmedescriptioninstantan�eestun � . L'expression��� cherch�edoit assurerles propri�t�s
suivantes:

1. Mot : les variablesN �

�

�

� � d�cri vent un mot, et donc l'une d'elle exactementest vraie pour
chaquepaire � �H����
 ;

2. Init : � % d�crit l'�tat initial dela machine� avec � surla bande;

3. Final : �

� �
/

�

possèdeun �tat acceptant;

4. Trans: pourchaque�
>

�

�

���-�

�




� , � ��)-* d�coule de � � parunetransitionde la machinenon
d�terministe � .
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La formule ��� cherch�eestdoncla conjonctiondesformulesd�cri vantcesquatrepropri�t�s. D�-
crivonslesdansnotrelangagelogique:

Mot  ��

�

�

�

��

�

�

N �

�

�

� �

� �

��

�

�

�

���

��N �

�

�

� �

� N �

�

�

�

�


�� �	� �

Init  N %

�

%

� 


�

�

�

 ��

NP�

�

�

�

� � 
 � �

�

 �


*

�

/ �

N %

�

�

�

��


� �

�

 �


/ )-*

�

� � / � �

N %

�

�

� _

Final  

�

�

�

�

 ����

N

� � / �

�

�

� �

Trans  �

�

 �


%

�

� � / � 01* �

�

�

 �


%

�

� � / � �

�

� � � ���!��� such
that

�

� � � � ���2����


N �

�

�

0

�

�

�

� N �

�

�

01*

� �

� N �

�

�

�

�

� N ��) *

�

�

� �

où le pr�dicat de �ltrage
�

� � � � ���2����
 d�crit la possibilit� pour le caractère� d'apparaitreen
position� dela � � �

�


 èmedescriptioninstantan�e,sachantquelescaractères� � � et � apparaissent
auxpositionsrespectives �

*
��� et � �

�

dela ièmedescriptioninstantan�e.Il estimportantdenoter
quecepr�dicat doit simplementêtrecalcul� à partir de la donn�e de la machine� , sansqu'il soit
n�cessairedele construire.Il serteneffet à�liminer lescalculsimpossiblesdela formule.Il faudrait
aucontrairele construiredansnotrelangagesi nousavionsd��ni

Trans  
�

�

 �


%

�

� �
/

�
01* �

�

�

 �


%

�

� �
/

�
�

�

�

� � �

�

� �

�

� � � � ���!��� 
� �� N �

�

�

0

�

�

�

�
N �

�

�

01*

� �

�
N �

�

�

�

�

�
N ��) *

�

�

� �

Il fautmaintenantmontrerqu'il estpossibledeconstruirela formule �
� , cequi incluele calculdu

pr�dicat
�

, enespacelogarithmique.Celar�sulte du fait quela taille de �
� estdel'ordre de � �

�




�

,
et qu'il suf�t d'un espacelogarithmiquepourcompterjusqu'àunevaleurqui s'exprimecommeun
polynômede

�

.
Il resteen�n à montrerquela machine� acceptela donn�e � si et seulementsi la formule �

�

estsatis�able.Commetouta �t� fait pourquecesoit vrai, la preuveenestlais�e aulecteur. �

Lesproblèmes� � -completssonttrèsnombreux,commela programmationlin�aire ennombres
entiers,le problèmedu sacà dos,le problèmedu voyageurde commerce,ou commela recherche
dansun graphed'un circuit hamiltonien,d'un cheminde longueurminimale,d'un coloriageen 4
couleurs.La recherched'un chemineul�rien, parcontreestpolynomiale.

On peutsedemanderoù estla frontièreentrele polynomialet le polynomialnon-d�terministe.
Appelons

�

�

�

� ? , la restrictiondu problème
�

" � au casoù la formule propositionnelleest
uneconjonctiondeclausescomprenanttoutesle mêmenombre

�

delitt�raux. Onpeutmontrerque
�

�

�

� ? estpolynomial,alorsque
�

�

�

� ? estd�ja NP-complet.
Lesproblèmes� � -completsont longtemps�t� consid�r�s commeintractable.Qu'un problème

soit � � -completn'empêchepasdele r�soudre,eng�n�ral, dumoinssesinstancesdetaille pastrop
grande.Il existesouventdenombreusessous-classesqui sontpolynomiales,comme

�

�

�

� ? dans
le casde

�

" � . La dif�cult� estg�n�ralement concentr�esur desproblèmestrèsparticuliers,qui
font apparaîtredesph�nomènesde seuilspour certainsparamètres: loin du seuil, le problèmeest
polynomial; prèsduseuil,il devientdif�cile, maisil peutalorsêtrepossibledetrouverunesolution
approximativeenutilisantdesalgorithmesprobabilistes.

5.4.3 PSPACE-compl�tude

La classe�

�

��"

�

� esttout aussimyst�rieuse.Le problème�

�

��"

�

� -completparadigma-
tiquedecetteclasseestunautreproblèmedelogique,� ��? pourQuanti�edBooleanFormulae,pour
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tous de la forme
arbres

xn

x2
x1

...

... ...

...
avec xi dans {0,1} pour tout i

FIG. 5.3– La formuletransform�edetaille exponentielle.

lequelil s'agitded�cider si uneformulepropositionnellequanti��e estsatis�ableoupas.Le langage
estdonccettefois bâti à partir d'un nombre�ni devariablespropositionnelles,desconnecteurslo-
giqueshabituels,etdesquanti�cateursuniverseletexistentiel.C'est l'alternancedesquanti�cateurs
qui va nouspropulserdansuneclassedontonpensequ'elle et intrinsèquemntpluscomplexequela
classe� � . On dit qu'unevariableestlibre dansuneformule si elle n'est pasdansla port�e d'un
quanti�cateur.

Lemme5.8 QBFestdans� � .

Preuve: La preuveutilise l'�limination desquanti�cateurssurunensemble�ni, ici l'ensembledes
valeursdev�rit�. On aeneffet les�quivalenceslogiques:

�

� �-� ��
 �	�-�

�



�

�-�

�




� � � � ��
 �	�-�

�


 � �-�

�




Le problèmeestqu'�tant donn�euneformuledetaille
�

, la formuletransform�epeutêtredetaille
exponentielleen

�

:
�

/

�1* �

�

����� � / estdetaille
�

�

�

�

maissatransform�erepr�sent�eà la �gure 5.3estdetaille
�

/�01*

�

�

�

�

/

� �

�

�

�




�

�

�

�

�




�

�

/ .
On va doncparcourirl'arbre ci-dessussansl'engendrer, end��nissant uneproc�dured'�v alua-

tion r�cursive �

� " � qui utiliseunespacedetavail polynomialdansla pile d'ex�cution pour�v aluer
� :

1. �  �� � � M : EVAL retournela valeur � � ��M ;
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2. �  �1* � �

� : EVAL retournela conjonctiondesr�sultatsobtenusr�cursivementpour � * et
�

� ;

3. �  � * ���

� : EVAL retournela disjonctiondesr�sultats obtenusr�cursivementpour � * et
�

� ;

4. �  � � : EVAL retournela n�gation du r�sultat obtenur�cursivementpour � ;

5. �  � � � : EVAL construitlesformules� % et � * enremplaçantrespectivementla variable�

par0 et 1 dans� , puisretournela disjonctiondesr�sultatsobtenusr�cursivementpour � % et
� * ;

6. �7 

�

� � : EVAL construitles formules �

% et �

* commepr�c�demment, puis retournela
conjonctiondesr�sultatsobtenusr�cursivementpour � % et � * .

Commele nombredeconnecteursou quanti�cateursestauplus �gal à la taille
�

de la formule, la
profondeurder�cursion estauplus

�

. La taille desdonn�esà stockerdansla pile d'ex�cution �tant
lin�aire en

�

, onend�duit quel'espaceoccupp�dansla pile (pourlaquelleonutiliseraparexemple
unebandesp�ci�que dela machine)estquadratique.DoncQBFestdans�

�

��"

�

� . �

Lespreuvesd'appartenanceà �

�

" �

�

� patissentdu fait que � �

�

��"

�

�

 �

�

��"

�

� . On
pourraitend�duire quele mêmesch�mavaànouveaufonctionner, enconstruisantunarbredechoix
en espacepolynomialnon-d�terministe.En fait, celan'est pasle cas.Les problèmes�

�

��"

�

� ,
commele problèmeQBF, neseprètentpasàla d�compositionenunepremièrephased'�num�ration
non-d�terministequi contienttoute la complexit� suivie d'une phasede v�ri�cation polynomiale.
V�ri�er qu'un ensemblede valeursde v�rit� estunesolutiond'un problèmede QBF esttout ausi
dif�cile quedelestrouver.

Th�orème 5.9 QBFestPSPACE-complet.

Preuve: Resteàr�duire toutproblèmede �

�

��"

�

� àQBFparuner�duction quel'on choisitpoly-
nomialeentemps.La r�duction estsimilaireà la r�duction pr�c�dente pour � � , enpluscomplexe.

�

Nousterminonspar un problèmequi intervientde manièrecrucialeen v�ri�cation : l'accessi-
bilit� dansun grapheconsiste,�tant donn�s un graphe	 et deuxsommets� et � , à d�terminer s'il
existeuncheminallantde � à � .

Th�orème 5.10 L'accessibilitédansungrapheest �

�

��"

�

�

� � � �

�


 -completpour lesréductions
enespacelogarithmique.

Preuve: Le codageduproblèmecommeunlangagesurunalphabet�ni estlaiss� aulecteur. Notons
toutefoisquele codaged'un noeuddugrapheprendra� � �

�

bitss'il y a
�

sommets.
On montretout d'abord quele problèmeestdansla classe�

�

��"

�

�

� � � �

�


 . Pourcela,on
va engendrertousles cheminsgrâceau non-d�terminisme,de sortequela m�moire occupp�esoit
de taille logarithmiqueen

�

pour chacund'eux. Pourcela,on va à chaque�tape (il y auraau plus
�

�tapes) engendrertousles sommetset v�ri�er quel'on construitbien un chemind'une part, et
si le sommetengendr�estle sommetvoulu d'autrepart.Celasupposede m�moriser pour chaque
cheminpartielle sommetqui vientd'êtreengendr�plusle sommetpr�c�dent, cequi sefait enespace
logarithmique.Onneconservedoncpasle chemin.

Il resteà r�duire tout problèmede �

�

��"

�

�

� � � �

�


 auproblèmed'accessibilit� parunema-
chinedeTuring d�terministefonctionnantenespacelogarithmique.La r�duction estesquiss�e,les
d�tails sontlaiss�saulecteur.

Soit � unemachinede Türing non-d�terministefonctionnanten espacelogarithmiquede la
taille desonentr�e,et � unedonn�edetaille

�

. La descriptiondela machineàunmomentdonn� se
fait avec � � �

�

bits,puisqu'ellefonctionneenespacelogarithmique.Nousallonscontruireungraphe
� � qui vacoderle fonctionnementdela machineetauraunchemindupremiernoeudaudernierssi
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la machine� reconnait� . Lesnoeudsdugrapheserontlesdescriptionsinstantan�esdela machine
plusun dernierpourl'acceptance.Le premiernoeudestla descriptioninitiale. il y auraun arcd'un
noeudà un autresi la transitioncorrespondanteestposible.Cegrapher�pond bienà la question,et
il fautmontrerqu'on peutl'engendreravecunemachinequi travaille enespacelogarithmique.Cela
estduaufait quechaquedescriptioninstantan�eestcod�e surapproximativement� � �

�

bits. �

Cettepreuve est int�ressantecar elle mêlela g�n�ration al�atoire incr�mentaled'un objet (ici,
un chemindansun graphe)avecle testquecetteg�n�ration construitbienl'objet enquestion.Cela
estn�c�ssit� par le besoinde r�duire la taille occupp�eà l'incr�ment de l'objet, l'objet lui-même
prenanttropdeplace.

5.5 Exercices

Exercice5.1 Montrer quele problèmedesatis�abilité pour
�

� ? est � �

�

N ��� � �KM�� .

Exercice5.2 Montrer quele problèmedesatis�abilité pour
�

�

�

� ? est � �

�

N ��� � ��M�� .
Pour montrer la complétude, on réduira le problème

�

" � au problème
�

�

�

� ? . On pourra
dansunpremiertempssedébarasserdesnégationsinternesenlesfaisantdescendreauxfeuillesen
utilisant pour cefaire unespacedetravail logarithmique. Dansun secondtemps,il faudra créerla
formule

�

�

�

� ? à partir dela formuleobtenueà l'issuedela première passe. La secondepasse
consisteà engendrer lesdisjonctionsde la clauselesunesaprèslesautresenmontrant qu'il suf�t
de

�

clauseset d'un espacelogarithmiquepour lesconstruireunepar une.

Exercice5.3 Montrer quele problèmedesatis�abilité pour
�

�

�

� ? estdans � . Est-il complet
pour � ?

Exercice5.4 Onappellecouvertured'un graphe	 unsousensemble" desessommetstel quepour
toutearète ��� � , �

>
" ou �

>
" .

Montrer quele problème, étantdonnéun graphe 	 et un nombre � , de déterminersi 	 a une
couverturedetaille � est � � -complet.

Exercice5.5 Montrer quele problèmeducoloriaged'un grapheavecunnombredecouleursmini-
mal est � � -complet.

Exercice5.6 Onappellecircuit hamiltoniend'un graphe	 uncircuit passantunefois et uneseule
par tout sommetde 	 .

Montrer quele problème, étantdonnéungraphe	 , dedéterminers'il possèdeuncircuit hamil-
tonienest � � -complet.

Exercice5.7 Onappellecircuit euleriend'un graphe	 uncircuit passantunefoisetuneseulepar
toutarc de 	 .

Montrerquele problème, étantdonnéungraphe	 , dedéterminers'il possèdeuncircuit eulerien
estdans � .

Exercice5.8 Montrer quele problème, étantdonnéun entier
�

, dedéterminers'il estpremierest
dans � � . En fait, on sait depuisl'été 2002quece problèmeestpolynomial(de degré élevé, ce
qui fait quel'algorithme polynomialconnun'est pascompétitifavecles algorithmesexponentiels
antérieurspour desnombresdetaille raisonnable, telsqueceuxutilisésencryptographie).
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Chapitr e 6

Automatesdemots in�nis

Nousallonsmaintenantnousint�resserauxautomatesdemotsin�nis, automatesdeBüchipour
commencer, automatesde Büchi alternantsplus tard.Cesautomatesne diffèrentdesautomatesde
mots�nis queparla conditiond'acceptation.

6.1 Mots in®nis et automatesdeBüchi

D��nition 6.1 Un mot sur le vocabulaire �
� estuneapplication 6 de

�

dans �
� , où

�

désigneun
ordinal au pluségalà � , le premierordinal limite. ��6 �  

�

estla longueurdu mot.Le mot 6 est
�ni si

�

��� et in�ni sinon. Onnotepar �

�

�

l'ensembledesmots�nis, par ���

�

l'ensembledesmots
in�nis, etpar �




�

l'ensembledesmots�nis ou in�nis.

D��nition 6.2 Étant donnéun automatenon-déterministe
�

 �$�����	� �:��
 , on appellecalcul de
longueur

�

��� issud'un état �&%
>

� touteapplication � de
�

dans�
� telle que

(i) � �

�


  9�
% ;

(ii)
�

� �

�

�-� � 
  B�
��) *

 � �
��) *I>

���K�
�

�	�
�


 for some�
� >

�G� .
Onnotera

=

�
%(5

�

�

�

�
/ pour un calcul �ni delongueur

�

, auquelcas �
/ estl' �tat atteintenayantlu le mot

67 B�
*

,&,.,��
/ ;

=

�
%(5

�

�
� pour un calcul in�ni (de longueur � ), auquel cas �+� � � � � M � � 
  

�

�

estdecardinal in�ni
�

est l' ensembledes �tats atteintsen ayant lu le mot in�ni 6  

� *-,.,&,:�

�

.
Danslesdeuxcas,onappellelimite ducalcul M , notée� � � �KM�
 , l'ensemblenonvidedesétatsatteints
dansle calcul, et on dit quel'automate

�

 ���
�

�	�
�	� %4��?(�:�I
 reconnaitle mot �ni ou in�ni 6 s'il
existeun calcul M issudel'état initial �.% qui lit le mot 6 et tel que � � � ��M�





? � 




. On notera par
���

�


 le langagedesmots�nis reconnuspar l'automate
�

etpar ���-�

�


 le langagedesmotsin�nis
reconnuspar l'automate

�

et l'on dira que ��� �

�


 estBüchi-reconnaissable. Onnotera par �




�

�




le langage ���-�

�



�

���

�


 desmots�nis ou in�nis.

Notonsquenotred��nition fait quel'on nepeutpasreconnaitreunlangagecompos�uniquement
demotsin�nis, puisquetoutpr��x e�ni d'un mot in�ni reconnuserareconnupourvuquesoncalcul
se termineen �tat acceptant.La d��nition de la reconnaissancepour les mots in�nis assureque
l'ensembledecespr��x esestin�ni. A contrario,il sepeutquel'automatenereconnaisseaucunmot
in�ni alorsqu'il reconnaitdesmots �nis. Par la suite,nousne nouspr�occuperonsquedesmots
in�nis (dans��� �

�


 ) reconnusparunautomate�ni grâceà la conditiond'acceptationdeBüchi.
On peutbiensûrd��nir desautomatesdeBüchi avec transitionsvides,la d��nition pr�cise en

estlaiss�e aulecteur. Notonsquel'automatepourra�v entuellementfaireunein�nit� detransitions
vides.L'�limination destransitionsvidesdansle casdesautomatesdeBüchi estdoncd'autantplus
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 1

e

 1  1

11

Automate avec transitions vides

Automate �quivalent sur les mots finis Automate �quivalent sur les mots infinis

FIG. 6.1– Éliminationdestransitionsvidesd'un automatedeBüchinon-d�terministe.

importante.Notonsaussi,celaestimportant,quel'on peuttoujourscompl�terunautomatedeBüchi
sanschangerle langagereconnudefaçonà cequ'il nes'arrêtepasavantd'avoir entièrementlu sa
donn�e. La transformationest la mêmequepour les automatesde mots�nis. On fera par la suite
syst�matiquementl'hypothèsequelesautomatesdeBüchi consid�r�s sontcomplets.

6.2 D�terminisation

Oncommenceparlesautomatesavectransitionsvides:

Th�orème 6.3 Pour toutautomatedeBüchi
�

avectransitionsvides,il existeunautomatedeBüchi
�

� sanstransitionsvidesqui reconnaitle mêmelangagedemotsin�nis.

Preuve: On �limine les transitionsvidesen tempsquadratique,aprèsavoir r�solu unepetitedif�-
cult� : la transformationfaitedansle casdesautomatesde mots�nis ne marchepas: un �tat non
acceptant� qui permetd'acc�der àun �tat acceptant

�

pardestransitionsvidessansque
�

soitpour
autantsitu� suruncircuit nepeutdeveniracceptantsanschangerle langagedemotsin�nis reconnus
parl'automate.L'examendela preuvefaitedansle cas�ni montrequ'il suf�t deconserver le même
ensembled'�tats acceptantsquel'automate

�

. � �

Un exempled'automatequi illustrecesdif�cult�s estdonn� enhautdela �gure 6.1.L'automate
degauchereconnaitlesmêmesmots�nis, maispaslesmêmemotsin�nis. Celuidedroitereconnait
lesmêmesmotsin�nis, maispaslesmêmemots�nis. Un autreexempled'�liminations detransition
videsestmontr� à la �gure 6.4.

La parallèleaveclesautomatesdemots�nis s'arrêtelà :

Th�orème 6.4 Les automatesde Büchi non-déterministesreconnaissentstrictementplus de lan-
gagesquelesautomatesdeBüchi déterministes.

Preuve: Soit �  ���

�

�

�




�

�

�

�

.
Un automatedeBüchinon-d�terministereconnaissant� estdonn� à la �gure 6.2.
Supposonsmaintenantquel'on puissereconnaitrecemêmelangage� parunautomatedeBüchi

d�terministedont � estl' ensembledes�tats, etanalysonsuncalculreconnaissantle mot � %� 

�

� .

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



52 Automatesde mots in�nis

0,1 1

1

FIG. 6.2– AutomatedeBüchinon-d�terministereconnaissant�

�

�

�




�

�
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FIG. 6.3– Calculsdel'automatedeBüchid�terministesuppos�reconnaitre�

�

�

�




�

�

� .

Cecalculpasseforc�ment unein�nit� defois parun �tat de ? . Notons�4�

%

le premierpassageparun
�tat de ? danscecalcul,aprèsavoir reconnule mot

�

�

E

.
Analysonsmaintenantle mot � *; 

�

�

E

� �

� . Commel'automateestd�terministe,le calculrecon-
naissant� * vacoincideravecle pr�c�dent jusqu'àatteindrel'�tat �4�

%

, puisil vaprendrela transition
sortante�tiquett�e par

�

qui existepuisquele mot
�

�

E

� �

� appartientaulangagedel'automate,et se
retrouverenl'�tat �O* àpartirduquelil devraànouveaureconnaitrele mot

�

� . Soit ���

*

le premier�tat
acceptantrencontr�àpartir de ��* danscecalcul.

Onpeutrecommencerceraisonnementautantdefois qu'il y ad'�tats acceptantsplusun,confor-
m�mentàla �gure 6.3.Si l'on notedemanièreg�n�rale �4�

�

le premier�tat acceptantrencontr�àpartir
de �

�

dansle calculreconnaissantle mot
�

�

E

� �

�

)

�

�����

�

�



� �

� , qui passen�cessairementparl'�tat �Q�

�

grâceaud�terminisme,onend�duit quepour �

�

�P� � la suite �
�

%

�������.���
�

�

comportedeuxoccurences
aumoinsd'un même�tat acceptant,et doncl'automatecomporteunebouclesurcet �tat acceptant,
d'où l'on concluela reconnaissanced'un mot in�ni dela forme

�

�

E

� �

�

)

�

�����

�

���

�

� �

�����

)

�

�����

�

�������


 �

donccomportantunein�nit� de
�

et n'appartenantipsofactopasà � �

6.3 D�cision du vide

La techniqueestsimilaire à celle utilis�e pour les automates�nis. Toutefois,la notion d'�tat
productifdiffèrequelquepeu:

D��nition 6.5 Étantdonnéun automate(déterministeou pas) "  �$�
�

�H�
���.%P��?(����
 , on dira que
l'état �

>
� est

= accessible, s'il existeunmot 6 tel que �&%(5

�

�

�

� ;
= productif, s'il existeunmot 6 tel que � 5

�

�

���

5

�

�

�

���

�

)

�

>
? ;

= utile, s'il està la fois accessibleet productif.
Un automateestdit r�duit si toussesétatssontutiles.
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La diff�rence estdoncqueles �tats acceptantsdoivent êtresitu�s sur un cycle pour êtreeux-
mêmeproductifs.

Lemme6.6 Le langaged'un automatedeBüchi
�

estnonvidesi etseulementsi l'un aumoinsdes
étatsacceptantsaccessiblesestproductif.

Th�orème 6.7 LevidedulangagereconnuparunautomatedeBüchi estdécidableentempslinéaire
et est �

�

��"

�

�

� � � �

�


 -complet.

Preuve: Le langagede motsin�nis reconnupar un automate
�

 ��� ���	�
�	� % �	?(�:��
 estnon vide
ssi il existeuneex�cution dela forme � %

�

�

�

�

� �I5

�

�

�

� �I5

�

�

�

� � ����� , qui exprimele fait que � � estvisit�
in�niment souvent.Donc � � estaccessibledepuis� % et depuis� � . Un tel cheminpeutêtreais�ment
trouv� enespacenon-d�terministelogarithmique: on devinegrâceaunond�terminismeun chemin
de longueurauplus

�

� � � � issude �&% , ainsiqu'un �tat
�

> ? , et l'on testequececheminestde
la formecherch�e.Pourcela,on conserve en permanencel'�tat courantdu cheminainsiquel'�tat

�

. On comparecet �tat courantavec
�

, et l'on d�cide le non-videdèsquela doublecomparaisona
r�ussi.

Un raisonnementun tout petit peuplus �labor� nousmontrequele problèmedu vide et le pro-
blèmedel'accessibilit� dansungraphesontenfait interr�ductibles,et doncle problèmeduvideest

�

�

��"

�

�

� � � �

�


 -complet. �

La �nitude diffèreducasstandardelle-aussi.Le lecteurestinvit� ày r���chir .
Un autreproblèmeimportantli� aupremierestcelui dupleind'un automate:

Th�orème 6.8 Le pleind'un automatedeBüchi estdécidableentemps
= linéaireetest �

�

��"

�

�

� � � �

�


 -completpour lesautomatesdéterministes;
= exponentieletest �

�

��"

�

� -completpour lesautomatesnon-déterministes.

Preuve: Le casdesautomatesd�terministesneposepasdeproblème,puisquele problèmeduplein
d'un automated�terministeest �quivalentau problèmedu vide de soncompl�mentaire,et quece
derniers'obtient par une transformationen espacelogarithmiquequi fait l'objet de la preuve du
th�orème6.9.

Pourlesnon-d�terministes,la preuved'appartenanceàPSPACE estlaiss�eaulecteur.
Resteàmontrerla PSPACE-compl�tudedanscecas,parr�duction deQBFauproblèmeduplein.

�

6.4 Propri�t�s de clôture

Cespropri�t�s sontfondamentalespour lesapplicationsauproblèmeded�cision de la satis�a-
bilit� desexpressionslogiquesdeCTL

�

. En effet, le principeserademontrerparr�currencesurla
structuredesformulesquelessolutions(vuescommedesmots�nis ou in�nis) sontreconnaissables
pardesautomates�nis. Ainsi, la n�gation correspondraà la compl�mentation,la quanti�cationuni-
verselleà uneintersection,et l'existentielleà uneunion.

Th�orème 6.9 La classedeslangagesreconnaissablespar desautomatesde Büchi estclosepar
union,intersectionetcomplémentation.

Preuve:
= Union : on fait la même constructionque pour les automates�nis. Étant donn�s deux

automates�nis completssur le mêmealphabet ��� ,
�

*
 �$� ���H�

*
���

*

%

��?
*

���
*


 et
�

�

 

���G���	�

�

���

�

%

��?

�

�:�

�


 reconnaissantrespectivement les langages �

�

�

�

*

 et �

�

�

�

�


 , on
construitl'automate

�

*
�

�

 �$�
�

�H��*I� �

�

�+�K�

*

%

�	�

�

%


 ��?�* � �

�

�
��*�� ?

�

�:� *

�

�
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où
� *

�

�

�:���+*O�	�

�


��	��
  � ���

�

*

���

�

�


 ���

�

*

> � *����+*P����
��	�

�

�

> �

�

�K�

�

�	��


�

�

Resteà montrerque
�

* �

� reconnaitle bon langagedemotsin�nis. Soit 6 un mot in�ni sur
� � . 6 > � � �

�

*

�

�

�


 si et seulementsi il existeuncalcul M lisant 6 tel que � � � ��MO





��? * �

�

�

� � * � ?

�


 � 




si etseulementsi la projectionsur � * de � � � ��MO
 intersecte? * oubienla
projectionsur �

� de � � � �KM�
 intersecte?

� , cequi est�quivalentà 6 > ��� �

�

*.
 � ��� �

�

�


 .
Rappellonsquela correctiondu raisonnementci-dessussupposequelesautomates

�

* et
�

�

soientcomplets.
= Intersection: la constructionclassique,qui nediffèredecellepourl'union queparla d��nition

des�tats acceptants(qui devient ? � ? � ) neconvientpas.Cetted��nition auraiteneffet pour
r�sultat queles �tats acceptantsde chaqueautomateseraienttravers�s in�niment souventen
mêmetemps, la contraintedesimultan�it� ainsi introduiteaboutissantà reconnaîtreun sous-
ensemble(peut-êtrestrict) du langageintersection.Pour l'�liminer , nousallons m�moriser
à l'aide d'une variable � � � � prenantsesvaleursdansl'ensemble �

�

�

� �

, quel automaten'a
pasencorevisit� un �tat acceptantdepuisle dernierpassagede l'autre automatepar un �tat
acceptant.Les �tats vont devenir destripletsde la forme ��� * �	�

�

� � � � ��
 , donnantla d��nition
suivantepourl'automateintersection:

�

*

�

�

 ���G���	�
*

� �

�

� �

�

�

� �

�+�K�

*

%

���

�

%

�

�


���?
*

� �

�

� �

�

�

� �

�:�
*

�

�




où

� *

�

�

���K�O*��	�

�

� � � � �P
 ����
! ���K�

�

*

���

�

�

�

�

� � � � �����O*O���

�


�
 ���

�

*

>
�����+*O�	��
����

�

�

>
���K�

�

����


�

avec
�

�

�

�	�+*
>

? *����

�


  

�

�

�

�

�

�	�+*+�	�

�

>
?

�


  

�

et sinon
�

� � � � �����O*����

�


  � � � �

Resteà montrerqu'il reconnaitle bonlangagedemotsin�nis. La preuve formelleestlaiss�e
à la chargedu lecteur.

= Compl�mentation: la constructionestsimplepour les automatesde Büchi d�terministes,et
marcheencorepourle sous-ensembledesautomatesdeBüchinon-d�terministepourlesquels
tout mot reconnun'a pasdecalcul in�ni qui �choue(qui sont“presque”d�terministes!). Un
exempleestmontr� à la �gure 6.4.Nousallonstraiter ici le casparticulieruniquement,avant
derevenirult�rieurementsurle casg�n�ral auparagraphe6.5.
Soit

�

 ���
�

�H�
���.%P��?(����
 . On construittout d'abordun automate
�

� sans�tat initial obtenu
àpartir de

�

en�liminant lessommetsde ? et lestransitionsqui leur sontassoci�es:
�

�

 �$�
�

�H���<?(�.�	���<?(���

�

 B�

� ���

C




puison renommeles�tats del'automateobtenu,�4�

�

remplaçant��� , dont l'ensembleestmain-
tenantappell� � � , desorteque � �




�  




. Onconstruitensuitel'automate

�

� �

 �$�
�

�H�
�

�

�

�	� %Q�H�

�

�:�

� �




où

�

� �

�

�
>

� �

�

�
>

���<? � � �K�K���	��
  ����������


�

�
>

� �

�

�
�

>
�

�
�

� �
���

�
����
  �

�
�K�

�
����


�

�
>

� �

�

�
>

? � � �K�K���	��
  ����������

�

�+���

*

>
��� �P�

*�>
����������





�����<? 


�

Cetautomateestnon-d�terministe: à un momentdonn� d'un calcul, il doit d�cider qu'il ne
visiteraplusjamaisunsommetde ? .
La preuve quel'automate

�

� � reconnaitle langagecompl�mentairede ��� �

�


 estlaiss�e au
lecteur.

�

Notrepreuvedeclôturepour la compl�mentationnepassepasaucasg�n�ral, pour lequelnous
devronsfaire appelaux automatesalternantsabord�s plus loin. En fait, la g�n�ralisation de cette
preuveestpossible,maisle compl�mentairedansle casg�n�ral estunautomatealternant.
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Soient �  �

�

�

�




�

�

� et soncoml�mentaire�<�� A�

�

�

�


 � leslangagesreconnusparlesautomates
repr�sent�sà la �gure 6.4.

0,1 1

1

0,1 1

 wAutomates avec transitions vides reconnaissant les langages respectifs (0+1)*1    et (1*0)w

 

 w wAutomates sans transitions vides reconnaissant les langages respectifs (0+1)*1    et (1*0)

e
0

e

1

0

1

 1

 1

FIG. 6.4– AutomatesdeBüchinon-d�terministesreconnaissant�

�

�

�




�

�

� et �

�

�

�


 � .
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6.5 Automatesalternants

Le non-d�terminismecorrespondà un choix existencield'un calcul,alorsquesan�gation cor-
respondà un choix universel.A�n dedisposerd'un cadreuni�� permettantdefaciliter lespreuves
despropri�t�s declôture,on va construiredesautomatesqui alternentcesdeuxtypesdechoix.Ces
automatescalculerontsurdesmots�nis ou in�nis, et danscederniercason parlerad'automatesde
Büchialternants.

Étantdonn� unensemble� devariablespropositionnelles,ond�signepar � � � 
 l'ensembledes
formulesBool�ennesen forme normaledisjonctive construitsur � avec les connecteurslogiques

� et � . On assimileraunedisjonctionvide à la constantelogique
�

��� �+M et la conjonctionvide à la
constantelogique � � ��M . On utilisera la notation �

)

� � 
 pour signi�er quela disjonctionvide est
interdite,demêmequela conjonctionvide.

Le choixdeprendredesformesnormalesviseàunemeilleurecompr�hension,maisil complique
lespreuves.Le lecteurpourrautilementr�crire ceparagrapheen�liminant cetterestriction.

Étantdonn�e �< � �

*

*

� ����� � �

*

�

)


 � ����� � � �

/

*

� ����� � �

/

�

3


 uneformulede �

)

� � 
 particulière,
on diraquele facteur � �

�

*

� ����� � �

�

�

�


 appartientà � . Onauraparfoisbesoindesubstituerdansune
conjonction�; �1* � ����� � �

�

unevariable��� paruneconjonction�  � �

*

� ����� � � �

�

� , r�sultant en
la nouvelleconjonction�1* � ����� � � �K01* � ���

*

� ����� � ���

�

�

� � ��) * ����� � �

�

dontla former�duite (par
applicationdel'idempotencedela conjonction)estnot�e � ����� �� �

�

.
Pourlesautomatesd�terministescomplets,ona ���K���	�P
  �

�

>
�

)

��� 
 ;
Pourlesautomatesnon-d�terministescomplets,ona � �K�����P
� �

*
� ����� ���

/�>
�

)

�$� 
 , chaque
�

� �tant un facteurde � �K�����P
 ;
Pourlesautomatesalternantscomplets,on g�n�ralise enposant���K�����P


>
�

)

�$� 
 , lesfacteurs
pouvantmaintenantêtredesconjonctionsnon triviales.Pour les automatesincomplets,on posera

���������P

>

������
 .

D��nition 6.10 Un automatealternant
�

estunquintuplet �$�����	�
�	�
%

��?(�:�I
 où

1. �
� estle vocabulairedel'automate;

2. � estl'ensembledes�tats del'automate;

3. � � �A� �
� �

������
 , estla fonctiondetransitiondel'automate.

L'automatesera dit completsi � � � � �
� �

�

)

�$� 
 . On notera commeprécédemment�
�

�

�
���K�P


pour �P�K�P

>

���������
>

�
�


 . Plusgénéralement,on dé�nit la relation d'accessibilitéentre conjonc-
tionsd'étatscommesuit :

�O*
�

�����
�

�./
�

�

�
�+*

�
�����

�
�./

�
*

�
�����

�
�

/
���

�

�K�

�
��� si �

*

�
�����

�
�

/

�

�

�
��� avec

�

���
� >

���K�
�

����


L'id�e sous-jacenteauxautomatesalternantsestquelesdisjonctionsont uncomportementnon-
d�terministe, il suf�t de trouver une branchequi conduiseau succès,alors que les conjonctions
imposent(parn�gation)quetouteslesbranchescorrespondantesconduisentausuccès.Bienentendu,
dansle casoù ����������
  

�

� � �+M , le calculsebloque.
Un calcul d'un automatealternantestdoncun arbrede cheminsde calculsde la forme repr�-

sent�e à la �gure 6.5, danslequel,pour chaquenoeud �
� et pour chaquelettre �

>
�G� , il y a des

successeurs�

*

�

�������.�	�

/

�

ssi �

*

�

�
�����

�
�

/

�

estl'un desfacteursdela formenormaledisjonctive �����
�

����
 .
Un calculestdoncl'arbre issudel'�tat initial associ�à la fonctiondetransitiond��nie plushaut.

Un calculseraréussisi pourtoutchemindecalcul N del'arbre d'ex�cution, � � � �KN.





? � 




.
Notonsquetoutesles transitionsà profondeur� sont�tiquett�es par la mêmelettre � . De plus,

si le mot reconnulors du calculestdelongueur(�nie ou in�nie)
�

, alorstouslescheminsducalcul
aurontla mêmelongueur

�

.
Il abiensûrunesimilarit� entrela notiondecalculpourlesautomatesalternantsetcelled'arbre

decalculdesautomatesnond�terministes.Cetteanalogieesttoutefoistrompeuse,puisquedansle
casdesautromatesalternants,l'arbre est un arbreconjonctif (tous les cheminsdoivent conduire
ausuccès),alorsqu'il s'agit d'un arbredisjonctif dansle casdesautomatesnon-d�terministes(un
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qi
a a

...

q1

q0

...
u1

q0

...

u1

u2 u2

u3 u3

FIG. 6.5– Calculd'un automatealternant.

q0

q1 ...

u1 u1

u2 u2 u2 u2
qi �tat de A'

�tat de A'

FIG. 6.6– Calculd'un automatedeBüchi �quivalentàunautomatealternant.

chemindoit conduireau sucès).L'arbre descalculsd'un automatealternantseraitdoncen fait un
arbredisjonctif d'arbresconjonctifsdecheminsdecalculs.

En fait, lesautomatesalternantsont la mêmeexpressivit� quelesautomatesnon-d�terministes,
quece soit pour desmots�nis ou in�nis, il suf�ra de meneren mêmetempstousles cheminsde
calculsdel'arbre decalculs.

Th�orème 6.11 Soit
�

un automatealternant.Il existedesautomatesnon-déterministes
�

� et
�

� �

telsque ���

�

� 
! �� �

�

� � 
 et ��� �

�

� 
  � � �

�

� � 
 .

Preuve:
Casdesmots�nis. L'automatenon-d�terministe

�

� va deviner l'arbre de calcul du mot � et
le construiregrâceà une explosionexponentielledu nombredes�tats, conform�mentà la
�gure 6.6.
Ond��nit donc

�

�

 ���
�

�
	

�$� 
����+� %

�

�
	

��? 
����

�
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où
�

�

��" @B�
����
� 

�

D

 




�!� > ���K���	��


Casdesmotsin�nis. Il faut cettefois m�moriser quellessont les branchesqui n'ont pasren-
contr� un �tat de ? r�cemment,un �tat �nal �tant atteint lorsquetoutesen aurontrencontr�
un (au moins).On va pour celapartitionnerles �tats de l'automatepr�c�dent en deuxsous-
ensembles,celui de gaucheservantà calculerles transitions,et celui de droite à m�moriser
ceuxqui ont rencontr�un �tat de ? r�cemment.

�

� �

 �$� � � 	 ��� 


�

�&�
�+�.%

�

�





 ���




�

� 	 �K? 
 �:�

� �




où
� � �$�:�K" @ �
� � 
��	��
  �

D

 




�

��> ���K���	��


��� �$�:�




�	"�
��

�


  ��" �







Cette � -transitions'ex�cute chaquefois quel'on rencontreun �tat acceptantde
�

� � : elle a
pourrôlederemettrele compteurà z�ro.

La preuvequecesconstructionsremplissentleurobjectif estlaiss�eaulecteur. �

On peutmontrerquecetteexplosioncombinatoireestn�cessaire.Pourcela,on construitdes
langagesdesmots�nis ou in�nis reconnaissablespar desautomatesalternantset dif�cilement re-
connaissablespardesautomatesnon-d�terministes:

�
/ : ensembledesmotspour lesquelsil existeunepairede lettresdistinctesà distance

�

l'une
del'autre.

�
/ seraalors reconnupar un automatealternantayantun nombred'�tats lin�aire en

�

, et un
automatenon-d�terministeayantunnombred'�tats exponentielen

�

. Pourmontrerquel'on nepeut
fairemieux,il suf�t demontrerquel'automated�terministeminimalaunnombred'�tats doublement
exponentielen

�

. Lesd�tails sontà faireenexercice.
Lesautomatesalternantssontclosparlesop�rationsBool�ennes.Celaestsimpleàprouverpour

la conjonctionet la disjonction,maisestplusd�licat pourle compl�mentation.

Th�orème 6.12 Lesautomatesalternantssontclospar unionet intersection.

La preuveestà faireenexercice.Il estunpeupluscompliqu� demontrerquele compl�mentaire
dulangagereconnuparunautomatedeBüchiestreconnuparunautomatealternant.La construction
estsimilaireàcellequenousavonsfaitepourlesautomatesdeBüchi.Mais le non-d�terminismeva
r�sulter en un automatealternant.En effet, dansle casd'une transitionnon-d�terministe,il faut
v�ri�er qu'aucundescalculsn'estacceptant,etpourcelaonvatransformerl'automateenchangeant
le � dela fonctiondetransitionnon-d�terministeenun � . Demanièrenon-d�terministecettefois,on
enverraun calculsepoursuivredansunecopiedel'automateded�part d'où la transition � choisie
aura�t� divis�e endeuxsous-ensembles,etl'on recommence.Onarriveraainsiunjouràunautomate
d�terministe,et on feracommedansle casd�ja trait�.

Th�orème 6.13 Étant donnéun automatealternant
�

 �$�
�

�	� ��� %4��?(����
 , il existeun automate
alternant

�

qui reconnaitle langage � �

�


 .

Preuve: La preuve g�n�ralise aux automatesalternantscelle quenousavons esquiss�epour les
automatesdeBüchi. �

Corollair e6.14 LesautomatesdeBüchi sontclospar complémentaire.

Il nousresteundernierproblèmeà examiner, celuiduvide :

Th�orème 6.15 Levideet le pleind'un automatealternantsontdécidablesentempsexponentielet
sont �

�

��"

�

� -complets.
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Preuve: Pour la d�cision, on passepar le calcul de l'automatenon-d�terministe�quivalent.Pour
la �

�

��"

�

� -compl�tude,on r�duit successivementle plein desautomatesnon-d�terministesau
vide desautomatesalternants,puiscedernierauvide desautomatesdeBüchi alternants.Pourcette
dernièrer�duction, on remplacetoutesles transitions����������
  �P* � ����� � � � par � �K������
  �K�O* �

�P
 � ����� � �K� � � �P
 . Lesd�tails sontà faireenexercice. �

6.6 Exercices

Exercice6.1 1. Quel est le langage desmots�nis et in�nis reconnuspar l'automatede la �-
gure6.7.

2. Mêmequestionpour l'automatedela �gur e6.8.

 1

e

e

e

FIG. 6.7– Automateavectransitionsvides.

 1
e

e

ee

e

FIG. 6.8– Automateavectransitionsvides.

Exercice6.2 Soit
�

un automatenon-déterministepour lequeltout mot �
>

� �-�

�


 a la propriété
quetout calcul lisant � le reconnait.

1. Montrer qu'il existeunautomate�ni déterministequi acceptele langage � �-�

�


 .

2. Modi�er la constructiondu cours donnéeau paragraphe6.4 de telle sorteque l'automate
obtenuacceptepour mots�nis ceuxqui appartiennentau complémentaire de � �

�


 , et pour
motsin�nis ceuxqui appartiennentaucomplémentairede � � �

�


 .

Exercice6.3 Onconsidère l'automate
�

dela �gur e6.2.On demandede

1. Donnerun automatecompletéquivalent
�

� , c'est à dire qui reconnaisselesmêmemots�nis
et in�nis.

2. Donnerunautomatecomplet
�

* tel que ���

�

* 
 soit le langagecomplémentairede ���

�


 .

3. Donnerunautomatecomplet
�

� tel que ��� �

�

�


 soit le langagecomplémentairede ���-�

�


 .

4. Donnerun automate
�

� tel que � �

�

�

 soit le langage complémentaire de ���

�


 et ��� �

�

�



soit le langagecomplémentairede ��� �

�


 .

5. Caractériserla propriété de l'automate
�

qui a permisd'exhiber l'automate
�

� ayant la
propriétédemandée.
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Exercice6.4 Soit �2/ le langagedesmots�nis sur l'alphabet �O��� �

�

pour lesquelsil existeunepaire
de lettresdistinctesà distance

�

l'une de l'autre, et �(/ soncomplémentaire. De même, on notera
par � �

/

le langage desmotsin�nis sur l'alphabet �+��� �

�

pour lesquelsil existeunepaire de lettres
distinctesà distance

�

l'une del'autre, et �

�

/

soncomplémentaire.
Ondemandedemontrer que

1. � / estreconnaissablepar unautomate�ni déterministe. Quelleestla taille del'automate�ni
déterministeminimalle reconnaissant?

2. �!/ estreconnaissablepar unautomate�ni non-déterministe. Quelleestla taille del'automate
�ni non-déterministeminimalle reconnaissant?

3. �!/ estreconnaissablepar un automate�ni alternant.Quelleest la taille de l'automate�ni
alternantminimalle reconnaissant?

4. � �

/

estreconnaissablepar unautomate�ni déterministe. Quelleestla taille del'automate�ni
déterministeminimalle reconnaissant?

5. � �

/

estreconnaissablepar unautomate�ni non-déterministe. Quelleestla taille del'automate
�ni non-déterministeminimalle reconnaissant?

6. � �

/

estreconnaissablepar un automate�ni alternant.Quelleest la taille de l'automate�ni
alternantminimalle reconnaissant?

Exercice6.5 Montrer quele videdesautomatesalternantsest �

�

��"

�

� -complet.

Exercice6.6 Donnerun algorithmedécidantla �nitude du langagedesmotsin�nis d'un automate
deBüchi. Quelestsacomplexité?

Exercice6.7 Montrer quelesautomatesalternantssontclospar unionet intersection.
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Chapitr e 7

Véri�cation de formules temporelles

Nousconsid�ronsici desautomatesdontles�tats sontassimil�sauxpropri�t�s qu'ils v�ri�ent.

7.1 V�ri®cation desformulesdeCTL

D��nition 7.1 � estuneformuled'état si
�

�-� �

�

�H��� �-� � 
  � � ��
! ��
�-� � �  �� ssi � � � �  	�

Pourdetellesformules,onpeutbiensûrd��nir la s�mantiquedirectementenfonctiondes�tats,
et on peutalorsla notersousla forme � �  � . C'est cettepropri�t� deCTL qui rendla v�ri�cation
deformulesdeCTL simplealgorithmiquement.

Th�orème 7.2 LesformulesdeCTL sontdesformulesd'état.

Preuve: Par r�currencesur la structuredesformulesde CTL et par cas.On note � uneformule
quelconque,� � � � 
 et � � ����
 deuxcheminsaccompag�sdeleurs�tats courants.

1. �  � : �-� � 
  � � ��
  �� �
>

� � � 
 ssi �
>

��� ��
 et donc �-� � �  �� ssi � � � �  	� .
2. �  �

� où � estuneformuledeCTL : Soit �-� � 
  ��� ��
 . Pard��nition, � � � �  �
� ssi �-� � ��  

� . Par hypothèseder�currence, � estuneformuled'�tat, et donc � � � �  
� ssi � � � �  

� , ce
qui �quivautà �-� � ��  

� ssi ����� ��  
� , etpard��nition, ����� ��  

� ssi ����� �  �
� .

3. �  ��
*

�
�

� où �
* et �

� sontdesformulesdeCTL : la preuveestanalogueà la pr�c�dente.
4. �  �1* � �

� où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL : la preuveestanalogueauxdeuxpr�c�-
dentes.

5. �  7" �
� où � estuneformuledeCTL : Soit � � � 
! ��� � 
 . Par d��nition, � � � �  7" �

� si et
seulementsi, pourtout calcul �1� prolongeant� à partir de � , on a �1�K� � �

�

�  
� . Notonsque

pourtoutcalcul � � prolongeant� àpartirdel'�tat � , il existeuncalcul � � prolongeant� àpartir
del'�tat � puisque� � � 
  ��� ��
 , et vice-versa.Ennotant � �1��� � 
 �&� ���$����
 cespairedecalculs,on
end�duit parhypothèseder�currenceappliqu�eà � que � �K� ���

�

�  
� ssi ���$�����

�

�  
� , ce

qui, pard��nition, �quivautà ����� �  " �
� .

6. �  " �1*

�

�

� ou �  

�

�1*

�

�

� , où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL : la preuveestanalogue
à la pr�c�dente.

7. �  "
� ou �  

�

�
� , où � estuneformuledeCTL : la preuveestanalogueauxpr�c�dentes.

�

Cer�sultat permetdetravailler directementsurl'automate
�

paruneproc�duredemarquagedes
�tats : pourchaque�tat �

>

�

et chaquesous-formule� de � , on va calculeret stocker le r�sultat
de � �  � . La proc�dure estdonn�e dansun style imp�ratif pour en optimiserla complexit� par
l'utilisation d'effetsdebords. Nousneconsid�ronspaslescombinateurssuper�us ? et 	 .
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Procedure marquage(phi)
%utilise un tableau indexé par les états q de l'automate A et les
%sous-formules psi de phi, dont les éléments sont notes q.psi ; on
%notera app(p,q) si la propriété p de Prop appartient à l'etat q.
Cas phi=p Alors Faire Pour tout q dans Q

Faire Si app(p,q) Alors Faire q.phi:=true
Sinon Faire q.phi:=false

phi=not psi Alors Faire marquage(psi); Pour tout q dans Q
Faire q.phi:= non q.psi

phi=phi1 and phi2 Alors Faire marquage(phi1); marquage(phi2);
Pour tout q dans Q
Faire q.phi:= q.phi1 et q.phi2

phi=phi1 or phi2 Alors Faire marquage(phi1); marquage(phi2);
Pour tout q dans Q
Faire q.phi:= q.phi1 ou q.phi2

phi=E X psi Alors Faire marquage(psi);
Pour tout q dans Q
Faire Si il existe une transition (q,q') t.q.

q'.psi=true
Alors Faire q.phi:=true
Sinon Faire q.phi:=false

phi=A X psi Alors Faire marquage(psi);
Pour tout q dans Q
Faire Si il existe une transition (q,q') t.q.

q'.psi=false
Alors Faire q.phi:=false
Sinon Faire q.phi:=true

phi=E phi1 U phi2 Alors Faire
%on utilisera une liste L des etats pour lesquels phi
%est vraie, construite en parcourant à l'envers sans
%boucler les transitions de l'automate.
marquage(phi1); marquage(phi2); L:=vide;
Pour tout q dans Q Faire q.marque:= false; q.phi:=false.
Pour tout q dans Q Faire Si q.phi2 Alors Faire L:=L::{q}.
Tantque L=/=vide Faire q:=choix(L); L:=L\{q}; q.phi:=true;

Pour toute transition (q',q)
Faire Si non q'.marque Alors

Faire q'.marque:= true;
Si q'.phi1 alors Faire L:=L::{q'}

%on notera par degré(q) le nombre de successeurs de
%l'état q dans l'automate. On utilisera un tableau
%q.nb pour parcourir tous les successeurs d'un état.

phi=A phi1 U phi2 Alors Faire
marquage(phi1); marquage(phi2); L:=vide;
Pour tout q dans Q Faire q.nb=degre(q); q.phi:=false
Pour tout q dans Q Faire Si q.phi2 Alors Faire L:=L::{q}
Tantque L=/=vide Faire q:=choix(L); L:=L\{q}; q.phi:=true;

Pour toute transition (q',q)
Faire q'.nb:=q'.nb - 1

Si q'.nb = 0 Et Non q'.phi Et q'.phi1
Alors Faire L:=L::{q'}

Fin Procedure
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Th�orème 7.3 La procédure Marquage(� ) estcorrecteet retournesonrésultaten temps
�

� �

�

�

� � � � 
 etenespace
�

� �4� � ��� � � 
 .

Preuve: La complexit� en espaceestbien celleannonc�epuisquel'on remplit un tableaudont la
taille estle nombred'�tats de

�

parle nombredesous-formulesde � , etquel'on utilisedestableaux
ou listesauxiliairesdont la taille esttoujoursborn�e parcelledel'automate

�

. En cequi concerne
la correctionet la complexit� entemps,la preuvea lieu parr�currencesurla structuredesformules
deCTL.

1. �  � . La correctionestclaire,et le r�sultat decomplexit� est�vident puisquel'on parcourt
tousles�tats del'automate

�

unefois etuneseule.

2. �  � � où � estuneformuledeCTL. Parhypothèseder�currence,la propri�t� estvraiepour
� . La correctionestdoncclaire.Commeoneffectueunebouclesurles�tats del'automate,la
complexit� entempsest

�

� �

�

� ��� � � 
 + �

�

� , cequi prouvele r�sultat.

3. �  ��1* � �

� où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL : la preuveestanalogueà la pr�c�dente.

4. �  �1* � �

� où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL : la preuveestanalogueauxdeuxpr�c�-
dentes.

5. �  

�

� � où � estuneformuledeCTL. Par hypothèseder�currence,la propri�t� estvraie
pour � . Pour la correction,il suf�t de remarquerqueA X psi est vraie dansun �tat � à
conditionquepsi soit vraiepour au moinsun successeurde � . Commeon visite pour cela
unefois et uneseulechaquenoeudet chaquetransitionde l'automate

�

, la complexit� en
tempsest

�

� �

�

� � �
�

� 
 + �

�

� , cequi prouvele r�sultat.

6. �  " �
� où � estuneformuledeCTL. Par hypothèseder�currence,la propri�t� estvraie

pour � . Pour la correction,il suf�t de remarquerqueA X psi est vraie dansun �tat � à
conditionquepsi soitvraiedetouslessuccesseursde � . Commeonvisitepourcelaunefois
et uneseulechaquenoeudet chaquetransitionde l'automate

�

, la complexit� en tempsest
identiqueaucaspr�c�dent.

7. �  

�

�1*

�

�

� , où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL. Parhypothèseder�currence,lapropri�t�
estvraiepour �1* et �

� .
Pour la correction,il suf�t de remarquerqueE phi1 U phi2 estvraie dansun �tat � à
conditionquephi2 soit vraiedansl'�tat � ouencorequephi1 soit vraiedansl'�tat � etque
phi soit vraiedansun �tat successeurde � . La miseenoeuvredecetteremarqueconsisteà
calculeruneliste L des�tats qui v�ri�ent E phi1 U phi2 en l'initialisant avec les �tats
qui v�ri�ent phi2 , puisà ajouterun �tat q' àL à conditionqu'il v�ri�e phi1 etqu'il existe
unetransitiondeq' versun �tat deL. C'est cequefait l'algorithme,encherchantparmi les
ant�c�dentsnonencorevisit�s dessommetsdeL (c'estle rôledutableau.marque ) ceuxqui
v�ri�ent phi2 .
Pourcefaire,lesdeuxbouclesPour qui suiventlesappelsr�cursifs ontunetaille born�e par

�

. La boucleTantque qui suit visite chaque�tat et chaquetransitiondel'automateauplus
unefois. Elle prenddoncelle-aussiun tempsborn� par la taille de l'automate

�

. Au total le
tempsutilis� estdel'ordre de

�

� �

�

� � �
�

* � 
 +
�

� �

�

� ���
�

�

� 
 + 3 �

�

� , cequi prouve
le r�sultat annonc�.

8. �  " �1*

�

�

� , où �1* et �

� sontdesformulesdeCTL. Parhypothèseder�currence,la propri�t�
estvraiepour �1* et �

� .
Pour la correction,il suf�t de remarquerqueA phi1 U phi2 estvraie dansun �tat � à
conditionquephi2 soit vraiedansl'�tat � ou quephi1 soit vraiedansl'�tat � et quephi
soit vraie danstout �tat successeurde � . La mise en oeuvrede cetteremarqueconsisteà
calculerunelisteL des�tats qui v�ri�ent E phi1 U phi2 enl'initialisant avecles�tats qui
v�ri�ent phi2 , puisàajouterun�tat q' nonencorevisit� (c'estle rôledutestNon q'.phi
et de l'initialisation pr�alabledeq.phi à false ) à L à conditionquetoutesles transitions
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issuesdeq' mènentà un �tat deL (c'est le rôle du testq'.nb = 0) et qu'il v�ri�e phi1
(c'est le rôledu testq'.phi1 ).
Pourcefaire,lesdeuxbouclesPour qui suiventlesappelsr�cursifs ontunetaille born�e par

�

. La boucleTantque qui suit visitechaque�tat etchaquetransitgiondel'automateauplus
unefois. Elle prenddoncelle-aussiun tempsborn� par la taille de l'automate

�

. Au total le
tempsutilis� estdel'ordre de

�

� �

�

� � � � * � 
 +
�

� �

�

� ��� �

�

� 
 + 3 �

�

� , cequi prouve
le r�sultat annonc�.

�

Cettecomplexit� lin�aire entempset enespaceestbiensûrle point fort dela logiqueCTL.

7.2 V�ri®cation desformulesdeLTL

Le modelcheckingdeLTL n'estpluslin�aire, mais �

�

��"

�

� -complet.Il reposesurdestech-
niquesdeth�orie deslangages,etlesautomatesdeBüchialternantsy jouentunrôleessentielpuisque
l'on vas'int�resseràdesex�cutions �nies ou in�nies.

La formulation de nos automates�tant un peu diff�rente de celle adopt�e pr�cemment,nous
allonsreformulerla notiondecalculqui serontvuscommedesmots�nis ou in�nis sur 	 � 	 ��� ��
 ,
où 	 ��� � d�signe les propositionatomiquesde l'automate

�

consid�r�. Cela est aussivrai dans
l'autre formulationvia la fonctiond'�tiquetage.Cetteformulationpeutparaîtreplusg�n�rale, dans
la mesureoù elle n'imposepasqu'un calculs'exprimecommela compositiond'une fonctionde

�

dansun ensemble�ni � muni d'une fontion d'�tiquetage de � dans 	
�

	
��� ��
 . Elles sonten fait

�quivalentes,car les formulestemporellesnev�ri�ent quedescalculsqui sed�composentdecette
manière.

Th�orème 7.4 Étant donnéeune formule � de LTL, il existe un automatealternant
���

tel que
�

�
�

���


 soit le langagedescalculsqui satisfontla formule � , où
�

�

 ���
�

�	�
�	� %4��?(�:�I


�
�

 
	

�
	

��� ��


�  

�

�
�

�
�

� �
�

�
� estunesous-formulepositivede �

�

�

�
�

� �
�

� �
� estunesous-formulenégativede �

�

�

��� � � M �

�

��� �+M

�

�
%

 �

?  � �(���

�

�

 � �(���

�

�



>
�

�

�
��� � ��M

�

��� � ��"�
  � � ��M si �
>

"

��� � ��"�
  

�

��� �+M si � �
>

"

��� � � � M ��"�
  � � ��M

���

�

��� �+M ��"I
  

�

��� �+M

�����
���

�	"�
  � ��������"I

�

���
�

��"�
�
��

��� �
�

��"�
  � �-���
�

�	"�
:
��

��� �
�

��"I
  
�

� ���

�

�
��"�
  ���

�
��"I
 � � ��������"�


�
���

�

�

�
	�

où �
� désignela formenormaledisjonctivedela formule � , donton suppose, sanspertedegéné-

ralité, qu'elle necontientpasdedoublenégation.

Avantdeprouver le r�sultat, il estimportantderemarquerquela d��nition

�����

�

�
��"I
  B���

�
�	"�
 � � ��������"I


�
���

�

�

�
	�

r�sulte endeuxtypesde transitionsconjonctivescommerepr�sent� à la �gure 7.1,pour lesquelles
les�tats atteintssontsoit des�tats detaille auplus�gale à cellede � , soit des�tats detaille auplus
�gale àcellede � .
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x U y

Cas 2

x U y

Cas 1

 conjonction d' a) �tats de  T(

de taille  inf�rieure � celle de y

 conjonction d' x,a) �tats de  T(

de taille  inf�rieure � celle de x

y,

FIG. 7.1– TransitionsissuesdesformulesUntil.

Demême,la d��nition induitede

� � �(���

�

� 
��	"�
  � �-��� � �	"�
 � � �-� ������"I
 � �(���

�

� 
:
�
	�

 �:���-���
�

��"�
�
	�
�

� �-� ��������
�
	� 
 � �(�:���-���
�

����
:
��
�

�(���

�

�

:
	�

r�sulte de manièreanalogueen deux typesde transitionsconjonctivescommerepr�sent� à la �-
gure7.2.

x U y

Cas 2

x U y

Cas 1

 conjonction d' a) �tats de  T(

de taille  inf�rieure � celle de y

 conjonction d' a) �tats de  T(

de taille  inf�rieure � celle de

y,

�( ) �( )

y,

y

et d' �tats de  T(x,a) de taille

inf�rieure � celle de x,

FIG. 7.2– Transitionsissuesdesn�gationsdeformulesUntil.

Danstouslesautrescas,lestransitionsconjonctivesissuesd'un �tat � vontversdes�tats qui sont
tousdessous-formulesde � . Lesr�currencesserontdoncfaciles,saufdanslesdeuxcaspr�cit�s.

Preuve: On montrepar r�currencesur la structurede la formule � quepour touteex�cution � et
toutordinal � ��� , ona �-� � �  

� ssi �
� >

� �-�

�

�


 où
�

� ��� ���:� ��
! � � ������
 , et
�

� estl'automateobtenuàpartir de
�

�

enprenant� comme�tat initial.
Onobtientl'�nonc� du th�orèmeenprenant�

 � et �  

�

.
Soit donc � un mot in�ni sur 	

�
	

��� ��
 vu commeuneex�cution de l'automate
�

, c'est-à-dire
commeuneapplicationde

�

dans	
�

	
��� ��
 pour

�

 � . On raisonneparcassuivantla formedela
formule � :

1. �
 � :
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p

false

true

�p

FIG. 7.3– Transitionsissuesdesformulesatomiques.

� � � �  �

if f � > �-� � 
 pard��nition de �  

if f � > �����

�


 pard��nition de ���

if f ��� � ����� �

�


�
  � � � M pard��nition de �

if f ��� > � � �

�

� 
 pard��nition del'automate
�

� repr�sent� à la �gure 7.3,
puisqu'unefois en l'�tat � � � M

>
? , on boucleind��niment sur cet �tat qui acceptedoncle

calcul ��� .

2. �
 

�
*

� �

� :
� � � �  

�

if f �-� � �  
�

* et �-� � �  
�

� pard��nition de �  

if f �
� >

���-�

�

�

)


 et �
� >

���-�

�

�

�


 parhypothèseder�currence
iff ���

>
���-�

�

�


 pard��nition del'automate(lemmesimpleà prouver) .

3. �
 � � :

� � � �  � �

ssi �-� � �

�

�  � pard��nition de �  

ssi ����) *
>

�
�

�

���


 parhypothèseder�curence
ssi ���

>
� �-�

�

�

�


 pard��nition del'automate.

4. �
 �

���

: ondistinguedeuxcas,repr�sent�sà la �gure 7.1.
Cas1 : Il n'y a pasdebouclesurl'�tat �

���

. Par hypothèseder�currence,on reconnait� ��) *

parlessuccesseursde
�

enlisant ���:�

�


 , doncon reconnait��� par
�

� .
Cas2 : Il y a unebouclesur l'�tat �

���

. Par hypothèsede r�currence,et commepr�c�dem-
ment, �

� >
���-�

�
�


 . De manièreplusg�n�rale, si l'on empruntela boucle� fois, alors
tantquel'on empruntela boucle,c'est-à-dire

�

� tel que�

�

�

�

� alors �

�

>
���-�

�
�


 ;
dèsquel'on sortdela boucle,alors � �

>
��� �

���


 .
On auradoncbien reconnu�

���

, à conditionquels calculsqui empruntentla boucleune
in�nit� defois nesoientpasreconnusparl'automate,cequi estle cas.

5. �
 ��� : ondistinguedeuxcassuivantla formedela formule � .

= Si la formule � n'est pasune formule de la forme � *

�

�

� , alors les transitionsconjonc-
tives issuesde l'�tat � mènenttoutes à des �tats de taille plus petite que � , et donc

�-� � �  ���

if f � � � ��  � pard��nition de �  

if f ��� �
>

� � �

���


 parhypothèseder�currence
iff ���

>
� � �

���	�


 pard��nition de � .
= La formule � estde la forme � *

�

�

� : danscecas,la situationestrenduecomplexe par la
bouclesitu�e sur l'�tat ��� , commerepr�sent� aucas2 dela �gure 7.2,et la r�currencene
suf�t paspour conclurepuisquel'on a unebouclesur l'�tat � . Dansce cas,cetteboucle
estsoit emprunt�eun nombre�ni de fois jusqu'àsortir par le cas1 d�crit à la �gure 7.2,
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cequi assurequela formule � estfaussedanscecaslà parapplicationdu raisonnementpar
r�currencepr�c�dent. Où bienla boucleestemprunt�eun nombrein�ni defois, et dansce
casla formule �

� neserajamaisvraie,cequi assurequela formule � n'estpasvraiele long
dececalcul.

�

D�cider si un automate
�

valide une formule � revient donc à d�cider le vide du langage
�

�

�

�







� � �

� � �


 . Commele videdu langagereconnuparunautomatealternantestdansla classe
�

�

��"

�

� , il en serade mêmede la validationd'une formule par un automatede Büchi, pourvu
quel'automate "

�

pr�c�dent soit de taille polynomialeen la formule � . Celaneserapasle cassi
nosautomatesalternantsutilisent pour transitionsdesformulesen forme normaleconjonctive sur
lesnomsd'�tats (la miseenCNF provoquantuneexplosioncombinatoire),maisceseraparcontre
le caspouruned��nition desautomatesalternantsoù lestransitionssontdesformulesqueslconques
surle langagepropositionneldesnomsd'�tats.

7.3 V�ri®cation desformulesdeCTL
�

D�cider la validit� d'une formule de CTL
�

vis à vis d'un automate
�

requiertdestechniques
plus sophistiqu�es,bas�essur desautomatesalternantsparticuliers,dit h�sitants,sanslesquelsla
complexit� optimalenepeutêtreobtenue[3]. Notonsquel'on peutparcettetechniqued�cider les
formulesdeCTL entempslin�aire [6].

7.4 Exercices

Exercice7.1 Ondemandedevéri�er lespropriétésexpriméesenCTLdela descriptiond'un ascen-
seurà trois étagesfaiteauchapitre3.

Exercice7.2 On demandede véri�er les propriétésexpriméesen LTL de la descriptiondu climat
faite enchapitre3.
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Chapitr e 8

Automateset logiquestemporisés

On mod�lise le tempspardesvariablesentières-on parledetempsdiscret-,ou rationnelles(ou
r�elles) -on parlealorsde tempsdense.Une techniquerudimentaireconsisteà avoir unehorloge
globale,mod�lis�e paruncompteurqui �f fectuesestransitionsdemanièresynchroneaveclesautres
automates.La variablecompteurpeutalorsêtreconsult�e-maispasmodi��e- par les autresauto-
mates.Cettesolutionesttrèsrigide, il estsouventbeaucoupplus ais� d'avoir deshorlogeslocales
aux�tats.Celafaciliteenparticulierla remiseàz�ro deshorloges,quipeuventalorsêtrevuescomme
desalarmes.Dansnotreexemplerepr�sent� à la �gure 8.1,nousavonsutilis� uneuniquevariable
d'horloge,qui estincr�ment�e aussibienpar le digicodequepar la porte.Nousaurionspu utiliser
deuxhorlogesaulieu d'une,maisil estpossibleici der�utiliser la mêmehorlogecequi a l'avantage
decr�er moinsd'�tats dansl'automate�ni �quivalent.

1 2 3 4 5 63 5 A 3 6

3

3

3

5

e

/=3,5

/=3

/=3,A

/=3

/=3,5,6

!ouvre

?ouvre

F O

!ferme
t=0

t=t+1 t=t+1

t=t+1

t=t+1

t=t+1

t=t+1t=t+1t=0

t=0

t=0

t=0

t=0

t<9

?ferme
t<15 t=t+1

e

FIG. 8.1– Digicodeà utilisationmultipleset temporisations.

Ce codagedu tempsestun peulourd : il faut en g�rer explicitementl'�coulement le long des
transitionsdesautomates.De plus, on ne peutchangerla vitessede l'�coulement du tempssans
changerl'automatelui-même(ou du moins l'ensemblede synchronisation).En�n, il faut parfois
changerla structured'un automatepour simulerl'�coulement du tempsdansun �tat donn�. Cette
descriptionn'est doncpasassezabstraite,et s'avèreen cons�quencesujetteà erreurs.Le remède
consisteà introduireunenouvelleclassed'automates.
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q
Inv

q'
Inv'

X>Y, a, X:=0

FIG. 8.2– Repr�sentationdestransitionsd'un automatetemporis�.

8.1 Automatestemporis�s

D��nition 8.1 Un automatetemporis�
�

estunsextuplet ��� � �H�
� � ���

�

����?(�:�I
 où

1. � � estle vocabulairedel'automate, dontlesélémentssontappellésnomsd'actions;

2. � estl'ensemble�ni des�tats decontrôledel'automate;

3. � estun ensemble�ni devariablesréelles � * �������&� � / appelléeshorlogesdel'automate. On
lui associel'ensemble��N �

�

� desconjonctions�nies appelléescontraintestemporellesd'ex-
pressionsdela forme � � N , où � >

� � N > L at et � > �

�

�

�

� ��� ���H � � 

�

;

4. �

�

�����P
 > � N �

�

� estappelléinvariantdel'état � ;

5. ? @ � estl'ensembledesétatsacceptantsdel'automate;

6. �7@B�A� �
�

� � N �

�

� �
	

�
�


(� � estla fonctiondetransitiondel'automate.

On notera par � �K��� �:
 la valeur (ou valuation) de l'horlo ge �
>

� à l'instant � , l'automateétant
dansl'état � , etpar �

�K��� �:

>

L

� � � (ousimplement� ) le vecteurdesvaleursd'horloges.Onécrira
unetransition �K�������	8!�������P� 


>
� sousla forme �����	� 


�

'

�

�

� �

�

���G� �

�
�K�����	��� 
 , et on la représentera comme

indiquéà la �gur e 8.2; 8
>

� N �

�

� estappelléegardeou conditiondefranchissement, � @
� est

l'ensembledeshorlogesremisesà zéro par la transition,et � et � � sont les vecteurs desvaleurs
d'horlogerespectivesavantetaprèsla transition.

Un automatetemporiséestdit d�terministessi
�

�
>

�
�

�

����������82��� ���Q� 

>

� �

�

�K���	��� � ���P������� � 

>

� �

�

�
>

L

� � � tel que � �  ��

�

�����P
 , � �  8 implies � ��  � .

La syntaxedesinvariantset gardesestchoisied�lib�r�mment simple,dansle but defaciliter les
d�veloppementstechniques.On peuten fait autoriserdesconjonctionsde contraintestemporelles
atomiquesde la forme � � N ou � � � � �BN , où � et � � sontdeshorlogesdistinctes.Une syntaxe
plus riche autorisantl'op�ration d'addition conduit imm�diatementà l'ind�cidabilit� du problème
duvidepourcetteclassed'automates.

Danscemodèle,la progressiondu tempsestuniverselle,et lestransitionsentre�tats sontinstan-
tan�es.Le tempss'�coule dansles�tats, et lesdiff�renteshorlogessontind�pendanteslesunesdes
autres,mêmesi ellesprogressentà la mêmevitesse: ellesserventàmesurerdesd�lais entreactions,
grâceauxremisesàz�ro àdesinstantsarbitraires.Dansl'exempledudigicodetemporis�repr�sent�
à la �gure 8.3, il y a unehorlogepour contrôlerl'ouverturede la porte,et unesecondepour en
contrôlerla fermeture.Pourdesraisonsdeplace,nousn'avonspasutilis� la notationentriplets.

D��nition 8.2 Onappellecon�guration(ou �tat global) à l'instant � d'un automatetemporisé
�

 

�$� ���H�
� �H��?(�
�

�:�I
 , toutepaire �K���	�  
�

����� �:
�
 composéed'un étatdecontrôle � del'automateet
d'unevaluation � desdifférenteshorlogestelle que � �  ��

�

� �K�P
 .

Un automatetemporis�changedecon�gurationdedeuxfaçonsdiff�rentes:
- eneffectuantunetransitiond'état del'automate,not�e �K���

�
�K��� �:
:


�

�

�

�

�
�K�����

�
�K����� �:
:
 , qui satis-

fasselesgardeset remettecertaineshorlogesà z�ro, lesautresrestantinchang�es;
- en effectuantunetransitiontemporelle de l'automate,not�e �����

�
����� �:
�


�

�

�
�K���

�
�K��� � �

�


�
 ,
qui laisses'�couler und�lai

�

>
L satisfaisantl'in variantdel'�tat et incr�mentede

�

lesvaleursde
toutesleshorloges.

Il peuty avoir plusieurstransitionsd'�tat successives,le temps�tant �g�. Un calculestdoncune
fonctionconstantepar morceaux,les sauts�v entuelssuccessifsà un mêmeinstant�tant ordonn�s,
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1 2 3 4 5 63 5 A 3

3

3

3

5

/=3,5

/=3

/=3,A

/=3

/=3,5,6

!ouvre

!ferme

h:=0 6,
h<9

OF
h'>10h'<20

?ferme

ouvre; h':=0

FIG. 8.3– Digicodetemporis�àutilisationsmultiples.

commerepr�sent� à la �gure 8.4: c'estdoncuneapplicationde L

) danslessuitesdecon�gurations
quel'on peutreconstruireà partir dela suitedesesdiscontinuit�s.

D��nition 8.3 Étant donnéun automatetemporisé
�

 �������H�
�
�

� �

�

����?(����
 , on appellecalcul
temporis� toutesuitein�nie detransitionsentrecon�gurationsdela forme

�K�.%4�
�

�K�.%Q�

�


:


�

E

�

�
�K� % �

�
�K� %4� ��*.
:


�

)

�

�

)

� �G�

�
�K�O*O�

�
�K�O*O� ��*&
:


�

)

�

�
�K�+*P�

�
�K�+*�� �

�


:


�

���

�

�

� �G�

�
�K�

�

�
�

�K�

�

� �

�


:


�����+�K�
�

�
�

�K�
�

� �
�


:


�

�

�

�
���

�
�

�
���

�
� �

��) *

�


�

�

�

)

�

�

�

�

)

� �G� � � �

�
�K�

��) *
�

�
�K�

��) *
� �

��) *

�
 �����

généralementabbrégéensasuitein�nie detransitionsd'�tats :

�
%

�

)

�

�

)

�$�G�

�
�

*

�

���

�

�

�F�G�

�
�

�

�������
�

�

�

�

)

�

�

�

�

)

� � � �G� �

�
�

��)-*
�����

lisant le mot � �
*

�	�
*


 � �

�

�	�

�


 �����&� �
�

�	�
�


 � �
��)-*

�	�
��) *


 ����� et telle que

1. �
%

 

�

, �
���

%
�

�


 estla valuationnulle,
�

%
 �

* et
�

�

�

�

�

�
 �

��) *

�

�
� ;

2. la suitein�nie �	*O� �

�

�������&� � �:� � ��) *�������� estnondécroissante;

3.
�

�

�

�

� � �K���:�	�#����8%�����!�:��� ��) *&

>

� telleque

(a)
�

�
>

� �
�

� � �
��) *

�

�
���

�
� �:
 �  ��

�

�����
�


 ;

(b) �
���

�
� �

��) *

 �  8

� ;

(c)
�

�
>

� � � �K����)-*�� � ��) *.
! 

�

et
�

�
>

�
� ��� � �K� ��) *P� � ��) *&
  � �K� ��� � ��) *&
 .
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q0

q1

q2

q4

q5

�tats

q6

q7

q8

temps

1

2

2

1

3

4

5 1

2

3 1

2

t1  t2 t3 t4

FIG. 8.4– Graphed'un calcultemporis�.

Le langagetemporisédel'automate, noté J�� �

�


 estle langagedescalculsde
�

qui sontréussisau
sensdeBüchi et satisfontl'axiome deprogrèsdu temps,encore appelléabsencedecomportement
Z�non :

�

�
>

L � �
>�� such that �

�

�

� .

Il n'y amalheureusementpasununiquemodèled'automatetemporis�.Pourceluiquenousavons
donn� ici, lorsd'unetransitiond'�tat de � vers �4� à l'instant � , lesinvariantsdes�tats � et �Q� doivent
êtresatisfaits par les valuationsd'horlogesrespectives �

�K��� �:
 et �
���

�
� �:
 . Danscertainsmodèles,

l'une seulementdecesdeuxvaluationsdoit êtresatisfaite,cequi fait qu'il n'y a pasrecouvrement
du temps,et qu'il nepeutdoncpasy avoir deuxtransitionsd'�tat aumêmeinstant.

Le modèledesautomatestemporis�speutbiensûrêtrevu commeun produitsynchronis�,avec
unediff�rencedetaille toutefois: l'ensembledes�tats n'estplus�ni eng�n�ral danscecas,puisque
lesvariablesdetempspeuventprendreunein�nit� devaleursdistinctes.Il faudradoncunealgorith-
miquesp�ci�que pourtraitercetyped'automates.

Parailleurs,il estbiensûrpossibledefaireunproduitsynchronis�d'automatestemporis�s.C'est
cequenousferonssyst�matiquementenpratique.

8.2 Analysedescalculsd'un automatetemporis�

Lesautomatestemporis�sintroduisentunenouveaut� : certainscalculssatisferontla condition
d'acceptance(de Büchi puisquenousnousint�ressonsaux calculs in�nis) sansêtre pour autant
accept�s.La raisonestqu'un calculqui satisferaitle paradoxedeZ�non, pourlequelAchille nerat-
trappejamaisla tortuepartieavantlui, necorrespondraitpasaumodèledutempsdumondephysique
qui estle nôtre.Cettehypothèsefondamentaleaurabiensûrdescons�quencespour le problèmede
d�cision du vide decesautomates.Notonsquetout automate,vu commeun casparticulierd'auto-
matetemporis�,a descalculsqui satisfontle paradoxedeZ�non.

Lemme8.4 Soit
�

un automatetemporiséet � unehorloge del'automate. Pour tout calcul réussi,
l'horlo ge � passeunein�nité defois par la valeurnulle, ou bienprenddesvaleurs arbitrairement
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grandes.

Preuve: Le tempsnepouvantêtreborn� le long d'un calcul r�ussi, toutehorlogequi resteborn�e
doit êtreremiseà z�ro in�niment souvent. �

Notonsquele choixdesr�els commemodèledu tempsadescons�quencesimportantes.L'auto-
matedela �gure 8.5montreun exempled'automatedontla suitedesvaleursdel'horloge

�

lors de
la transitiondel'�tat 3 versl'�tat 2 convergeversz�ro, alorsquela suitedesvaleursdel'horloge �

lors dela transitiondel'�tat 2 versl'�tat 3 convergeversun.Un exempledecalculesteneffet :
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Un tel comportementseraitde fait impossibleavec un tempsentier, maispossibleavec un temps
rationnel,et en fait seulela densit� du tempsimporte,on peutavoir les mêmecalculs(à uneap-
proximationprès)quele tempssoit rationnelou r�el (pourvuqueles constantesutilis�es dansles
invariantset danslesgardessoientrationnelles).Notonsquecelaestdetoutefaçonn�cessaired'un
point devuealgorithmique,puisquela comparaisondedeuxr�els quelconquesn'esteng�n�ral pas
d�cidable (mais on peutbien sûr prendreunesous-classedesr�els plus riche que les rationnels,
commelesalg�briques).

0 1 2 3
x=1, a, x:=0 ,b,y:=0

x=1, a, x:=0

y<1, b, y:=0

FIG. 8.5– Calculconvergeant.

D��nition 8.5 On appelle mot non temporis� reconnu par le calcul
�����&��� ���

�
��� ��� � �$
:


�

�

�

�
��� ���

�
��� ��� � ��) *.
�


�

�

�

)

�

�

�

�

)

� � �G� �G�

�
�K� ��) *P�

�
��� ��) *P� � ��) * 
�
 ����� le mot � % ������� � �����

projectiondumottemporiséreconnusur le vocabulaire �
� .

8.3 Automatedesr�gions

L'appartenancedeshorlogesà desdomainesin�nis impliquequel'automateproduit �quivalent
àunautomatetemporis�donn� possèdeunein�nit� d'�tats. Toutefois,lestransitionspurementtem-
porelles,puisqu'ellessepassentà l'int�rieur d'un �tat normal,ne jouentla pluspartdu tempspas
unrôle très�f fectif : seulescellesqui d�clenchent(oupeuventd�clencher)unetransitiond'�tat sont
vraimentimportantes.On va doncpouvoir d��nir une �quivalenceentre�tats de l'automatepro-
duit qui serad'index �ni, et l'automatequotientobtenuseraalorsun automate�ni sur lequel les
techniqueshabituellesdev�ri�cation pourronts'appliquer.

D��nition 8.6 Étantdonnéun automatetemporisé
�

 ���
�

�	� � �H��?(�
�

�:��
 , on dit quedeuxcon�-
gurations �K���

�
�K��� �:
�
 et �K���

�
�K��� � �

�


:
 sontéquivalentesdansl' �quivalencedecomportementsi et
seulementsi pourtoutetransitionsortantede � dontla gardeest � , �

�K��� �:
 �  �� ssi �
�K��� � �

�


 �  	� .

La relationentrecon�gurationsainsi d��nie estbien une�quivalence,et c'est mêmeunebisi-
mulation:
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Lemme8.7 Supposonsque �K��� � �K��� �:
:
 et ����� � ����� � �

�


:
 soientdescon�gurationséquivalenteset
que�

�

�

�

�

� ��� . Alors �K�P�K� � �K����� �:
�
 et �K����� � �����K� � �

�


:
 sontdescon�gurationséquivalenteset �

�

�

� )

�

�P� �

� ��� .

Preuve: Cons�quenceimm�diate dela d��nition. �

Nousallonsmaintenantvoir qu'elle estd'index �ni. L'automatequotientseradoncunautomate
�ni qui d�crira le comportementglobal du systèmeen ce sensquetoute transitionde l'automate
quotientseraunetransitiond'�tat du systèmeinitial et vice-versa.Calculercet automaten'est pas
chosesimple.Uneautrefaçondevoir le problèmeconsisteà caract�riserles�tats demanièresym-
boliquepardesformulesfaisantintervenir lesvariablesd'horlogeet lesop�rateursdecomparaison
arithm�tiques.Celaestpossiblegrâceàunepropri�t� deconvexit� descon�gurations,qui assureque
si �K��� � �K��� �:
:
 et ����� � ����� � �

�


:
 sont�quivalentes,alors
� �

�

� �

, �K��� � �K��� �:
�
 et ����� � ����� � �

�

� 
:


sont�quivalentes.

D��nition 8.8 On appelle automate des r�gions associé à un automate temporisé
�

 

�$� � �H�
� �H��?(� � �:�I
 , l'automate(nontemporisé)
���

 �$� � �H�

�

� �

�

�	?

�

���

�


 dont

1. lesétatssontdespaires ����� � 
 , où � > � etla r�gion estuneconjonctionarbitrairedeformules
dela forme �1* > �+* � ����� � � / > � / � �

�

� * ���

�

�

�

�

���

�����

�

�

�

� / �

, où �

�

, pourchaquehorloge
� , estunintervallesingulier � � � � �

� pour � � � � � � ouborn� �

� � � � �

�

� pour � � � � � � ounon
born� �

� � ��� � ��� � où � � � � estla plusgrandeconstanteapparaissantdanslesformules� �BN

présentesdanslesgardeset invariantsdel'automate
�

, � estunepermutationdesindicesdes
variablesd'horlogesappartenantà desintervallessinguliersoubornéset

�

>
�� � �

�

;

2. l'ensemble�

�

desétatsinitiaux estformédespaires � �H� �-� � *O� �

�

�������.� � / 
:
 , où � estuner�-
giondiagonale, c'est-à-direcontenantla formule � *  �����  ��/ ;

3. ?

�

 ���

�

� ��
 �

�

>
?(� � necontientpasdeformulesingulière

�

et �

�

� ��
 estsituésuruncycle
faisantprogresserle temps;

4. lestransitionsnonvidessontlestransitionsd'étatsdel'automatededépart:

�

�

�:�K��� � 
�����
! �K�

�

� �

�




ssi il existe une transition ���������
�

��� ���P� 

>

� , un temps � , un intervalle de temps
�

�

�

et des valuations d'horloges �
�K��� �:
 , �

����� � �

�


 et �
���P��� � �

�


 telles que
�K���

�
�K��� �:
:


�

�

�
�����

�
����� � �

�


�


�
)

�

�

�

��� �

�
�K�

�
�

�
�K�

�
� � �

�


�
 .

Note : on peutaussiprogresserpar pasplus grandque1, maispasplus grandquele pgcddes
valeursapparaissantdanslesgardes.Celas'�tend lorsquelesconstantessontrationnelles.Avoir des
constantesrationnellesvadoncmultiplier le nombreder�gions.

La �gure 8.6repr�sentel'ensembledesr�gions pourdeuxhorlogesdansle casoùl'on nes'int�-
ressequ'à descontraintesdela forme � ��� avec �  �

*
���

� , �
>

�� � � �

�

�

�

� ��� �

�

et �  

�

�

�

�

�

pour �
* et �  

�

�

�

pour �

� . Il y a alors28 r�gions, sanscompterla r�gion vide. Certainessont
r�duites àuneuniquecon�guration(commela r�gion �

% d�crite par �
*

 �

�

 

�

), d'autressontdes
partiesouvertesdu plan(commela r�gion � 	 d�crite parla contrainte

�

� �

�

� �
*

�

�

), lesautres
sontdessegments(commela r�gion � � d�crite parla contrainte

�

�
�

�

 �1* �

�

).
Le systèmed�marredansla r�gion initiale �

% . Lorsquele tempspasse,onaccèdeà la r�gion �
� ,

puisà la r�gion ��� , etc.,jusqu'àla r�gion �

�

� . Si, aulieu delaisserpasserle temps,ou �f fectueune
transitiondiscrète,la remiseà z�ro de certaineshorlogesnousconduitaux r�gions situ�es sur les
axes.Par exemple,la remiseà z�ro de �

� dansla r�gion � � nousconduità la r�gion � � d'où l'on ira
en �

	 , etc.

Lemme8.9 Lesrégionssontdesconvexesde L

/ dontils formentunepartition.

Preuve: Imm�diat d'aprèsleurd��nition. �
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r0

r4

r7

r8

x2

r28

1

0
0 1 2 x1

FIG. 8.6– R�gions pourlescontraintes�
*

� �

�

��� avec �  

�

�

�

�

�

.

Lemme8.10 Deuxcon�gurationsd'unemêmerégionsontéquivalentes.

Preuve: Lesr�gions sontdesconvexesborn�s de L

/ pourlesquelslesvaleursd'horlogessontor-
donn�esdela mêmemanièreenchaquepointduconvexe,cequi interdituneremiseàz�ro d'horloge
à l'int�rieur d'unetelle r�gion, oudesconvexesnonborn�s. Il suf�t doncdemontrerqu'à l'int�rieur
d'un mêmeconvexedela formeannonc�e,deuxvaluationsdistinctesvalidentlesmêmesgardessor-
tantesde l'�tat decontrôle,et lesmêmeinvariantsd'�tats. Celar�sulte du fait quelesgardeset les
invariantssonteux-mêmedespolygonesconvexesdont les facesnepeuvent intersecteruner�gion
saufà la contenirtouteentière. �

La notionder�gion montrebienquel'on peutaccepterdesgardesdela forme � �

�

� N .

Corollair e8.11 L'équivalencedecomportementestd'index �ni.

Preuve: Il suf�t deremarquerquele nombred'�tats del'automatedesr�gions est�ni. �

Notons que certainesformules d��nissent la r�gion vide. Le nombrede r�gions non vides
croît de manièreexponentielleavec le nombred'horloges : pour

�

horloges,et pour une plus
grandeconstante� apparaissantdansles gardeset invariants,le nombrede r�gions est major�
par

�

�

�

�

� 


/ , doncexponentielenle nombred'horloges.De fait, la d�cision duvided'un automate
temporis� est �

�

��"

�

� -complète.De même,pourchaquetransitionde l'automatetemporis� �ti-
quett�e par la lettre � de l'alphabetdesactions,il y a auplus

�

� transitions�tiquett�es � auplus.
Au total, la taille del'automatedesr�gions estdoncexponentielleenle nombred'horloges.C'est le
problèmemajeurdela v�ri�cation dansle castemporis�.

En fait, l'automatedesr�gions n'est pasle quotientde l'automatede d�part par l'�qui valence
de comportement,car la r�ciproque du lemme8.10 n'est pasvraie. Il est possibled'agglom�rer
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certainesr�gions en zônesposs�dantla propri�t� deconvexit� grâceà un algorithmede minimisa-
tion qui testel'�qui valencede con�gurationsappartenantà desr�gions diff�rentes. La preuve du
lemme8.12montred'ailleursquecertainesr�gions sontinutiles.

La propri�t� deconvexit� desr�gions ouzônesa uneimportantecons�quence: lescalculsr�us-
sisde l'automatetemporis�set de l'automatedesr�gions secorrespondent,de telle sortequel'on
peutprojeterun calcul temporis� r�ussi en un calcul de r�gions et r�ciproquementreconstruireun
calcultemporis� r�ussi àpartir d'un calculder�gions. La r�ciproquen'estpasunequestiontriviale,
puisqu'il faudraconstruiredescalculsqui nesatisfontpasle paradoxedeZ�non. Consid�ronsl'au-
tomatetemporis� repr�sent� dansla partiegauchedela �gure 8.7.L'automatedesr�gions associ�a
4 r�gions, d��nies parlesformules �  

���

� >

�

�

� �

�

�

�

�  

���

�

�

�

, et donc4 �tats, il estrepr�sent�
dansla partiedroitedela meme�gure.

x:=0
0

x<1,a

0
x=0

a

0
x=1

0
x>1

a

a

x>1,a

aa

a a

a

0
x>0
x<1

a

FIG. 8.7– Automatetemporis�et sonautomatedesr�gions.

Consid�ronsmaintenantlemot � � qui estreconnudansl'�tat �

�

���  

�


 . Le calculcorrespondant
del'automatetemporis�initial n'estbiensûrpasuncalculr�ussi puisquele tempsn'a pasprogress�.
En fait, le seul�tat acceptantdevrait êtrel'�tat �

�

���

�

�


 , cequi ner�soudraitbiensûrpastousles
problèmes.

Lemme8.12 Soit
�

 ���
�

�	�
�
�

� �

�

����?(����
 un automatetemporisédont l'automatedesrégions
est

� �

 �$�
�

�H�

�

� �

�

��?

�

���

�


 .
Si � ��*��	��*.
 � �
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���
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 �����&� � ����� �F
 � � ��) *P��� ��) * 
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�
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 .
Réciproquement,si �

*
�
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>

J����
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 , alors il existe une suite de réels
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*
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������� � �
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Preuve: Soit �K�
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�
 un calcul r�ussi re-

connaissant le mot � �	*���� * 
.� �

�

���

�


 �����+� � ����� ��
.� � ��) *P��� ��)-*.
 ����� . On montre par r�currence
que pour tout � il existe une unique r�gion 8
� telle que �

�K����� � ��
 �  8%� et que
��� % ��8 %+


�

)

�

�
���+*P��8�* 


�

�

�

�
�K�

�

��8

�


 �����+�K���:�	8 �F


�

�

�

�
�K����)-*��	�#��) *.
 est un calcul de

���

. Il suf�ra pour
conclurede noterqu'il n'y a qu'un nombre�ni de r�gions de la forme �K���	8-
 , et donctout calcul
temporis� r�ussi de

�

passantin�niment souventparun �tat globalacceptantdela forme �K��� �

�


 , le
calculainsi construitde l'automatedesr�gions passeraunein�nit� de fois parun �tat de la forme

������8 
 .
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À l'instant 0, l'automatedesr�gions estdansla r�gion initiale qui v�ri�e la propri�t�.
Supposonsmaintenantla propri�t� vraie à l'instant � � . La valuation � �K����� � �F
 appartientà

l'unique r�gion 8%� qui contient l'in variantde l'�tat ��� et ordonnetotalementles variablesd'hor-
logespour � . Par d��nition de l'automatedesr�gions, il existe unetransitionsortantede cet �tat
versl'�tat �K����)-*��	8 ��) *&
 , où 8%��)-*.
 estl'unique r�gion quesatisfait � �K����) *P� � ��) * 
 parle Lemme8.9.

R�ciproquement, �tant donn� un calcul acceptant quelconque
��� % ��8 %+


�

)

�

� ���+*P��8�* 


�

�

�

� �K�

�

��8

�


 �����+�K���:�	8 �F


�

�

�

� �K����)-*��	�#��) *.
 de l'automate des r�-
gions, on construit tout d'abord un (non unique) calcul temporis� acceptant

��� % � � ��� %Q�

�


�


�

E

�

� �K�.%Q� � �K� % � ��*.
:


�

)

�

� )

� � �

� �K�O*�� � �K�O*O� ��* 
:


�

)

�

� �K�O*O� � �K�+*P� �

�


:


�

� �

�

�

� � �

� �K�

�

� � �K�

�

� �

�


:


�����&��� ��� � ��� ��� � �$
:


�

�

�

� ��� ��� � ��� ��� � ��) *.
�


�

�

�

)

�

�

�

�

)

� � �G� �G�

� �K� ��) *P� � ��� ��) *P� � ��) * 
�
 par r�currence sur � tel que
� ��� ��� � �$
 appartientà la r�gion 8
� . L'id�e estde faire progresserle tempsde quantit�s constantes
dansdeuxsituations: lorsquel'on est sur un cycle qui fait progresserle temps; lorsquel'on est
dansuner�gion ouverte.Danstouslesautrescas,ongarderasi possiblele tempsconstant.

À l'instant 0, la valuationinitiale � ���.%4�

�


 v�ri�e la propri�t�.
Supposonsla propri�t� v�ri��e pour � . � � �tant donn�, si 8%� � 8%��) * , on choisira � ��)-* minimal

dans8%��) * . Si aucontraire8%�; A8 ��) * , alorson choisira � ��) *  � � , à moinsque 8%� soit uner�gion
ouverte,auquelon feraprogresserle tempsd'unevaleurconstante.

Unefois cettepremière�tape �f fectu�e, on recalculeun nouveaumot temporis� enfaisantpro-
gresserle tempsdanslescyclesdeprogressiondu tempssi onneterminepasenr�gion ouverte.

Les�tats acceptantsdel'automatedesr�gions �tant d��nis defaçonà v�ri�er l'axiome depro-
gressiondu temps,le calculobtenuestaccept�parl'automatetemporis�. �

L'automatetemporis� et sonautomatedesr�gions associ� montr�s à la �gure 8.8 illustrent le
raisonnement.

8.4 D�cision du vide desautomatestemporis�s

La formedescontraintestemporellesetcrucialepourcettequestion: le videdevient ind�cidable
si l'on permetdescomparaisonsdela forme ��� � �

�

� N où N estuneconstanterationnelle.
D�cider le vide d'un automatetemporis� va sefairegrâceau lemme8.12en testantle vide de

l'automatedesr�gions. On obtientdonc:

Th�orème 8.13 Le problèmeduvidedesautomatesdeBüchi temporisésest �

�

��"

�

� -complet.

Preuve: Il resteà prouverla propri�t� decomplexit�. �

8.5 Intersection et compl�mentation desautomatestemporis�s

Th�orème 8.14 LesautomatesdeBüchi temporiséssontclospar intersection.

Preuve: La preuvesed�duit sansdif�cult� dela preuvehabituellepourlesautomatesdeBüchi. �

LesautomatesdeBüchi temporis�snesontmalheureusementpasclosparcompl�mentation.Un
exempled'automatedeBüchi temporis�qui reconnaitun langagedontle compl�mentairen'estpas
reconnaissableparunautomatedeBüchi temporis�estdonn� à la �gure 8.9.

En effet, cetautomatedeBüchi temporis� testesi dansunesuitein�nie de � , la lecturededeux
d'entreeuxests�par�e parun intervalledetemps�gal àun.Pourle compl�mentaire,il faudraits'as-
surerqu'il n'y apasdeuxtransitionss�par�esparunintervalledetemps�gal àun,cequin�cessiterait
dem�moriser tousles intervallesdetemps,et doncdemanderaitun nombrein�ni d'horloges.Pour
montrerquecen'est paspossible,la solutionla plussimpleconsisteà appliquerunetechniquede
pompageenutilisantpourcefaire l'automate

� �

desr�gions del'automate
�

suppos�reconnaitre
le langagecompl�mentaire.
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FIG. 8.8– Automatetemporis�et sonautomatedesr�gions.
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,a, ,a, ,a,

,a,x:=0 x=1,a,

FIG. 8.9– AutomatedeBûchi temporis�noncompl�mentable.

Soit �K�.%4�H� %O


�

)

�

�

� �

�
���+*P�	� * 


�

�
�

�

�&�

�
�

�

�����&��� ���	� �$


�

�

�

)

�

�

� � �

�
�K� ��) *P�	� ��)-*.
 �����+�K�

	

�	�

	


 un calcul r�ussi qui
lit un mot temporis� dont le nombre � de � est sup�rieur au nombred'�tats de

� �

pendantla
premièreunit� de temps.Alors, il existe � � � tels que �'�� �

�

, � � �

�

, et � � et �

�

satisfontla
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conjonctiondecontraintesatomiquesdela r�gion. Onconstruitunnouveaud�but demot temporis�
enproc�dantcommesuit : la suiteestla mêmejusqu'àl'instant � � , puison continueavec la partie
desuitecommençantà l'instant �

�

, les temps�tant recal�s à partir de � � , danslaquelleon insèresi
n�cessaireun � à l'instant �

�

. Onv�ri�e ais�mentquecettesuiteappartientaulangagecompl�men-
taire,et elle estdoncreconnue.De plus la constructionassurequecettereconnaissancepermetde
passerparl'�tat � � à l'instant � � :

�K� % �H� % 


�

)

�

�

�.�

� �K� * �H� * 


�

���

�

�&�

� �

�

�����&�K� � �H� � 


�

�

�

)

�

�

�G� �

� �����&���

�

�H�

�




�




�

)

0 �

�

�

�

� � � � �G�

� �����.�K�

�

� �

�


 �����

Onpeutmaintenantr�insèrer le calculallantde � � à �

�

end�calantà nouveaulesinstantsdestransi-
tionspourconstruireuncalculreconnaissantunmot temporis�qui nefait paspartiedu langage.

Toutefois,il estpossibled'obtenirun r�sultat decompl�mentationplusfaible:

Th�orème 8.15 Le langage complémentaire d'un automatede Büchi temporisédéterministeest
reconnupar unautomatedeBüchi temporisé(nondéterministe).

Preuve: Il estclair quela propri�t� usuelled'unicit� descalculsestencorevraiepourun automate
deBüchi temporis�d�terministe.Il suf�t alorsd'utiliser la preuvefaitepourlesautomatesdeBüchi
d�terministes. �

Unecons�quenceimportantedecer�sultat estla suivante:

Th�orème 8.16 Soient
�

unautomatedeBüchi temporiséet
�

� unautomatedeBüchi temporisédé-
terministe. Alors, le problèmeJ ang�

�


;@ J ang�

�

� 
 estdécidableet plusprécisément�
�

��"

�

� -
complet.

Il suf�t deconstruirel'automatequi reconnaitle compl�mentde J ang�

�

� 
 , d'en fairel'intersec-
tion avec J ang�

�


 , puisdetesterle videdel'automateobtenu.Cesargumentsnoussuggèrentqu'il
estpossibled'�tendre lestechniquesdev�ri�cation auxautomatestemporis�s.

8.6 La logique temporelle temporis�e TCTL
�

À la diff�rence dela logiquetemporelle,la logiquetemporelletemporis�econstruitses�nonc�s
enfaisantr�f�rence autemps.Lesr�sultatsdeclôturedesautomatestemporis�snousmontrentque
le langagequi valideuneformuletemporis�edonn�edevra êtrereconnuparun automatedeBüchi
temporis�d�terministe.Il y aessentiellementdeuxpossibilit�s : prendrecomme�nonc�s atomiques
descomparaisonssur lesvaleursdeshorloges,commeparexemple "

	

� ���





 pour �noncer que
l'horloge � aunevaleurinf�rieure à5 le longdetoutecalcul; indexerlesconnecteurstemporelspar
descontraintesdetemps,commeparexemple�

���

�
� pour�noncerque� estvraiele longducalcul

courantjusqu'àceque � prennele relai,cequi doit êtrele casenmoinsde5 unit�s detemps.C'est
cesecondchoix,plussimple,quenousallonsfaire.

8.6.1 Syntaxe

Dansla secondedesdeuxvariantespr�cit�es, la syntaxedesformulesestla suivante:
1. lespropri�t�s atomiquessontcellesde 	

��� � , ensupposantdonn� unautomateavecpropri�t�s
dansles�tats aulieu detransitions�tiquett�es parunalphabet;

2. lescombinateurslogiquessontceuxde la logiquepropositionnelle: Si � � �
* et �

� sontdes
formules,alors � � � �

*

�
�

� et �
*

� �

� sontdesformules;
3. ?

�

�

� et 	

�

�

� sontdesformulestemporis�essi celaestvrai de � ;
4. �1*

�

�

�

�

� estuneformuletemporis�esi celaestvrai de � * et �

� ;
où � estunop�rateurdecomparaisonarithm�tiqueappartenantà l'ensemble� ��� ���H �

�

�

�

�

, et �

prendsesvaleursdansun ensemblede valeursnum�riques(par exempleentières,rationnelles,ou
r�elles). On peutnoterla disparitiondel'op�rateur � , cequi sejusti�e parunehypothèsequenous
faisonsauparagraphequi suit surla s�mantiquedesexpressions.
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8.6.2 S�mantique

La s�mantiquedesformulesdeTCTL
�

sed��nit de façonanalogueà pr�c�demment, les mo-
dèlesd'une formule temporelle�tant maintenantdesautomatesnon-d�terministestemporis�savec
despropri�t�s dansles�tats, cequi nouspermettrad'�crire � > � si la propri�t� � appartientà l'�tat

� . Nousdevronsbien sûr faire un choix pour l'expressiondu temps,et nouschoisironsun temps
densemod�lis� parl'ensemble

�

desrationels.On �crira

�

��� � � �  �

pour exprimer la validit� de la formule � à l'instant � >

�

du calcul � de l'automate "  

�$� �H�
��� % �:� � 	 ��� � � ��
 . En pratique,
�

estsouventomis.La grandediff�rence avecla situationant�-
rieureestquele temps�tant maintenantrationnel,les calculsdeviennentdesfonctionsconstantes
par morceauxavec sautsmultiplesde

�

dansles �tats de � , appell�estrajectoiresde l'automate.
Unetrajectoireestdoncunefonctionde

�

� L at � � dans� commerepr�sent� à la �gure 8.4.
On neconsid�reraquedesex�cutions in�nies poursimpli�er la d��nition dela s�mantique,qui

estdonn�eà la �gure 8.10.On feradeuxhypothèsesfondamentales:
= Onsupposeraqu'il n'y a jamaisdeuxtransitionsd”�tats successives,c'est-à-direnons�par�es

parunetransitiondetemps; cettehypothèsevisesimplementàsimpli�er nosd��nitions sans
poserdeproblèmespourla pratique.Un calculestalorssimplementunefonctionde

�

� L at
dans� constanteparmorceaux,sanssauts.Le casg�n�ral esteneffet renducomplexeparle
fait qu'il combinelestransitionstemporellesaveclessuitesdetransitionsd'�tat commedans
lesautomatesnontemporis�s; il fait l'objet d'un exercice.

= On supposeraqu'il n'y a qu'un nombre�ni de transitionsd'�tats dansun temps�ni. Cette
hypothèseestfondamentale: elle sertà �viter le paradoxe de Z�non, pour lequelAchille ne
rattrappejamaisla tortuepartieavantlui.

�-� � �  � ssi �
>

�-� �:


�-� � �  � � ssi � � � ��  ��

�-� � �  �
� � ssi � � � �  �� et � � � �  

�

�-� � �  � �
� ssi � � � �  �� ou �-� � �  	�

�-� � �  ?

�

�

� ssi � � �#� � � � � �
�

� �

�

� tel que �-� � � �  ��

�-� � �  

	

�

�

� ssi
�

�
�

�
�

� � � �
�

�
�

�

� alors � � �
�

�  �

�-� � � �  �

�

�

�

� ssi � � �#� � � � � �
�

� �

�

� tel que �-� � �  
� et

�

� � �
>

� �	�
� � �

�

�-� � � � �  ��

�-� � �  

�

� ssi � � prolongeant� tel que � � � �  	�

�-� � �  " � ssi
�

� prolongeant� alors ��� � �  	�

" �  � ssi pourtouteex�cution � de " � �-�

�

�  ��

FIG. 8.10– S�mantiquedesformulestemporellestemporis�es.

OnpeutbiensûrserestreindreàTCTL etTLTL, leslogiquesCTL temporis�eetLTL temporis�e.
Enpratique,�

�

� � s'avèreunboncompromis.

Th�orème 8.17 Pour touteformule � de � �!� � , il existeunautomatedeBüchi temporisédétermi-
nistequi reconnaitlesmotsqui valident � .
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8.7 V�ri®cation

Nousallonsmaintenantmontrercommentg�n�raliser les m�thodespr�c�dentes aux logiques
temporis�es.

Th�orème 8.18 L'automatedesrégionset l'automatede départsatisfontles mêmesformulesde
TCTLconstruitessur le langage despropriétésde la forme � � � N

�

, où � > �� � � �

�

� ���

�

� �

�

et
N � � � � � .

Parcontre,cen'estpasvrai pourla logique � �!� � qui n'estenfait pasd�cidable,à moinsdela
restreindreen interdisantlescomparaisonsd'horlogesà desvaleursexactes,cequel'on appellela
ponctualité.

8.8 Exercices

Exercice8.1 Donnerunedé�nition desautomatestemporiséscompletset un algorithmequi com-
plèteunautomatetemporiséquelconquesansendétruire le déterminismele caséchéant.

Exercice8.2 Onseproposedemodéliserunemontrepourvued'un af�c hagedigital
- dela date, jour, mois,année;
- del'heure, desminuteset secondesaccompagnéesdessymbolesAM ou PM ;
- d'un chonomètrequi af�c hela duréeensecondesdepuissondéclenchement;
-d'unefonctionréveil,qui déclencheunsignalsonore2 foissuccessivementà 30secondesd'in-

tervallelorsquel'heurederéveil estatteinte.
Il sepeutquela descriptionci-dessussoit imprécise, auquelcasil faudra la préciserdemanière

adéquate.

Exercice8.3 On seproposedemodéliserun train franchissantunerouteavecpassage à niveauet
feuxdesignalisation.La barrière estsoit ouverte, auquelcasle feuestvert,soit fermée, auquelcas
le feuestrouge. L'approched'un train déclenchela fermeturedela barrièreet le passagedu feuau
rouge. Le délai entre l'entrée enzôned'approcheet le franchissementde la barrière doit être d'au
moins30secondes.La fermeturedela barrièrenedoit pasprendreplusde10secondes.La barrière
doit resterfermée, et le feuaurouge, aumoins10secondesaprèsle passagedu train.

Modélisercesystèmesousla formedetrois (encomptantle feubicolore)automatestemporisés
communiquants.On fera tout particulièrementattentionlors dela modélisationdela barrière à ce
quel'horlo geassociéesoit initialiséedemanièreadéquate.

Exercice8.4 On considère un automatetemporisépour lequel le tempsvarie dansun intervalle
�

�

� �

�

� pour un certain
�

donné.En s'inspirant desconstructionsanaloguesfaite dansle cours,
montrer quecetautomateestéquivalentà unautomate�ni encesensqu'ils ont lesmêmecalculs.

Celaest-il encore vrai si le tempsvarie dansl'ensembledesentiers naturels? dansl'ensemble
desrationnels? dansl'ensembledesréels? Peut-ondonnerunenotiond'équivalenceplusgrossière
qui permettedeconstruireunautomate�ni équivalentdanstouslescas? celadépend-ildu langage
desgardes?

Exercice8.5 Onseproposedemodéliserundistributeurdebonbonsqui acceptedeseuro-piècesde
�

�

�

�




�

� �

et
� �

centimes.La machinedistribue �

�

�

�

�




�
�

bonbonspourunesommede
�

centimes
plafonnéeà

���

centimes.Lesbonbonssontdélivrés(s'il y a lieu) dèsquel'utilisateur a attenduplus
de5 secondesavantd'introduire unenouvellepièce. Au casoù il introduirait plusde20 centimes,
la sommeexcédentaire estrendueautomatiquementlors de la délivrancedesbonbons.Un nouvel
utilisateurnepeutintroduiredepiècetantquele précédentn'estpasservi.

Donnerlesautomatestemporiséscommuniquantsqui modèlisentle comportementdecettema-
chine.
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Exercice8.6 Aveclesdé�bitions ducours,montrer queTCTL
�

estunraf�nementdeCTL
�

.

Exercice8.7 Onseproposemaintenantdedé�nir la sémantiquedesformulesdelogiquetemporisée
CTL

�

dansle casgénéral où un calcul de l'automateestunefonctionpartielle �-� ��� � 
 de
�

� �

dans � , où � �gur e le tempsqui passe, et � le nombre detransitionsd'étatséffectuéesà un instant
donné.Un calcul � est tel que, si �-� ��� � 
 et �-� �:���

�


 pour � �

�

� sont dé�nis, alors �

� �

et
�

� > � � � �

�

�

� � � � > � �	�
� � �

�

��� >

�

tel que �-� � � ��� � 
I #� . On notera par �-� ��� ���  � la validité de la
formule � pour la trajectoire � .

1. Donnerla sémantiquedesformulesdeCTL
�

aveccettesémantiquegénérale.

2. Nous supposonsmaintenantdisposerd'un combinateur� dans la syntaxequi nous sert
commeprécédemmentà parcourir leschangementssuccessifsd'états.Donnerla sémantique
dececombinateur.

3. A-t-onbesoinducombinateur� ?

Exercice8.8 Onseproposedecalculerl'automatedesrégionsdel'automatetemporiséreprésenté
à la �gur e8.11.

0 1

2

3
,a,y:=0

y=1,b, x<1,c,

x>1,d,

x>1,c,

y<1,a,y:=0

FIG. 8.11– Automatetemporis�.
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Chapitr e 9

Propriétéstemporelles� tester

Bioenquecelasoit possible,nousnedonneronspasded��nition pr�cise desdiff�rents typesde
propri�t� quenousallons�tudier, nouscontentantded��nitions trèsinformelles.

9.1 Atteignabilit�

Unepropri�t� d'atteignabilit� �noncequ'unecertainesituationpeutêtreatteinte.Cespropri�t�s
sontfacilesà exprimer en CTL. LTL, par contre,n'est pasadapt� à l'expressionde cespropri�t�s
(il faut lesexprimern�gativementpour la pluspart),et nepeutpaslesexprimertoutes.Donnons-en
quelquesexemples:

1. la variable
�

peutprendrela valeurz�ro : �

? �

�

 

�


 ;

2. la variable
�

peutnepasprendrela valeurz�ro : �

? �

�

� 

�


 ;

3. il existe un calcul pour lequel la variable
�

peut en permanenceprendrela valeur z�ro :
� 	 �

? �

�

 

�


 ;

4. la variable
�

peutenpermanenceprendrela valeurz�ro : "

	 �

? �

�

 

�


 ;

5.
�

peutprendrela valeurz�ro sansque � le fasse: �

� � � 

�




�

�

�

 

�


 ;

L'atteignabilt� estdoncassoci�eaucombinateur� ? , etleuremboitementfait intervenirlescom-
binateurs� 	 ou "

	 à l'ext�rieur. Lespropri�t�s d'atteignabilt� emboit�enesontpasexpressibles
enLTL.

Cespropri�t�s sontlesplussimplesà v�ri�er , ellesreposentsur le calculdu graphed'atteigna-
bilit�, qui est l'outil de basedesv�ri�cateurs. Commel'ensembledes�tats atteignablesestd��ni
commele point �x ed'une fonctionnellecroissantesurle treillis despartiesdel'ensembledes�tats,
le calculpeutsefairededeuxmanières: versl'avant,ou versl'arrière. Le calculversl'arrière est
en g�n�ral plus compliqu� si l'automatepossèdedesvariables,mais il estaussiplus dirig�, et les
deuxm�thodessonteng�n�ral combin�es.Dansle casd'automatessynchronis�s,le grapheproduit
estg�n�ralement engendr�à la vol�e, aufur et à mesuredesbesoinsdu calcul,demanièreà �viter
l'explosioncombinatoireinh�renteà la d��nition duproduitsynchronis�.

9.2 Suret�

Unepropri�t� desuret� �noncequ'unecertainesituationnepeutpasseproduire.Cespropri�t�s
s'exprimentenCTL avecle combinateur"

	 etenLTL avecle combinateur	 (le quanti�cateurde
cheminexterne" �tant implicite). Donnons-enquelquesexemples:

1. la variable
�

nepassejamaisparla valeurz�ro : "

	

�

�

� 

�


 ;

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



9.2Suret� 83

alarmeok crash

reset

alarmeok crash

reset

   Mod�le d'alarme

Mod�le d'alarme enrichi de variables d'histoire

x,y:=false x:=false
y:=true

x,y:=true

x:=false x,y:=false

x:=true

x:=false
y:=truex:=true

y:=false

FIG. 9.1– Utilisation devariablesd'histoire.

2. tant quela variable � ne passepaspar la valeurz�ro alors la variable
�

non plus : "��

�

� 

�


 � � �  

�


 ;

Notonsl'importanceici du combinateur� . La formule " �

�

� 

�




�

� �  

�


 ne traduit pasla
propri�t� voulue.En fait, ellen'estpasclass�edanslespropri�t�s desuret�.

Onvoit quela suret� estessentiellementunepropri�t� denonatteignabilit� (puisque"

	

� �qui-
vaut à �

�

? � � . On peutdonc utiliser le calcul des�tats atteignables,mais il faut bien sûr aller
jusqu'auboutducalcul,cequi n'estpasle caspourlesformulesd'atteignabilit�.

En fait, on veut aussipouvoir v�ri�er despropri�t�s de suret� dont l'expressionfait r�f�rence
au pass�ou au futur. Donnonsen un exempleli� au fonctionnementd'une alarmemod�lis�e à la
�gure 9.1:

1. l'alarmenesonneques'il y a euuncrashpr�c�dement : "

	

�K���K� ��� M  �� ?

01*

N ��� ��� ;

2. chaque crash est suivi d'une activation de l'alarme sans passer par l'�tat reset
"

	

��� ��� � � MI � �(� ��M �+M��

�

�

�

N.M+N �O� � ��
 ;

On peutbiensûrexprimer la formule "

	

�K����� ��� M  �� ?

01*

N ��� ��� enlogiquetemporelle,sans
utiliser le combinateuradditionnel?

0 * , le lecteurenferal'exercice.La secondepeutbiensûrelle-
aussis'exprimerel CTL

�

, parexemplesousla forme "

	

�KN �O� � �  � �(� ��M �+M��

�

� ��� � � M�
:
 .
Notre but maintenantestde montrercommentv�ri�er de tellesformulesen seramenantà un

problèmed'atteignabilit� impl�mentablesurunoutil ordinaire.L'id�e estded�corer le grapheavec
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denouvellesvariablesqui vont servirà m�moriser lespropri�t�s du pass�,dans le caspr�sent les
propri�t�s ?

01*

N ��� � � et �(� �OM �+M��

�

���K� ��� M�
�
 .
La m�thode desvariablesd'histoire estg�n�rale : on peuttraiter les combinateursdu pass�de

cetemanière,à conditiond'introduire unevariabled'histoire pour chaqueoccurrenced'une sous-
formuleposs�dantàsaracineuncombinateurdupass�.Cettetechniqued'introductiondenouvelles
variablespeut bien sûr a�galementêtre utilis�e pour transformerune formule qui n'est pasune
formuledeCTL enuneautrequi l'est.

9.3 Vivacit�

Unepropri�t� devivacit� �noncequ'unecertainesituation�nira parseproduire.

1. la variable
�

passeforc�ment un jour parla valeurz�ro : " ? �

�

 

�


 ;

C'est le combinateur? qui caract�risele propri�t�s devivacit�.

1. Toute requêêtesera satisfaite un jour : 	

� ��MO� � � M  �� ? �+�#� � �

�

� ��� M�
 en PLTL et
"

	

� �OMO� ��� MI �� " ? �+�#� � �

�

� ��� M�
 enCTL ;

2. Le systèmepeut toujoursretournerà son �tat initial : "

	

�

�

? �

�

� �:
 en CTL. En PLTL, la
formulationdecettepropri�t� demandedepouvoir caract�riserexplicitementl'ensembledes
�tats v�ri�ant �

? �

�

��� à causedel'emboitementdequanti�cateursdechemins.

Notonsquela propri�t� �

�

� estunecombinaisondepropri�t� de suret� (� tout le tempsvraie
jusqu'àcequeuncertain�vènementait lieu) et devivacit� ( � auracertainementlieu).

La vivacit� est souvent pr�sentedansle modèlelui-même.Par exemple,on supposeimplici-
tementqu'un automatene s'arrêtepasde fonctionnersansraison: la priseen comptedesactions
(c'est-à-direla lecture)estvivace.La vivacit� implicite desmodèlespeutêtresourcedeconfusions
et d'erreurs.Parexemple,unproduitdedeuxautomatesinduiraunehypothèseimplicite devivacit�
sur l'automateproduit,maispassur sescomposants: on pourraen g�n�ral faire descalculsdans
l'un des2 automatesà lk'exclusiondel'autre.

9.4 �quit�

Une propri�t� d'�quit� �nonce qu'une certainesituationseproduirain�niment souvent.C'est
unepropri�t� devivacit� perp�tuelle.

1. La barrièreseralev�e in�niment souvent: 


?

� � � ���KM � M enLTL ;

2. Si l'accèsen sectioncritique estdemand�un nombrein�ni de fois, alorsil seraaccord� un

nombrein�ni defois : 


?

��MO� ��� M
�

MON!� � �

�

� � � � � � � M� ��




?

M

�

�
MON!� � �

�

� � � � � � � M enLTL.

L'expressionde la vivacit� est possibleen CTL danscertainscas,car 


?

� est �quivalent à
"

	

" ? � , qui estuneformuledeCTL s'il n'y a pasdeconnecteurstemporelsdans� .

Lesformulesdela forme �



?

� qui exprimentque � estvraiein�niment souventaucoursd'un
certaincalculn'estpasexprimableenCTL, malgr� sonimportancepratique(relative,toutefois).

9.5 Blocage

La propri�t� d'absencede blocage�nonce que le systèmene peut jamaisse trouver dansune
situationoù il lui est impossiblede progresser. Elle s'exprime sousla forme "

	 �

� � � ��M . C'est
doncunepropri�t� CTL. EnLTL, onessaieradel'exprimerenfonctiondel'automateàvalider.

On rangesouventl'absencedeblocageparmilespropri�t�s desuret�, parceaque,pourunauto-
matedonn�, il estg�n�ralementpossibleded�crire explicitementles�tats deblocage: il suf�t alors
d'exprimerleurnon-atteignabilit�,cequi estunepropri�t� desuret�.
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x,y:=0

x:;=x+1

y:=y+1

x=y

x>0
x:=x_1

p q r

x,y:=0

x:;=x+1

x=y

x>0
x:=x_1

p q r

FIG. 9.2– Deuxautomatesavec�tats blocants.

9.6 Conclusion

La v�ri�cation ob�it doncàunecertainem�thodologie,qui sere�ète danslesoutilsdisponibles:
la pluspartseconcentresurlespropri�t�s d'atteignabilit� et denon-atteignabilit�,et l'utilisateur est
pri� detout rameneràdespropri�t�s decetteforme,auprix parfoisdequelquesacrobaties.

9.7 Exercices

Exercice9.1 1. Énoncerl'absencede blocage sousforme d'une propriété de sureté pour le
premierautomatedela �gur e9.2.

2. La propriétéest-ellevéri�ée?

3. Le secondautomatesatisfait-il cettepropriété?

4. Énoncerl'absencedeblocagesousformed'unepropriétédesuretépour le secondautomate
dela �gur e9.2.

5. La propriétéest-ellevéri�ée?

6. Queconcluezvous?

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



86 Abstractions

Chapitr e 10

Abstractions

En pratique,l'automateà v�ri�er estsouvent trop grospour les techniquesactuellesde v�ri�-
cation.On s'en tire alorsen le simpli�ant de manièreà ce quel'automatede d�part et l'automate
simpli�� v�ri�ent les mêmesformules,ou, demanièreplus r�aliste, les mêmesformulesà v�ri�er
(on nesesoucierapasdespropri�t�s qui nenousint�ressentpas).
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Chapitr e 11

Outils logiciels

Notre but dansce coursestde pr�senterunemêmemod�lisation particulièredanschacundes
quatresystèmesrapidementd�crits ci-dessous,etdev�ri�er despropri�t�s decettemod�lisation,de
manièreà avoir despointsdecomparaisondecessystèmes.

11.1 CHRONOS

CHRONOS,disponibleàl'URL http : //www-verimag.imag.fr/TEMPORISE/ch ronos
estd�velopp� parune�quipe anim�e parSergeYovineaulaboratoireVERIMAG dirig� parJoseph
Sifakis. Il permetde sp�ci�er un r�seaud'automatestemporis�s,puis de v�ri�er despropri�t�s de
TCTL surcetautomate.C'est l'un desraresoutils permettantdesp�ci�er et v�ri�er despropri�t�s
temporellesqui neseramènentpasà unepropri�t� d'atteignabilit�, commela vivacit�.

11.2 HYTECH

HyTech,disponibleàl'URL http : //www.eecs.berkeley.edu/~tah/Hytec h
estd�velopp� parune�quipe dirig�e parTom Henzingerà l'uni versit� deBerkeley. HyTechpermet
desp�ci�er desr�seauxsynchronis�sdesystèmeshybrideslin�aires, pourlesquelsla loi d'�v olution
de certainesvariablesr�elles est r�gie par une �quation diff�rentielle lin�aire. Il est le seul outil
permettantaujourd'hui d'analyserdessystèmesparam�tr�s aussibien qu'hybrides.Les analyses
sontlimit�es à despropri�t�s d'atteignabilit�.

11.3 UPPAAL

UPPAAL, disponibleàl'URL http : //www.docs.uu.se/docs/rtmv/uppaal
estd�velopp� parP. Pettersson(universit� d'UppsalaenSuède)et Kim Larsen(universit� d'Alborg
au Danemark),d'où sonnom.Il permetde sp�ci�er un r�seaud'automatestemporis�ssynchroni-
s�s par messages,et en v�ri�er despropri�t�s d'atteignabilit�. Soninterfaceestde bonnequalit�,
comportantdesoutilsgraphiques.

11.4 CMC

CMC, disponibleà l'URL http : //www.lsv.ens-cachan.fr/~{}fl
estd�velopp� parFrançoisLarroussinie(ENS-Cachan).Il a pourbut d'utiliser la structurationdes
sp�ci�cation enun r�seaud'automatestemporis�scommuniquantspour �viter l'explosiondu logi-
ciel.
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Chapitr e 12

�tudes decas
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Chapitr e 13

Sujetsdedevoir

Exercice13.1 Onseproposedemodéliserl'intersectiond'unerouteetd'unevoieferréeavecpas-
sage à niveauet feuxde signalisation.La barrière estsoit ouverte, auquelcasle feu estvert, soit
fermée, auquelcas le feu est rouge. L'approche d'un train déclenche d'une part la fermeture de
la barrière et le passage du feu au rouge, et d'autre part l'activation d'un sémaphore qui interdit
(visuellement)à un secondtrain circulantdansle mêmesensd'entrer enzoned'approche. Le délai
entre l'entrée en zôned'approche et le franchissementde la barrière doit être d'au moins30 se-
condes.La fermeture dela barrièrenedoit pasprendreplusde10secondes.La barrièredoit rester
fermée, et le feuau rouge, au moins10 secondesaprèsle passage du train. On supposera qu'il y a
deuxtrainscirculantdanschaquesensetquedeuxtrainscirculantensensinversepeuventsecroiser
enzôned'approche.

1. Modélisercesystèmesousla formed'automatestemporiséscommuniquants.

2. Véri�er la suretédecesystèmedansle systèmeUPPAAL.

3. Peut-onracourcir le délai d'approchesanscompromettre la suretédu système? Si oui, quel
estle délai à partir duquella suretéestcompromise?

4. Commentpourrait-ongérer trois trainscirculantdansle mêmesens?

Exercice13.2 On se proposede modéliserle fonctionnementd'une machine à café, garantie
conformeà la normeAFNORJB007,qui indiquela nécessitépour lesmachinesà caféélectriques
à usage privé de semettre hors circuit en casde réservoirvide. La machinepeutdélivrer du café
ou du thésuivantlestypesdecapsuleet detasseinséréesdansleslogementsprévusà ceteffet.Un
boutonpoussoirpermetde sélectionnerthé ou caféet déclenche le fonctionnementde la machine
enmêmetemps.La délivranced'un caféprend20secondeset réclame10cl d'eau,et celled'un thé
prend1 minuteet réclame20cl d'eau,quantitésqui tiennentcomptedel'évaporationcauséepar le
chauffage. Un réservoirde2 litrespermetd'alimentermanuellementla machineeneau.La machine
nepeutêtreutiliséepar deuxpersonnesenmêmetemps,le boutonpoussoirétantinhibépendanttout
le tempsdeserviced'un utilisateur. La machinesemetd'elle-mêmeenveille si elle resteinutilisée
plusde5 minutes,auquelcaselle a besoind'un tempsdechauffede90 secondesavantdepouvoir
commencerà fonctionnerà nouveau.Ce préchauffage estdéclenché lorsquele nouvelutilisateur
pressele boutonpoussoir, etoccasionneuneperted'eaupar évaporationde5 cl. Lefonctionnement
dela machineestmatérialisépar unvoyantlumineuxqui changedecouleursuivantqu'elle est: en
veille, enmanqued'eau,prèteà fonctionner, ouenservice.

1. Modélisercesystèmesousla formed'automatestemporiséscommuniquants.

2. Véri�er la conformitéà la normeAFNORJB007dansle systèmeUPPAAL.

Exercice13.3 On seproposedemodéliserle fonctionnementd'une montre digitale alimentéepar
unepile et pourvuedeboutonspoussoirs.La montre a plusieurs modesdefonctionnement,lecture,

J.-P. Jouannaud ÉcolePolytechnique



90 Sujetsdedevoir

alarmeetchronomètre. Lechangementdemodesefait par pressionsurunpremierboutonpoussoir.
En casd'absencedepressionpendantau moinsuneminutesur l'ensembledesboutonspoussoirs,
la montre revient automatiquementen modelecture. En modelecture, la montre af�c he la dateet
l'heuresur l'écran,sousla forme �

� �

� � , où � estle numéro dujour dansle mois,
�

estle numéro
du mois,

�

estl'heure (variant de0 à 24) et � le nombre deminutesdansl'heure. En modealarme,
elle indiquedansle mêmeformat la datede la prochainealarme. En�n, en modechronomètre, la
montre af�c hele tempsécoulédepuisle déclenchementdu chronomètredansle format � �

�

�

�

, où
� est le nombre d'heures,

�

le nombre de minuteset
�

le nombre de secondes.Le chronomètre se
remetautomatiquementà zéro auboutde24heures.

Enmodelecture, unepressionlongue(au moins3 secondes)dusecondboutonpoussoirpermet
de faire clignoter tout d'abord le jour, puis,aprèsdenouvellespressionslongues,le mois,l'heure
et en�n lesminutesdel'af �c hagesur l'écran.Chacunedecesdonnéespeutalors etre modi�éepar
unesuccessionde pressionscourtes(moinsd'une seconde)permettantde faire dé�ler les valeurs
possibles.Lesmisesà jour sonteffectivesà la prochainepressionlongue, ouenl'absencedepression
sur le boutonpoussoirpendantaumoins10secondes.

Enmodealarme, la mêmeprocédurepermetcettefoisdemodi�er la datedela prochainealarme.
En modechronomètre, l'écran af�c hele tempsécoulédepuisla dernière miseenroutedu cho-

nomètre. La remiseà zéro duchronomètres'obtientpar unepressionsur le secondboutonpoussoir.
La pile est garantie pour 1000 heuresde fonctionnement.Au bout de 900 heures,un voyant

lumineuxs'af�c hesur l'écrana�n deprévenirl'utilisateur dela nécesitédechanger depile.
On demandede modélisercettemontre et d'en véri�er le bon fonctionnementdansle système

UPPAAL.
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