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Chapitre 1l

Introduction

Les termes et algébres de termes constituent la notion syntaxique de base utilisée en
programmation fonctionnelle, en programmation logique, en programmation par contrainte,
mais aussi en logique et donc dans la pluspart des démonstrateurs. Ils servent également a
construire des modéles, permettant de montrer la complétude de méthodes de déduction en
logique classique. lls jouent donc un réle fondamental en programmation et en démonstra-
tion.

L’objectif de ce cours est de donner quelques outils et résultats sur les termes qui per-
mettent I’analyse de programmes ou de stratégies de déduction.

Nous étudions dans le chapitre 6 la construction d’ordres bien fondés sur les termes;
ceux-ci permettent d’effectuer des preuves de terminaison et de définir des stratégies or-
données de preuve en logique équationnelle ou en logique clausale. Le résultat important
de ce chapitre est le théoréme de Kruskal qui énonce que le plongement est un pré-bel
ordre, ce qui permet comme nous le montrons, de construire systématiquement des ordres
de simplification, ordres qui sont bien fondés sur les termes.

Dans le chapitre 7 nous étudions la structure de treillis des termes : la borne supérieure
de deux termes peut étre calculée en utilisant un plus général unificateur (lorsqu’il existe).
Nous présentons donc des algorithmes d’unification, pour les termes finis et pour les termes
infinis. La borne inférieure de deux termes finis peut étre calculée a I’aide d’un algorithme
d’anti-unification (aussi appelé "de généralisation™) également présenté dans ce chapitre.
Ces opérations permettent de munir I’ensemble des termes d’une structure de treillis. En
fait, on peut étendre cette structure en un treillis Booléen, ce qui sera une conséquence des
résultats du chapitre 13.

Dans le chapitre 3 nous montrons les resultats de Birkhoff de complétude en logique
équationnelle qui permettent entre autres, de ramener les preuves dans une variété d’al-
gébres a des preuves dans I’algébre des termes.

Dans le chapitre 10 nous introduisons les notions de base de la logique classique du
premier ordre puis nous montrons un résultat similaire a celui du chapitre précédent pour
les preuves de formules en forme clausale : le théoréme de Herbrand.

Dans le chapitre 11, nous étudions la résolution comme systéme de déduction pour
les formules sous forme clausale. Nous montrons la complétude de certaines stratégies de
preuve et nous appliquons les techniques précédentes aux clauses de Horn; ce sont les
clauses utilisées en programmation logique.

Dans le chapitre 13, nous donnons des axiomatisations complétes de la théorie des



termes (dans le cas des termes finis sur un alphabet fini, dans le cas des termes finis sur
un alphabet infini, dans le cas des termes infinis sur un alphabet fini et dans le cas des
termes infinis sur un alphabet infini). Ces axiomatisations complétes résultent d’un théo-
reme de Mal’cev dans le cas des termes finis et de résultats plus récents dans le cas des
termes infinis.

Enfin, dans le chapitre 9, nous étudions les outils de théorie des langages d’arbres, dans
le but de reconnaitre des ensembles particuliers de termes clos, en particulier les termes clos
en forme normale pour un systéme de réécriture linéaire gauche.

Pour en savoir plus, on pourra consulter les ouvrages [12, 9, 17, 13,7, 8, 14, 3,4, 6, 21,
18, 1].



Chapitre 2

Algebres de Termes

La notion de terme fonde tout calcul symbolique, en particulier I’interprétation des lan-
gages de programmation évolués, ainsi que certaines phases de leur compilation.

2.1 Termes

2.1.1 Signatures

Une signature est une paire (S, F') ou

(i) S est un ensemble non vide de (noms de) sortes . Les noms de sortes seront soulignés
pour les distinguer des autres objets.

(ii) F est un ensemble non vide de (noms de) fonctions , disjoint de S. F' sera suppose
muni d’une fonction de typage 7 qui associe a chaque symbole de F' une ségquence non vide
d’éléments de S. Si 7(f) = (s1,...,8,,8),0onnote f : sy X ... x s, = 8. |f]| = nest
appelé arité de f, s; x ... x s,, est appelé domaine de f et s est appelé codomaine de f .
Les fonctions d’arité 0 sont appelées constantes .

On désignera par F;, I’ensemble des symboles de F" dont I’arité est n et par Fi »..xs —s
I’ensemble des symboles de F' de domaine s; X ... x s, et de codomaine s. On a donc :
I = UnFn = Uﬁl""ﬁnaﬁ Fglx...X§n—>§-

S et 7 pourront étre omis lorsque S est un singleton.

Exemple 2.1 S = {bool, nat}, et F est I’ensemble des symboles :

0: — nat s: nat — nat
+: nat X nat — nat eq: mnatXmnat — bool
true, false : —  bool A: bool x bool — bool

2.1.2 Positions

Soit N I’ensemble des entiers naturels, N I’ensemble des entiers naturels non nuls,
N% I’ensemble des suites (ou séquences) finies d’entiers naturels non nuls (ou des mots
sur le vocabulaire N ), et A € N7 la suite (ou mot) vide. Chaque i € N est identifié a
la séquence contenant I’unique élément 4. Si p,q € N*, p - ¢ dénote leur concaténation,
opération interne dont la séquence vide est élément neutre a droite et a gauche.



N’ est muni de la relation d’ordre <, définie par :
VP, ENY, p<prefqe IreNy, p-r=gq

et on dira que p est un préfixe de g lorsque p <,y g. On écrira p X g lorsque p et ¢ sont
incomparables, c’est a dire lorsque p n’est pas préfixe de g ni g de p.

Un ensemble E de positions est un sous-ensemble non vide de N fermé pour I’ordre
<pref, CONtenant A, appelée racine dans ce contexte, et tel que si p - (i + 1) € E, alors
p-i € E. Les positions maximales de £ pour I’ordre <. sont appellées feuilles. Un
ensemble de positions peut étre infini, auquel cas I’ensemble de ses feuilles peut étre vide.

2.1.3 Termes

Etant donnée une signature (.S, F'), un arbre étiqueté, encore appellé terme, est une ap-
plication ¢ d’un ensemble de positions noté Pos(t) dans F', qui respecte I’arité des symboles
de fonction :

— t(p) € Fp ssi p est une feuille de Pos(t)

- Sitlp) =f:8 xX...x8, > s,alorsVi € N,p-i € Pos(t) & 1<1i<mn,et

t(p - i) a s; pour codomaine.
Un terme est fini si son ensemble de positions est fini. On notera par T'(F') I’ensemble des
termes fini sur le vocabulaire F'.

Etant donné un ensemble X = U,csX, disjoint de F et S, de (noms de) constantes
appellées variables, on notera par T'(F, X) I’ensemble T'(F' U X). Les termes de T'(F') C
T(F, X) seront dits clos ou fermés.

Exemple 2.2 Supposons que la signature est celle de I’exemple 2.1, et que la variable x est
de sorte nat. Les trois arbres de la figure 2.1 sont des arbres finis, qui ont respectivement
pour ensemble de positions :

- Pos(t1) = {A,1,2,1-1} avec t1(A) =+, t1(1) = s, t1(1-1) =t1(2) =0

- POS(tQ) = {A, 1,2} avec tQ(A) =4 et tg(l) = t2(2) =x.

- Pos(t3) = {A,1,2,1-1,1-2,1-2-2,1-2-1}
Les figures 2.2 et 2.3 montrent des exemples d’arbres infinis. Sur les exemples de la figure
2.2, les ensembles de positions sont respectivement :

- L’ensemble des séquences finiesde 1: {A,1,1-1,1-1-1,...} = {1}*

- L’ensemble {A,1,1-1,2,2-1,2-2,2-2-1,2-2-2-1,...} qui peut étre représenté

par I’expression réguliére (2-2)*(A+1+2+1-1+42-1}
- (A+2)2*(A+1)

Un terme fini est aussi noté sous forme d’une expression parenthésée. Les termes de la
figure 2.1 peuvent ainsi étre notés respectivement

+(s(0),0), +(z,x), &(eq(z,+(x,0)), true).

Les symboles d’arité 2 pourront étre utilisés en notation infixée. Par exemple, les termes de
la figure 2.1 seront aussi notés s(0) + 0, = + z et eq(z, z + 0) A true.

La profondeur d’un terme fini (¢t € T'(F, X)) est la longueur de sa plus longue position.
Sa taille est le cardinal de son ensemble de positions. Si ¢t € T(F, X), Var(t) désigne
I’ensemble des variables apparaissant comme étiquette a une position de ¢.
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FIG. 2.4 — Les termes rationnels comme graphes finis

La sorte d’un terme ¢ est le codomaine de ¢(A). Comme nous avons supposé I’existence
d’une constante de chaque sorte, il existe donc un terme clos de sorte s pour chaque sorte s.
Enfin, I’égalité “syntaxique” entre termes est notée =.

2.1.4 Sous-termes

Définition 2.3 Etant donnés un terme ¢ et une position p € Pos(t), le sous-terme de ¢ & la
position p, noté ¢|,, est défini par :

- Pos(t|,) ={g €N} | p-q € Pos(t)}

— Pourtout g € Pos(tp), (tlp)(g) = t(p - 9)

On vérifie aisément que, Vp € Pos(t), t|, est un terme.

Exemple 2.4 Sur I’exemple 2.2, t; a pour sous-termes t1|x = t1, t1]1 = s(0), t1]2 =
ti11 =0

Définition 2.5 Un terme rationnel est un terme n’ayant qu’un nombre fini de sous-termes
distincts.

Les termes finis sont des termes rationnels. Les exemples de la figure 2.2 sont des termes
rationnels sans étre des termes finis.

Les termes représentés sur la figure 2.3 ne sont pas des termes rationnels (si I’on suppose
que x1, ..., Ty, ... Sont des variables distinctes).

Les termes rationnels permettent de décrire des structures cycliques. Ils sont en fait, des
“dépliages” de graphes finis étiquetés (nous ne formalisons pas ici ces notions). La figure
2.4 donne des représentations sous forme de graphes des termes rationnels de la figure 2.2.

Proposition 2.6 L’ensemble des positions d’un terme rationnel est un langage régulier.

Preuve

Soit ¢ un terme rationnel : soit » le nombre de ses sous-termes distincts. Soit p une position
de ¢ de longueur n. Par hypothése, au moins deux des termes ¢|4, ¢ <p.s p sont identiques.
Soit t|p, = t|p,.q- P1 - q1 €stun préfixe de p, donc p; - g1 - 71 = p et t|, = t|p,.r,. Ainsi tout
sous-terme de ¢ & une profondeur supérieure a n est identique a I’un de ses ancétres dans
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I’ordre préfixe des positions. Soit P, I’ensemble des positions de t|, pour chaque position g
de ¢ de longueur inférieure ou égale a n. Si | ¢ |< n, P, vérifie une équation

qul-Pq.1+...+nq-Pq.nq

si ngq est I’arité de ¢(¢g) (ou bien le nombre de descendants directs s’il s’agit d’un symbole
sans arité). Si maintenant ¢ est de longueur n, P, vérifie une équation

Py = Py ry

ou pi - ry est de longueur strictement inférieure a n. Donc les ensembles P, véri-
fient un systéme d’équations linéaires gauche qui posséde une unigque solution qui est un
langage régulier (théoreme classique de langages formels). En particulier, P est régulier. O

L’ensemble des termes rationnels est noté RT(F,X) (ou RT(F) pour les termes
rationnels fermés). L’ensemble de tous les termes finis ou infinis est noté IT(F, X) (ou
IT(F) pour les termes fermés). Var(t) est encore I’ensemble (fini) des variables du terme
rationnel ¢.

Une occurrence d’un terme ¢ dans un terme « est une position p € Pos(u) telle que
ul, = t. Un terme dans lequel toute variable a au plus une occurrence est dit linéaire .

2.1.5 Remplacement de sous-termes

Définition 2.7 Soient « et v deux termes et p une position de u telle que v et u|, sont de
méme sorte. Le terme u[v], obtenu par remplacement dans u du sous-terme & la position p
par v est défini par :

Pos(ulv],) = {g € Pos(u) | q 2pref p}U{p-q|q€ Pos(v)}

ulv]y(q) = u(q) si ¢ € Pos(u) etq Zpres p

= ufv](p- q) = v(g) sig € Pos(v)

On vérifie aisément que u[v], est bien un terme (et qu’il est fini des que u et v le sont).

Exemple 2.8 Dans I’exemple 2.2, t3 = eq(z,z + 0) A true, t1 = s(0) +0etty =z + x.
ts[te]11 = eq(x + z,z 4+ 0) Atrue. t3[ta[ta[t1]1]1]12 = eq(z, ((s(0) +0) + z) + ) A true.

2.1.6 Généralisations

Il est souvent utile d’introduire des symboles d’arité variable. La fonction de typage
associe aux symboles dont I’arité est variable une paire de symboles de sorte et I’on écrit

f:ﬁ*_)ﬁl

le codomaine de f est la sorte s'.

La définition des termes est alors modifiée de la facon suivante : un terme est une ap-
plication d’un ensemble de positions Pos(t) dans F' telle que, si t(p) = f et f est d’arité
variable, alors Vi € N tel que p - i € Pos(t), alors t(p - 7) est étiqueté par un symbole de
sorte s.

Toutes les notions définies précedemment s’appliquent sans difficulté a cette nouvelle
définition.
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2.2 F-algebres

Nous complétons ici les définitions syntaxiques qui précedent par des notions séman-
tiques, en précisant ce que peut étre une interprétation des symboles de F'. En fait, les
algébres de termes sont des interprétations du premier ordre particuliéres jouant un role
essentiel qui sera étudié par la suite.

Définition 2.9 Soit (.S, F') une signature. Une F'-algebre A est constituée
— pour chaque s € S d’un ensemble non vide A,
— pour chaque f € F', f : s; X... X s, — s, d’une application f4 de As x...x Ay
dans A;.

Exemple 2.10 T(F), T(F,X), RT(F), RT(F,X), IT(F), IT(F,X) sont des F-
algebres, puisque nous avons supposé que T'(F') contient au moins un terme de chaque
sorte. L’interprétation des symboles de fonction est, par exemple, frg(t1,...,tn) =
f(t1,...,t,). Ces algébres étant construites a partir de la signature, on les qualifie gé-
néralement de syntaxiques. On parle également d’algébres de termes.

Exemple2.11 S={s}etF={0:—s; s:s—s; +:8X8— s}

(N, 0p, succy, +\) est une F-algebre. (Ici succy désigne le successeur : succy(n) =
n 4N 1).

(Q.,1,+2,+) est une F-algébre.

Lorsque la signature contient des symboles f : s* — s’ dont I’arité n’est pas définie,
leur interprétation f4 dans une F'-algébre A est une application des suites d’éléments de
A, dans Ay .

On dit que A est une partie de la F-algéebre A (et I’on note A C A si A est une famille
d’ensembles non-vides {A, |s € S} telle que, pour tout s € S, A; C A,. Une sous-algebre
de la F-algébre A est une partie B de A telle que, pour tout f : s; X ... X s,, = sdans F’
ettousty,...,tn € Bs, X ... x By , fa(t1,...,t,) € Bdetelle sorte que I’on puisse poser
fB(t1, ..., tn) = fa(t1,--.,t,), faisant ainsi de B uns F-algébre.

Une précongruence est une relation binaire ~ sur une F-algebre A telle que, pour tout
f s X...xs, — sdans F, pour tous termes ti,...,t,,u1,...,u, (t; et u; étant de
méme sorte pour tout 1),

i~ AN AT, ~ Uy, > f_A(tl,...,tn)Nf_A(’U,l,...,un)

La restriction a la sous-algébre B d’une précongruence de I’algébre A est bien-sar une
précongruence de B.
Une précongruence ~ est une congruence si ¢’est une relation d’équivalence?.
Lorsque ~ est une congruence sur la F-algebre A, I’ensemble des classes d’équivalence
modulo ~, A/ .., est muni canoniquement d’une structure de F'-algébre par :
- (A/~)s est I’ensemble des classes des termes de sorte s : (A/)s = {t |t € As}, T
désignant la classe d’équivalence de ¢,

= Ja (e tn) = falty,. .o tn).

Lcvest & dire vérifiant les propriétés Vi, t1 ~ t1 (réflexivité), Vet 1,2, t1 ~ ta = ta ~ t1 (Symétrie) et
Vi1,ta,ts, t1 ~t2 Ata ~ ts = t1 ~ t3 (transitivité)

12



On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas des représentants choisis : ¢’est
une conséquence du fait que ~ est une congruence. Par la suite, on utilisera trés fréquem-
ment cette construction en I’appliquant a la F-algébre libre T'(F, X).

2.3 Homomorphismes

Définition 2.12 Soient A et B deux F-algébres. Un homomorphisme de .4 dans B est une
famille d’applications {h,}scs indexée par S telles que, pour toute sorte s € S, hy est une
application de A, dans B, et, si f : s; X ... x 5, — s, alors

Vai,...,an € A, hs(falai,...,an)) = f5(hs,(a1),...,hs (an))

Un endomorphisme est un homomorphisme d’une F'-algébre dans elle-méme. Un iso-
morphisme est un homomorphisme bijectif. Un automorphisme est un endomorphisme bi-
jectif.

Exemple213 F ={0: - s; g:s—s; f:sxs — s} Lapplication qui a tout
z € Z associe son opposé est un isomorphisme de (Z,0,+1,+) dans (Z,0,—1,+). La
vérification est laissée en exercice.

Munie de ses homomorphismes, la classe des F'-algébres forme une catégorie. Nous
pourrons a I’occasion utiliser le vocabulaire catégorique. Les algébres de termes ont une
propriété particuliere vis a vis des homomorphismes, identique a la propriété des polyndmes
sur un anneau commutatif unitaire :

Theorem 2.14 (propriété universelle de T'(F, X))

Soit A une F-algébre. Soit 4 I’injection (canonique) de X dans T'(F, X). Pour toute appli-
cation f de X dans A, telle que, si x est de sorte s alors f(z) est de sorte s, il existe un
unigue homomorphisme f de T'(F, X) dans A tel que

Vz € X, foi(z) = f(a)

La construction de f est effectuée par récurrence structurelle sur les termes, ou, si I’on
préfere, par récurrence sur la taille des termes.

Si A est une F-algébre, on appelle A-assignation toute application o de X dans A.
D’aprés le théoréme 2.14, on confond ¢ et I’hnomomorphisme & de T'(F, X) dans .A corres-
pondant. On note to I’application d’une assignation o a t.

Les endomorphismes de T'(F, X) (resp. de RT(F, X), resp. de IT(F, X)) sont ap-
pelés substitutions. On note X(F, X)) ou plus simplement X I’ensemble des substitutions
(de fagon ambigiie, la méme notation est employée pour les termes finis, rationnels et infi-
nis). Les homomorphismes de T'(F, X') dans T'(F') (resp. de RT(F, X) dans RT'(F'), resp.
de IT(F, X) dans IT(F)) sont appelés substitutions closes. L’ensemble des substitutions
closes est noté X, (F) ou plus simplement X,. Si o est une substitution, on appelle domaine
de o I’ensemble {z € X | zo # z} noté Dom(o).
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2.3.1 Substitutions et subsumption

Une substitution de domaine fini sera souvent noté en extension : {x1 — t1,...,Tp —
t, } est la substitution de domaine Dom (o) = {z1,...,z,} telle que Vi € [1..n], z;o = t;.
Bien sdr, on suppose ici que z1, ..., z, sont des variables distinctes et que, pour tout i, x;
est de méme sorte que le terme ¢;. Cette notation est aussi employée pour les .A-assignations
dont les seules valeurs significatives sont celles qui sont prises sur {z1,...,z,}.

Lorsque o est de domaine fini, on note aussi VIm(o) le sous-ensemble de X :

Vim(o) = U Var(zo)

z€Dom(o)

Un renommage (ou conversion comme en A-calcul) est une substitution o qui associe a
toute variable une variable et qui est une bijection de Dom(c) sur V Im(o). On supposera
toujours implicitement que le domaine d’un renommage contient les variables des termes
auxquels il est appliqué.

Une substitution o est dite idempotente si o o o = o. Toute substitution close est idem-
potente. Plus généralement, une substitution o est idempotente si VIm(o) N Dom(c) = 0.

Définition 2.15 Deux termes ¢4, to sont dits semblables lorsqu’ils s’échangent par renom-
mage. On écrit dans ce cas t; = t,. La relation de similitude s’étend aux substitutions
comme attendu.

La relation = est une relation d’équivalence sur les termes, et par conséquent sur les
substitutions.

Définition 2.16 Le terme s est dit plus général que le terme ¢, ce qui est noté s < ¢ s’il
existe une substitution p telle que ¢ = sp.. La substitution o est dite plus générale que la
substitution 7, encore noté ¢ < 7 s’il existe une substitution p telle que 7 = op.

On dit aussi que ¢ (resp. 7) est une instance de s (resp. de o).

Proposition 2.17 La relation de subsumption < (sur les termes finis ou infinis, sur les sub-
stitutions de termes finis ou infinis) est un préordre dont I’équivalence est la similitude =.

Si ¢ est un terme fini (resp. un terme rationnel), on note [t] (resp. [t] rr(#y) I’ensemble
des instances closes finies (resp. rationnelles) de ¢. La propriété qui suit est fondamentale :
elle donne la signification d’un terme avec variable comme I’ensemble de ses instances
closes. Ce point de vue sera étudié plus en détail dans les chapitres 7 et 9, ou I’on verra
en particulier qu’un terme linéaire peut étre vu comme un automate d’arbre qui reconnait
I’ensemble de ses instances closes.

Proposition 2.18 Etant donnés deux termes s et ¢, on a :
(i) s< tssi[t] C [s] et
(i) s = t ssi [t] = [s].

Notons que la seconde propriété est une conséquence de la premiere.

Définition 2.19 Deux termes s et ¢ sont dits unifiables par la substitution o appellée unifi-
cateur, si so = to.
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Définition 2.20 Etant donné un ensemble E de substitutions, une substitution o € E est
dite principale si toute substitution de E est une instance de o.

Theorem 2.21 L’ensemble des unificateurs de deux termes s et ¢, lorsqu’il n’est pas vide,
posséde un minimum pour I’ordre de subsumption (& renommage pres), appellé unificateur
principal ou unificateur plus général de s et ¢.

Ce résultat sera démontré au chapitre 7.1.
L’ordre d’imbrication étend I’ordre de subsumption comme suit :

Définition 2.22 Le terme s est imbriqué dans le terme ¢ si il existe une position p € Pos(t)
et une substitution o telles que |, = so. On note par I la relation d’imbrication.

Proposition 2.23 La relation d’imbrication sur les termes est un préordre dont I’équiva-
lence est la similitude =.

Définition 2.24 Une relation binaire R sur les termes est dite stable si s R ¢ implique
so R to pour toute subsitution o € 3.

Les relations stables joueront par la suite un réle crucial.

2.4 Exercices

1. Que peut-on dire du cardinal des ensembles de positions plus petits qu’une position
donnée, pour I’ordre préfixe, pour I’ordre <, et pour I’ordre hiérarchique respective-
ment ?

2. Montrer que, pour tous arbres u, v, w et toutes positions p, p’, ¢ (telles que les expres-
sions indiquées aient un sens) :
(@) ululplp =wu
(b) ulvlplp - g =l
(©) (ulvlp)[wlpq = uvfwlglp
(d) ul[v]ply = uly sipXp'
(€ (ulv]p)[wly = (ulw]y)[v], sip X p’
() ulvlpqlp = (ulp)[vlq
@) (u[v]p.g)[wlp = ulv]p
3. Dans quel(s) cas T'(F) est il vide ? fini ?
4. Soientt € T(F, X) et p € Pos(t) et p # e. Montrer qu’il existe un et un seul arbre
rationnel v tel que u = ¢[u]p.

5. Montrer que la réciproque de la proposition 2.6 est fausse : donner un alphabet fini F'
(ou les symboles ont tous une arité fixe) et une terme de I7'(F') qui n’est pas rationnel
alors que son ensemble de positions est un langage régulier.

6. Soit (S, F') une signature finie. Une sorte s est dite infinitaire (resp. finitaire) s’il
existe une infinité (resp. un nombre fini) de termes fermés de sorte s. Par extension,
t € RT(F, X) est dit infinitaire s’il est de sorte infinitaire. Montrer que
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10
11
12
13

(@) Sit € RT(F) posséde un sous-arbre strict de méme sorte que lui, alors ¢ est
infinitaire

(b) S’il n’y a dans RT'(F') qu’un nombre fini d’arbres de méme sorte que ¢ €
RT(F),alorst € T(F)

(c) Site RT(F)—T(F),alors t est infinitaire

(d) Il existe dans RT'(F') une infinité d’arbres de méme sorte que ¢ ssi ¢ est infini-
taire

. Montrer que le logarithme népérien est un homomorphisme de F-algébre de |0, +o0]

dans R,ou FF ={0:— s; h:s—s; f:sxs— s}. Onprécisera les structures de
F-algebres de |0, +oo[ et de R.

. Montrer que, s’il existe un homomorphisme de RT'(F') dans T'(F') qui est I’identité

sur T'(F), alors RT'(F') = T'(F'). Dans quels cas cela peut-il se produire ?
Soit F = {0 :— s; f : s xs — s} Donner une opération f sur Z telle que
I’application qui a tout entier associe son opposé soit un morphisme de (Z,0, x) dans
(Z,0, f7) (considérés comme F-algebres).
Faire la preuve du théoréme 2.14.
Le théoréme 2.14 reste-t-il vrai si I’on remplace T'(F, X') par RT(F, X)) ? Pourquoi ?
Existe-t-il des renommages idempotents autres que I’identité ?
Soit A une F-algebre.

(a) Veérifier qu’une sous-algebre de A est une F-algébre.

(b) Montrer que I"””intersection” de sous-algebres, lorsque I’intersection est non
vide pour chaque sorte, est une sous-algébre. On note [A] I’intersection des
sous-algebres de A qui contiennent A. A C A est un systeme de générateurs de
Asi[A] = A

(c) Montrer que, T'(F') a un systeme de générateurs fini mais que RT'(F), s’il est
distinct de T'(F'), n’a pas de systéme de générateurs fini.

(d) A C A estun systeme libre de A si, pour tous termes ¢,u € T'(F, X) et toute
A-assignation o ,

to=4uc etVxe X,z0 € A = t=u

Montrer qu’il existe dans T'(F’) un systéme libre infini ssi il existe dans RT'(F’)
un systeme libre infini.

(e) A C Aestune base de A si A est un systeme de générateurs libre. Une algebre
A est libre si A posséde une base. Montrer que T'(F') et T'(F, X) sont des
algébres libres. Dans quels cas (précisément) RT(F, X) et RT(F') sont elles
libres ? (Justifier formellement le résultat proposé).

(f) Une algebre A est localement libre si toute sous-algébre de A finiment engen-
drée est libre. Montrer que toute algébre libre est localement libre mais que la
réciproque est fausse. RT'(F, X) et RT(F') sont-elles localement libres ?
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Chapitre 3

Logique équationnelle

On appelle équation toute paire de termes (s, ¢) notée s = t.

La logique équationelle est a la base des méthodes de spécification des structures de
données, vues comme des structures algébriques.

Dans ce chapitre, nous allons successivement aborder les aspects sémantiques puis syn-
taxiques de la logique équationelle.

3.1 Sémantique

Définition 3.1 Une F-algebre A est un modele de I’ensemble d’équations FE si, pour toute
équation s = t de E et pour toute A4-assignation o, so =4 to.

Lorsque A est un modéle de s = ¢, on note A |= s = ¢. Cette notation est volontai-
rement la méme qu’en logique du premier ordre, car elle est équivalente a la validité de la
formule du premier ordre VVar(s,t) s = t dans I’algébre .4 vue comme une structure, =
étant un prédicat binaire interprété par = 4.

Pour I’instant, = a la méme signification que =. Par la suite, il deviendra utile de distin-
guer les axiomes des conjectures a prouver. Par exemple, si I’on note par M(E) la classe
des algébres qui sont des modéles de E, on écrira M(E) = s = ¢ ou plus simplement
E = s = t si toute algébre de M(E) est un modele de I’équation s = ¢. En particulier, si
s=tec E, alorsonabien E = s =t.

Exemple 3.2 (S, F') est la signature de I’exemple 2.11. On considére E = {0 + z =
z; s(x) +y =s(z+y)}.

A1 = (N,0p, sucey, +N) et A2 = (Q, 19,*20; +Q) sont des modéles de E. (Véri-
fication en exercice).

Untriplet (S, F, E) ou E est un ensemble fini d’équations est appelé spécification équa-
tionnelle.

3.2 Problémes du mot, d’unification, inductifs

Certains problémes de validité présentent un intérét particulier. Soient (S, F, E) une
spécification équationnelle, s et ¢ deux termes de T'(F, X') de méme sorte.
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Un probléme du mot consiste a décider si E |= s = t, c’est a dire a décider si I’équation
s = t est valide dans tout modéle de E. Comme déja remarqué, il s’agit de la validité
de la formule du premier ordre VVar(s,t)s = ¢ dans tous les modéles de E.

Exemple 3.3 Avec les notations des exemples précédents,
{s(z)+y=s(z+y); 0+z =2} E s(s(z)) +y=s(s(z+y))

Un probleme d’unification sémantique consiste a trouver, toutes les substitutions o telles
que
E [E=to=so

Dans le cas ou E # () on parle généralement de E-unification, le mot “unification”
étant réservé au cas ou E = (. Il s’agit cette fois de la validité de la formule du
premier ordre s = ¢, ou les variables de Var(s, t) sont libres, dans tous les modeles
de E.

Exemple34 F ={a,b: > s; +:sxs > s}etE ={z+y =y+x} Le
probléme d’unification a + z = y + z a pour solutions oy = {y — a; z — z},
o1 = {z — a; y — x} ainsi que toutes les substitutions de la forme c ooy OU o0 01

Un probléme inductif consiste & décider si T(F)/=, = s = t. Il s’agit cette fois a
nouveau de la validité de la formule du premier ordre VVar(s,t)s = t, mais dans le
modele initial de E.

Exemple35 E={0+z =uz; s(z)+y=s(z+y)}. T(F)/=, Exz+0=rz,
mais E £ x + 0 = z. (cf exercices).

3.3 Raisonnement équationnel

Le raisonnement équationnel, ou remplacement d’égaux par égaux, est un systéme de
déduction tres ancien permettant de résoudre le probléme du mot. Dans notre logique, les
formules sont des équations, implicitement quantifiées universellement, et les régles d’in-
férence sont données dans la figure 3.1. Les trois premieres régles ne font qu’exprimer que
I’égalité est une relation d’équivalence. La quatriéme régle est le remplacement d’égaux par
égaux proprement dit : si s = ¢, on peut remplacer so par to a la position p d’un terme w.

Si E est un ensemble d’équations telles qu’il existe une regle d’inférence dont les pré-
misses sont dans E et la conclusion est s = ¢, on note E' - {s = t} U E. I- est généralement
appelée “relation de déduction”. On omet généralement E dans la conclusion de la rela-
tion de déduction. Si un ensemble E’ d’équations se déduit de F en plusieurs étapes de
déduction, on note encore E  E’, si bien que la relation de déduction est transitive.

Exemple 3.6

La figure 3.2 montre un exemple de déduction dans la logique équationnelle du théoréme
bien connu en mathématiques : ““ Tout groupe d’ordre 2 est commutatif”’. Dans cet exemple,
F={e:—s; *:5xs— s}etEestI’ensemble d’équations :

(E1l) zx(y*2)=(z*xy)*z (associativité)
(E2) zxe==zx (élément neutre)
(E3) exz==x

(F4) z*xz=¢e (tout élément est d’ordre 2)
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l=r€ekFk
Axiome
l=r
Réflexivité
S§=S8
s=t
Symétrie
t=s=s
s=t t=u
Transitivité
S=1U
s=1t
sip € Dom(u) Remplacement
ulsol, = ultol,

FiG. 3.1 — Régles d’inférence de la logique équationnelle

La preuve de la figure 3.2 présente alors la déduction {E1, E2, E3, E4} bz xy = y * .

Il est souvent commode d’un point de vue calculatoire de regrouper plusieurs régles
d’inférence en une de maniére en particulier a linéariser les preuves.
Soit E un ensemble d’équations. On note =g la plus petite congruence telle que

Vo€, Vs=t€ FE, sc =gto

L’existence et I’unicité d’une telle relation sont laissées en exercice.

On peut formuler la congruence =g d’une maniére un peu différente, comme la fer-
meture transitive réflexive de la plus petite précongruence <> g sur T'(F, X) telle que
s =t € F = Vo € %,s0 <+ to. Par définition, on a donc s < g t ssi il existe une
position p € Dom(s) et une substitution o € X telles que s|, = lo ett = s[ral,,.

Lemma 3.7 s =g t si et seulement si s <> t.

Proof: On montre aisément que <+7 est une congruence, d’ou I’on déduit qu’elle
contient =g. La réciproque est similaire. O

Remarquons que, comme T'(F') est une sous-algébre de T'(F, X), la restriction de =g
aT'(F) definit encore une congruence sur T'(F).

Remarquons également que T'(F, X')/—, est (canoniquement) munie d’une structure
de F'-algebre, la construction a été donnée dans le paragraphe 2.2.
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FE4 E3 El El

(zxy)*(z*xy))xy=exy exy=y

(@) r@ry) *y—1y (@xy)*x(@+y) sy =((zxy)*2) x(y*y)

(xy)*xz)*(y*xy) =y
E4

(wxy)*a)* (yxy) =y

(zxy)xz)*xe=((x*xy) *z)* (y *y)

(xy)*o)xe=y

E2

((a:*y)*.:c)*e:y ((xxy)*xx)*xe=(r*y)*xx

(x*xy)*xz =1y

(zxy)xxz =1y

(zxy)*z) sz =y*a ((z*xy)*xx)*xx = (T *y) * (r*x)

(zxy)*x(z*xx)=yx*2

E4 E2

(x*y)*(w*x):y*w (@xy)* (zxz) = (zxy)xe (zxy)xe=xz*y

(x*xy)x(x*xx)=x*Y

T*xY=Yyx=T

FIG. 3.2 — Preuve en logique équationnelle du théoréme : “tout goupe d’ordre 2 est com-
mutatif”
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Exemple 3.8 Reprenons I’exemple 3.2. E = {0+ z = z; s(z) + y = s(z +y)}. L’appli-
cation qui associe a tout n € N la classe de s™(0) dans T'(F")/ -, est un isomorphisme de
F-algebres. (N est muni de sa structure ““naturellé’ de F-algebre). La preuve est laissée en
exercice.

Proposition 3.9 Soit (S, F, E) une spécification équationnelle. Pour toute F'-algébre A
telle que A = E, il existe un unique homomorphisme h de T'(F) /-, dans A.

Cette proposition établit que T'(F')/—, est une algébre initiale dans la catégorie des
F-algébres qui sont des modeles de E. C’est pourquoi nous emploierons parfois le mot
“algébre initiale” pour désigner T'(F')/—,.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice. C’est une conséquence du théo-
réme 2.14 et du fait que 7'(F') contient au moins un terme de chaque sorte.

Onnote E = s = t lorsque toute F-algebre qui satisfait £, satisfait aussi s = t.

3.4 Théoreme d’adéquation

Un résultat ancien (Birkhoff 1933) établit I’adéquation de ce systéme de régles d’infé-
rence! dans le cas ol chaque sorte contient au moins un terme clos :

Theorem 3.10
EEs=t ©sopt & EF s=t

Autrement dit, une équation s = t est prouvable en utilisant les régles de la figure 3.1
ssi elle est valide dans tous les modeles de E. Le cas ou certaines sortes sont vides pose un
probleme de correction des régles dont la solution demande de manipuler explicitement les
quantificateurs, voir [11].

Preuve

— comme = (et =) est symétrique, il en est de méme de < g.
— =g est la fermeture transitive de <> g. (i.e. la plus petite relation transitive sur
T(F, X) qui contienne E).

La premiére équivalence exprime que =g est le plus petit point fixe de la relation de
déduction appliquée a F.

Si E+ s=t,alors E |= s = t. Ce résultat est prouveé par récurrence sur la longueur de
la déduction de s = ¢. Si cette longueur est 0, alors s =tet E =s=t.SiE+ E1 F s =,
la derniére déduction ayant lieu en une seule étape, alors E |= E; et s = ¢ se déduit de E;
par I’une des regles de la figure 3.1. L’égalité dans tout modele de F est une congruence et,
par définition des modeles, on peut appliquer n’importe quelle substitution sur les variables,
tout en préservant sa validité. D’oU F = s = t.

SiE |=s=t,soitalors A =T(F,X)/=,. A = E donc, par hypothése, A |=s = ¢
etainsi s =g t. O

Un systéme de régles d’inférence est dit correct si ¢ - 1) = ¢ = 9, completsi ¢ = ¢ = ¢ - ¢ et
adéquat s’il est correct et complet.
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La théorie équationnelle définie par la spécification (S, F, E) est I’ensemble des équa-
tions s =t de T'(F, X) tellesque E - s = t.

On note T'Hg, la théorie équationnelle de E. C’est un ensemble récursivement énume-
rable si X, F, E, S le sont.

3.5

1.

Exercices

SoitF={e:—s; I:3—38; *:8%xs— s} Soit Aunmodélede F = {exx =
z; I(x)xx =e; o (y*xz) = (x+y)*z}. Prouverque A =z xe = z.

Soit F = {0 :— nat; s : nat — nat; + : nat X nat — nat} et soit E I’ensemble
d’axiomes E = {0 + = = z; s(z) +y = s(z + y)}. Donner une F-algébre A telle
que AEFEetAFEz+0=2x Montrerque T'(F)/—-, Ez+0==z

L’intersection d’une famille de relation (R;);cr définies sur I’ensemble £ est la rela-
tion R définie sur & par :
aRb < Viel,aR;b

Montrer que I’intersection de précongruences est une précongruence. En déduire une
(autre) définition de =p.

F = {0 :— nat; s: nat — nat; +nat X nat — nat} et E = {0+ 2z = z; s(z) +
y = s(xz + y)}. Montrer que I’application qui associe a tout n € N la classe de
s™(0) dans T'(F')/—,, est un isomorphisme de F-algébres. (N est muni de sa structure
“naturelle” de F-algébre).

Prouver la proposition 3.9. La condition “FE fini” est elle nécessaire ? La condition
sur T'(F') de contenir au moins un terme de chaque sorte est elle nécessaire ?

Soit E un ensemble d’équations.

(a) Soit. A4 un modeéle de F, f une application de X dans A, 7 I’injection de X dans
T(F,X) et s I’application qui a tout terme de 7'(F, X') associe sa classe modulo
=pg. Montrer qu’il existe un unique homomorphisme h de T'(F, X))/ -, dans A
tel que Vz € X, h(s(i(z))) =4 f(x).

(b) Montrer que, pour tout modéle A de E, il existe un morphisme de T'(F, X))/ -,
dans .A mais que celui-ci n’est pas unique.

(c) Montrer que toutes les algébres initiales sont isomorphes. C’est a dire montrer
que, si A; et A, vérifient : pour toute F-algebre A, il existe un unique homo-
morphisme de A; dans A et un unique homomorphisme de A, dans A, alors
A; et As sont isomorphes.
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Chapitre 4

Calculs par Récriture

Les preuves equationelles sont fortement non-déterministes, donc se pretent mal au cal-
cul. Afin de les déterminiser, nous allons orienter les équations en des régles de récriture.
Les preuves auront alors la forme —* +—*.

Définition 4.1 Une régle de récriture est une paire (I,7) notée [ — r. Un ensemble de
régles de récriture R = {l; — r;}; est appellé systéme de récriture. On notera par Ep =
{l; = r;}; ’ensemble des équations associées a R.

Etant donné un systéme de récriture R, on dit que le terme s se récrit en le terme ¢ & la
position p € Pos(s), noté s —%, ¢, sil existe une régle I — r € R et une substitution ¢
telles que s|, = lo et ¢t = s[ro],. On pourra omettre p et R, mais aussi préciser la régle
[ — r utilisée.

On notera par —% la fermeture réflexive transitive de — . Les definitions et résultats
qui suivent s’appliquent en fait & des relations arbitraires sur des ensembles arbitraires.

Définition 4.2 Etant donnée une relation de récriture —s 5, on dit que s est R-irreductible,
ou en R-forme normale, s’il n’existe aucun ¢ tel que s — ¢, et que le terme R-irréductibe
t est une forme normale de s si s — 3 2.

4.1 Propriétés de confluence

En pratique, la récriture sert a tester I’égalité de deux termes par calcul de leur forme
normale. La propriété sous-jacente s’appelle propriété de Church-Rosser. Nous définissons
en méme temps trois propriétés tres proches, la propriété de Church-Rosser, la confluence
et la confluence locale. Ces propriétés sont représentées a la figure 4.1.

Définition 4.3 Le systeme de récriture R est Church-Rosser si pour tout couple de termes
(s,t) tels que s «—7, t, il existe un terme v tel que s —p v ett —pw.

Le systéeme de récriture R est confluent si pour tout triplet de termes (s,u,t) tel que
u—p s etu —5 ¢, alors il existe un terme v tel que s — 3 v ett —5 .

Le systeme de récriture R est localement confluent si pour tout triplet de termes (s, u, t)
tel que u — s et u — ¢, alors il existe un terme v tel que s — L v ett —Lv.
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Les propriéetés qui suivent sont vraies de relations binaires quelconques sur un en-
semble quelconque. Nous garderons toutefois le vocabulaire de la récriture comme support
a I’intuition.

Lemme 4.4 Un systéme de récriture est Church-Rosser si et seulement si il est confluent.

Preuve
Par récurrence sur la longueur des preuves équationelles.

Par contre, il n’est pas vrai que confluence et confluence locale soient des propriétés
équivalentes, comme le montre I’exemple de la figure 4.2. La non confluence des relations
localement confluentes considérées provient de I’existence d’un cycle dans le premier cas
et de chemins infinis dans le second.

Définition 4.5 Etant donnée une relation de récriture — , on dit qu’un élément so
est fortement normalisable s’il n’existe aucune suite infinie de récritures de la forme
S0 —>pS1—Rp... —pSn —>p-... Ondit qu’une relation de récriture — 5, termine,
ou est noetherienne, ou est fortement normalisablee si tout élément est fortement normali-
sable. Une relation a la fois noetherienne et confluente est dite convergente.

Terminaison et confluence sont des proprétés indécidables de la récriture de termes.
Nous verrons toutefois au chapitre 5 comment prouver qu’une relation de récriture termine.
Nous allons maintenant nous intéresser a la relation entre confluence et confluence locale
avant d’aborder la technique majeure de preuve de confluence au paragraphe 4.2.
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Theorem 4.6 (Lemme de Newmann) Une relation de récriture noetherienne est confluente
si et seulement si elle est localement confluente.

Preuve

On montre le cas si par récurrence noetherienne sur la relation de récriture. Dans le cas
général, u — u' — s et u — u” — s. Par propriété de confluence locale, il existe v’
tel que ' —* v’ et u”" —* v'. Par hypothese de récurrence appliquée a «’, il existe v” tel
que s —* v" et v’ —* v”. Par hypothése de récurrence appliquée a «”, il existe v tel que
v —* v et t —* v. Cette preuve est représentée a la figure 4.3.

4.2 Paires Critiques

Nous allons maintenant prouver la décidabilité de la confluence locale, donc de la
confluence, en supposant la terminaison.

Définition 4.7 On appelle paire critique de la régle g — d sur un renommage de la régle
[ — r alaposition p € FPos(l) tel que Var(l) U Var(g) = 0, I’équation ro = lo[do],)
telle que o soit un unificateur principal de g et {|,,.

Exemple 4.8 Soit R = {z+vy)+2z — =+ (y+ z) }. Renommant cette regle en (z' +y') +
z' = o' + (y' + 2'), les deux termes (z + y) + z et (z' + y') s’unifient avec I"unificateur
principal {z' — =+, y' + 2z}. La paire critiques est donc I’équation (z+y) + (z+2') =
(z+(y+2)+7.

Theorem 4.9 Un systeme de récriture R est localement confluent ssi ses paires critiques
sont confluentes.

Preuve

Soit u— ,, s et u—g %, avec ul, = lo et ul, = go, en supposant que Var(l) N
Var(g) = (). On montre I’existence d’un terme v tel que s —* v et t —™* v par cas suivant
les positions respectives de p et ¢. La preuve est représentée (sous forme simplifiée) a la
figure 4.4.
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— redex disjoints, c’est a dire p X ¢ : les deux récritures commutent.

— redex ancétre, c’est a dire ¢ = pq'q” tel que I|y = = € Var(l). Le probléme est
que ¢|, n’est plus une instance de [ si la variable z a plus d’une occurrence dans .
Il faut donc d’abord réécrire les termes xo aux autres occurrences de x dans /. Soit

{¢},---,4,} C Dom(l) 'ensemble des positions différentes de ¢’ telles que l|q2 =z
pour tout ¢ € [1..n]. Soit maintenant la substitution ¢’ telle que zo’ = zo[do]y et
yo' = yo pour toute variable y # z. Ona:t—*v' = t[zo[doly](dl,---,qn} =

tllo"], — t[ro’], = v. Par ailleurs, u[lo], — u[ro], —* u[ra’]p, et I’on conclue
la preuve en remarquant que u[ |, = t[]p.

— redex superposés, c’est a dire ¢ = pq' tel que ¢ € FDom(l). Dans ce cas,
uly = lo|y = go, et donc o est unificateur de {|, et g. Soit maintenant o = 67,
ou @ est I'unificateur principal de ces deux termes. Alors s = u[(l0)7], et t =
u[(10[g0)y )T]p. Comme (10) —* v <—"10[g0],, On en déduit que s —* s[v], =
ulv]p, = tfv], —*t.

Exemple 4.10 Considérons le systtme de récriture R = {(z +vy) +2 — =+ (y+2), (z+
0) — z}, et calculons ses paires critiques. On voit figure 4.5 que I’une d’elle n’est pas
confluente, et donc la récriture engendrée par les régles d’associative a droite et d’identité
ne conflue pas. Au contraire, la seule regle d’associativité est confluente.

Corollaire 4.11 Soit R un systéme de récriture noetherien. Alors R est confluent si et seule-
ment si pour toute paire critique (p, q), pl= q.

La confluence d’une relation de récritures est donc décidable sous I’hypothése de ter-
minaison.

4.3 Algébre des formes normales

Lorsque la relation de récriture est confluente et noetherienne, alors tout terme clos
posséde une forme normale unique. Mais la propriété de forme normale unique est plus
faible : le systeme de regles {a — a,a — b} posséde trivialement cette propriété sans étre
pour autant noetherien. En pratique, toutefois, il sera difficile de prouver cette proprété sans
I’hypothése de terminaison des calculs, car la confluence est indécidable.

Une propriété remarquable est alors que I’ensemble des formes normales closes peut
étre munie d’une structure d’algébre, et que cette algebre est initiale dans la classe des
algébres qui satisfont les axiomes équationnels considéres :

Theorem 4.12 Soit R un systeme de récriture pour lequel tout terme clos de 7'(F') possede

une forme normale unique. Alors la F-algebre dont le domaine est constitué de I’ensemble
des termes clos en forme normale, et dont les opérations sont définies par

f(ulia"'aun*l’) :f(ula"'aun)i

est initiale dans la classe des F-algebres qui satisfont les axiomes de E'g.
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Preuve
II suffit de vérifier que cette algébre est isomorphe a I’algébre quotient T'(F)/ =g,.

Cette construction a son importance pour la mise en oeuvre des preuves par récurrence.
Il se trouve en effet que I’ensemble des termes clos en forme normale est reconnaissable
par un automate ascendant d’arbre lorsque les régles sont linéaires gauches, et par un auto-
mate ascendant d’arbe avec transitions conditionelles lorsque les régles ne sont pas linéaires
gauches. Cet automate permet a son tour de calculer automatiquement un schéma de récur-
rence, permettant d’automatiser (partiellement) ces preuves.

4.4 Systémes canoniques

Etant donné un systéme de récriture R confluent et noetherien, il est judicieux de réduire
les regles de R avec R lui-méme :

Définition 4.13 Un systéme de régles est dit interréduit, si pour toute régle ! — r € R, r est
R-irréductible, et est (R — {I — r})-irréductible. Un systéme de régles est dit canonique
s’il est noetherien, confluent et interréduit.

Le mot canonique est justifié par la propriété suivante :

Theorem 4.14 Soit R et R’ deux systémes canoniques tels que (i) =Ep==p, et (i) RUR'
termine.
Alors R et R’ sont identiques (modulo renommage des variables).

Preuve
D’aprés les hypotheses, pour tout! — r € R, —% «—7F r. Par propriété de terminaison,
| —, dger ¥~ < 7. Le méme raisonnement appliqué a g — d € R’ montre que
g est réductible par une régle I’ — ' telle que I’ = lo, oU o est un renommage. D’ou
' =BruEy 70 = Epro. Comme ' est R'-irréductible par hypothése, ro —7%, , et par
le méme raisonnement que précedemment, ro = 7’ puisque r est R-irréductible.

Les systémes canoniques, et cette propriété, jouent un rble essentiel en théorie de la
récriture.

45 Exercices

1. On dit qu’un systeme de récriture (c-a-d, un ensemble de régles) est "interreduit”
si tout membre droit de régle est irréductible ainsi que tout terme plus petit qu’un
membre gauche de régle dans I’ordre d’imbrication s B¢ iff s|, = to et s # t.
Montrer que la notion de systéme canonique est inchangée pour cette nouvelle notion
d’interréduction. Montrer que la notion de canonicité obtenue n’est pas la méme si
un systeme de récriture est un multiensemble.

2. Soit R un systeme de récriture non noetherien, et = une relation sur les termes dont
la fermeture transitive soit =g,. On suppose de plus que = est fortement confluente,
c’est & dire que u = s et u = t implique I’existence d’un terme v tel que s = w et
t = u. En déduire que — ,, est confluente. Peut-on affaiblir la notion de confluence
forte de maniére a deduire la confluence des systemes de récriture suivants :
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-{a—¢ a—b, ¢c—b, c— a}. Détailler la preuve.
- {f(f (@) = f(=), f(a) = f(b), b — a}. Détailler la preuve.

. Etant donnée une relation noetherienne quelconque — sur un ensemble E et une
propriété P sur les éléments de E, montrer le principe de récurrence noethérienne
suivant :

(Vt(Vs s.t.t —> s = P(s)) = P(t)) = (VtP(t))

Ce principe s’énonce souvent eu disant que toute propriété P héréditaire (c-a-d. telle
que (Vt(Vs s.t. t — s = P(s)) = P(t))) est universelle (c-a-d. (VtP(t))).

. Montrer que la confluence locale d’une relation R noetherienne implique la propriété
de Church-Rosser de R en une seule application de la récurrence noethrienne a une
relation bien choisie que I’on construira & partir de la relation R.

30



Chapitre5

Terminaison

La terminaison d’un systéme de regles est indécidable. Due & Huet et Lankford, la pe-
miére preuve codait un probléme indécidable avec un nombre non borné de régles. Ulté-
rieurement, Dershowitz donnait un codage avec 5, puis 3 régles. Enfin, Dauchet est arrivé
a coder une machine de TUring arbitraire avec uniquement une régle, qui plus est linéaire
gauche et sans superposition sur elle-méme.

Puisqu’elle ne peut faire I’objet d’un calcul, la terminaison d’un systéme de régles doit
donc faire I’objet d’une preuve. Par la suite, nous examinons plusieurs des méthodes stan-
dard, qui sont généralement implantées dans les logiciels de récriture.

Prouver la terminaison d’une relation de récriture peut se faire de plusieurs manieres.
La premiere méthode consiste a montrer que la relation de récriture est incluse dans un
ordre bien-fondé. C’est pourquoi nous seront amenés a étudier les ordres bien-fondés sur
les termes au chapitre 6. La seconde revient a appliquer un principe de type "divide and
conguer"”, c’est-a-dire a prouver séparément la terminaison de plusieurs relations de récri-
ture dont la relation de départ est I’'union. Cette méthode porte souvent le nom de "modula-
rité" de la terminaison. La troisieme consiste a faire une preuve par récurrence. Les preuves
a la Tait-Girard utilisées en A-calcul typé font partie de cette derniere catégorie.

Le but de ce chapitre est d’introduire les deux premieres de ces méthodes, en commen-
cant par la plus importante, la premiére. En fait, la premiére méthode se subdivise elle-méme
en deux méthodes, dont la seconde est un raffinement de la premiére. Ces deux méthodes
sont basées sur la notion de pré-ordre de récriture. Par la suite, on désignera en général par
> un préordrel, par < son symmétrique, c’est-a-dire s < ¢ ssi t > s, par ~ I’équivalence
associée définie comme I’intersection = N <, et par >~ I’ordre strict associé défini comme
la différence > \ ~.

Définition 5.1 Une relation — sur une algébre de termes est : monotone si ¢’est une pré-
congruence 2 ; stable ssi so — to pour tous les s, t, o tels que s — ¢; et bien fondée si il
n’existe pas de suite infinie sg — §1... — Sp — ... °

1Un préordre est une relation réflexive transitive, un ordre est un préordre antisymmétrique

2Nous ne faisons qu’employer un nouveau vocabulaire dans le cas des relations d’ordre pour désigner une
notion déja existante, celle de précongruence. Le mot “monotone” est utilisé ici pour des raisons historiques ;
en fait ce sont les symboles de fonction de F' qui sont monotones pour > lorsque > est une précongruence.

3La encore, nous ne faisons qu’employer un nouveau vocabulaire pour la notion de normalisation forte
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Définition 5.2 Le préordre > est un préordre de récriture faible s’il est monotone, si >~ et
~ sont stables et si > est bien-fondée. C’est un préordre de récriture si les relations > et ~
sont monotones et stables et si - est bien-fondée.

On voit que la différence entre les notions de préordre de récriture et préordre de récri-
ture faible est dans la notion de monotonie qui est plus faible dans le second cas.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les deux méthodes a base de préordres de récriture
(faibles ou non), avant d’aborder brievement les questions de modularité.

5.1 Méthode de Manna et Ness

L’idée de base est donc de montrer que la relation de récriture est incluse dans un pré-
ordre bien fondé >~ sur les termes : R termine siVs,t s — 5 t, s > t. Bien s(r, on aimerait
n’avoir a vérifier la décroissance de I’ordre bien-fondé > que sur les paires de termes du
systeme de réécriture. Cela est possible pour les préordres de récriture :

Lemmab5.3 Soit R = {l; — r;}icr un sytéme de récriture. R termine ssi il existe un
préordre de récriture > tel que I; > r; pour tout i € I.

Proof: On montre que s —,. . ¢ implique s > ¢ ce qui résulte directement des la
stabilité et de la monotonie. On en déduit que la relation —s 7, est incluse dans -, d’ol le
résultat puisque > est bien fonde.

De nombreux exemples d’utilisation de ce théoréme simple sont donnés dans le cha-
pitre 5.

Notons que les conditions de monotonie et de stabilité ne sont pas néecessaire : il suffit
qu’elle soient vraies pour les paires de termes qui se récrivent. On utilise cette remarque
dans I’exemple qui suit.

Exemple 5.4 Considérons I’exemple de I’addition des entiers en représentation de Peano :

z+0 — =z
z+s(y) — s(z+y)

On définit I’ordre s > ¢ ssi ||s|| > |I¢]], avec

lz|| =0siz e X

o]l =1

[ls(u)l| = 1+ [|ul]

lu+ vl =1+ [lull + 2[v|
On vérifie que I’ordre obtenu est monotone, stable sur la relation de récriture (car si
s —+ 1, alors le nombre d’occurrences d’une variable = dans ¢ est au plus égal au nombre
d’occurrences de cette méme variable dans s) et bien fondé. On vérifie ensuite que

[z + 0]l =3>N [lz]l =0

lz+ syl =3>N lls(z+y)ll = 2.
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5.2 Méthode de Aarts et Giesl

La méthode précédente est locale, en ce sens qu’elle se préocuppe de chaque pas de
récriture. La méthode de Arts et Giesl est globale, en ce sens qu’elle est basée sur une
analyse des dérivations. Plus particulierement, elle est fondée sur un lemme d’existence de
dérivations d’une certaine forme. Pour cela, on notera par D = {f | f(I) — r € R}
I’ensemble des symboles définis et par C = F — D I’ensemble des symboles constructeurs.
L’idée est alors qu’une dérivation issue d’un membre gauche [ de regle doit récrire a la

seconde étape un sous-terme du membre droit dont le symbole de téte est dans D.

Définition 5.5 Etant donné un systéme de récriture R, on appelle paire de dépendance de
laregle I — r € R, toute paire de la forme (I, f(7)) ou f(7) est un sous-terme de r tel que
f € D. On appelle paire de dépendance de R une paire de dépendance d’une régle de R,
et on note par DP(R) I’ensemble des paires de dépendances de R.

On appelle maintenant chaine de dépendance de R, toute dérivation de la forme

Ug —>§A)* V0 —>%P(R) U1 —>§A)* v1 ..., que I’on notera par {u;, v; };.
Remarquons qu’a toute chaine de dépendance uq —>§fA)* o —>/[\,P(R) U1 —)EfA)* V..

on peut associer une dérivation ug —>§A)* Vo —>% vo[u1]po —>§A)

V0 ['Ul]po —)1;20 U()[’U,Q] R
Lemma 5.6 Soit R un systéme de récriture qui ne termine pas. Alors tout terme non forte-
ment normalisable contient un sous-terme non fortement normalisable f(@) ou f € Detw
est un vecteur de termes fortement normalisables.

Proof: Comme R ne termine pas, il existe un terme w qui est I’origine d’une dérivation
infinie. On montre la propriété par récurrence sur la taille de w.

Si w est de la forme C(v) ou C € C, alors nécessairement, I’un des v; est I’origine
d’une dérivation infinie, et I’on conclue alors par application de I’hypothese de récurrence
appliquée a v;.

Siw est de la forme f(w) avec f € D, il y a deux cas. Dans le premier cas, aucun terme
v € u n’est I’origine d’une dérivation infinie. Le lemme est alors démontré. Dans le second
cas, un terme v € @ est I’origine d’une dérivation infinie. On conclue alors par I’hypothese
de récurrence appliquée a v.

Lemma 5.7 Supposons que les chaines de dépendence de R sont finies. Alors, Vf € D,
f (w) est fortement normalisable si les termes de @ le sont.

Proof: Posons s = t ssi il existe une chaine de dépendance {u;,v;}; telle que s = w;
et ¢ = u; avec j > i. = est une relation bien fondée sur 7T'(F, X) puisque les chaines de
dépendance sont finies. La preuve du lemme est par récurrence sur = et par contradiction :
supposons I’existence d’une R-dérivation infinie issue d’un terme f (@) tel que @ est for-
tement normalisable. Cela implique I’existence d’une dérivation issue de f(w) de la forme
f(@) —>§A)* f(@) —&t— ... Donc il existe une régle f(I) — r € R et une substitu-
tion o telles que f(7) = f(I)o = f(lo) ett = ro. Comme @ est un vecteur de termes forte-
ment normalisables et que @ —, 7, T I’est aussi et comme v = o, la substitution o est for-
tement normalisable. Par le lemme 5.6, le terme non fortement normalisable ro contient un
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sous terme non fortement normalisable g(w) tel que w soit fortement normalisable. Comme
o est fortement normalisable, nécessairement g(w) = ro|, avec p € FDom(r), et donc
g(w) = g(7)o. Il S’ensuit que f(v) = 1) sa(r) g(w) etdonc f(w) = g(w). Par hypothése
de récurrence, g(w) est donc fortement normalisable, une contradiction.

Theorem 5.8 R termine si ses chaines de dépendance sont finies.

Proof: On montre que tout terme est fortement normalisable par récurrence sur la taille
des termes. Soit ¢ = f(w). Par hypothese de récurrence, @ peut étre pris fortement normali-
sable. Si f € C, t est clairement fortement normalisable. Sinon, ¢ est fortement normalisable
par le lemme 5.7.

On en déduit comme corollaire :

Theorem 5.9 R termine s’il existe un préordre de récriture faible tel que
(i) I = r pour toute régle I — r € R,
(ii) s > ¢ pour toute paire de dépendance (s,t) € DP(R).

Proof: Si R ne terminait pas, d’apres le théoreme précédent, il existerait des chaines de
dépendances infinies. Soit g —>§A Vg —%P(R) U1 —>§A v1 ... une telle chaine. On a
immédiatement ug > vo par monotonie de > et vy > wy par stabilité de I’ordre strict, etc,
et donc ug = uq > uq ..., ce qui contredit la bonne fondation de .

Exemple 5.10 Considérons a nouveau I’exemple de I’addition des entiers en représentation
de Peano. Le systeme possede une unique paire de dépendance :

(r+5(y),z +y)

La terminaison de ce systéme peut alors étre prouvée plus naturellement que précédemment,
en définissant I’ordre s > ¢ ssi |s| >\ |t/ avec

|lz| =0siz e X

s(u)] =1+ |u

[utv|l =1+ |u|+ |v]
On vérifie que I’ordre obtenu est un préordre de récriture (la stabilité étant vérifiée sur la
relation de récriture et bien fondé. On vérifie ensuite que

r+0 ~ zx
z+s(y) = s(z+y)
z+s(y) >~ z+y

En pratique, le gain obtenu par rapport a la méthode de Manna et Ness est faible, car
le méme préordre est utilisé pour les regles de R et les paires de DP(R). Remarquons
que c’est maintenant I’orientation stricte des paires de dépendance avec un préordre de
récriture faible qui assure la terminaison des récritures. Pour les régles ¢ — d, il suffit
que le couple (g, d) soit formé de paires équivalentes dans I’équivalence engendrée par le
préordre, comme dans I’exemple ci-dessus.

En fait, on peut améliorer drastiqguement ce reésultat d’un point de vue pratique de la
maniére suivante : on va dupliquer I’alphabet D avec un nouvel alphabet D = {f | f € D}.

Une paire de dépendance avec duplication de la régle f(I) — r € R, sera alors une paire
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de la forme (f(I),g(7)) ou g(7) est un sous-terme de r tel que g € D. La notion de chaine
de dépendance n’en est pas affectée puisque les récritures qui interviennent avec R portent
sur des sous-termes stricts des membres des paires de dependance.

Il est facile de vérifier que les résultats précédents restent vrais avec cette nouvelle
définition des paires de dépendance. Cela résulte du lemme :

Lemma 5.11 Les chaines de dépendance sont finies ssi les chaines de dépendance avec
duplication sont finies.

Proof: C’est I’argument précédent.

Exemple 5.12 Considérons I’exemple de I’addition et multiplication des entiers en repré-
sentation de Peano.
Les paires de dépendance du systeme :

z+0 — =z
z+s(y) — s(z+y)
zx0 — 0

zxs(yy — zxXy+zx

sont au nombre de trois, les premiére et troisiéme régles n’en créant pas :

(z+s(y), z+y)

pour la deuxiéme régle et
{zxs(y), zxy)
(zxs(y), (z x y)+z)
pour la quatriéme.
On peut alors conclure grace a I’interprétation polynomiale simple (voir chapitre 6) :

[XWz,y) =zy+1; [F(z,y) =z +y;
[x](z,y) = zy; [+](z,y) = = +y;
[s](z) =z +1; [0] = 0.

En fait, la méthode de Aarts et Giesl peut se ramener a celle de Manna et Ness. En effet,
une fois que I’on sait que le systeme R termine, sa relation de dérivation est un ordre de
réécriture qui permet de prouver la terminaison de R. On voit bien que cette méthode ne fait
qu’apporter un certain confort a I’utilisateur, ce qui n’est bien sir pas une mince affaire.

5.3 Modularité
L’union de deux systémes de regles R, et Ry qui terminent tous deux ne termine pas
nécessairement, comme le montre I’exemple simple Ry = {a — b}, Rz = {b — a}.

Ce qui est plus surprenant est que cela reste le cas lorsque les deux systémes de régles ne
partagent aucun symbole de fonction, comme le montre I’exemple suivant di a Toyama :

Ry ={or(z,y) = z, or(z,y) =y}, Re={f(a,b,z) = f(z,z,z)}
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La terminaison de R; est évidente, il suffit d’interpréter un terme par sa taille. R, ter-
mine également, on pourra interpréter un terme par le nombre de radicaux distincts qu’il
contient. Par contre, I’union de R, et de Ry ne termine pas, en effet :

f(or(a,b),or(a,b),or(a,b)) — f(a,or(a,b),or(a,b)) —
f(a,b,or(a,b)) — f(or(a,b),or(a,b),or(a,b)) — ...

On peut bien sir se demander si la non-confluence de R; joue un role, mais il n’en est rien,
comme le montrer I’exemple modifié qui suit :

Rl {maj(x,av,y) Y, ma'j(xayax) - Y, maj(yaxax) - y}
R2 {f(1’27$) — f(xa$ax)7f($7yaz) - 051 — 072 — 0}

pour lequel la dérivation infinie est issue du terme
f(maj(0,1,2),maj(0,1,2),maj(0,1,2)).

On montrera en exercice que chaque systéme est confluent et termine.

Par contre, la duplication des variables de la régle de R joue un réle essentiel, ainsi que
la possibilité de projeter un terme sur I’un de ses sous-termes ce que réalisent les régles de
R;.

5.3.1 Commutation

Dans ce paragraphe, nous allons donner une condition suffisante trés utile en pratique
de modularité d’une union.

Deéfinition 5.13 Soient — 5 et — p deux relations sur un ensemble S. On dit que R;
commute sur Ry si la propriété suivante est satisfaite :

Vs, t,u € S such that s — u —¢, Jv € S such that s — v —— ¢
Ry Ry Ri RiURy

Proposition 5.14 Supposons que les deux relations — 5, et — . soient bien fondées et
que Ry commute sur Ry, Alors la relation — = — 5, U——p_ est bien fondée.

Preuve

On montre que pour tout terme w, toute dérivation issue de w pour la relation
— g, U—>p, est finie. La preuve est par récurrence sur le couple (w,n), ou n est le
nombre d’étapes consécutives avec Ry séparant w de la premiére étape avec R; (on prendra
n = oo au cas ou la dérivation ne contient aucune étape R;1). Les paires (w,n) seront com-
parées lexicographiquement, le premier argument avec la relation —  , le second avec
I’ordre sur les entiers naturels. Il'y a trois cas (une fois éliminé le cas trivial d’une dériva-
tion vide) :

1. Ladérivation est de laforme w —  s....Comme w — p s, la dérivation issue de
s est plus petite que la dérivation initiale, donc elle est finie. 1l en est donc de méme
de la dérivation issue de w.

2. La dérivation ne contient aucune étape R;. Alors elle ne contient que des étapes Ra,
et comme — 5, est bien fondée, elle est finie.
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3. La dérivation est de la forme w —% s —p u—>p t.... Cette dérivation est
donc mesurée par le couple (w,n + 1). Par la propriété de commutation, il existe
v tel que s —f, v —*t. La dérivation w — s —3 v—*t... est mesurée
par le couple (w,n). Par hypothése de récurrence, elle est donc finie, ce qui implique
la finitude de la dérivation de départ.

Malgré I’apparence constructive de cette preuve, ce résultat n’est pas un théoréme in-
tuitioniste en général. La raison n’est pas immédiatement apparente. D’ou une question
naturelle : sous quelles conditions sur les relations Ry et Ry la preuve ci-dessus est-elle
constructive, faisant du résultat un théoréme intuitioniste ?

Un cas particulier s’avére d’une importance essentielle :

Corollaire 5.15 Soit — ;, une relation de recriture qui termine. Alors la relation — , Ur>
est bien fondée.

Proof: On montre simplement que la récriture commute sur sous-terme strict, ce qui est
évident.

Ce corollaire sert trés souvent en pratique. Notons que la relation obtenue est stable,
mais pas monotone.

5.3.2 Unions disjointes

Une condition suffisante de modularité consiste a interdire la présence simultanée de
régles de projection (de la forme ! — z ou z € Var(l)) dans R, et de regles qui dupliquent
une variable dans R,. On pourra consulter [10].

Une autre condition suffisante consiste a demander que les systémes soient canoniques
et linéaires gauches [19].

Ces résultats sont techniquement non triviaux. En particulier, aucune preuve vraiment
simple n’est connue pour le second.

5.4 Exercices

Exercice 5.16 Donner un codage des machines de Turing par un systeme de récriture, tel
que, si R est le code de la machine M, alors M s’arréte lors du calcul de la donnée u ssi
le code de u est fortement normalisable pour R.

Exercice 5.17 Soit R un systéme de récriture sans variables, et > I’ordre sur les regles
définit par I — r < g — d ssi r est réductible par ¢ — d.

1. Montrer que > est bien fondé ssi il est sans cycle.
2. Montrer que R ne termine pas si > possede un cycle.

3. Montrer qu’il existe toujours une dérivation infinie avec une infinité d’applications
de regles en téte dans le cas ou R ne termine pas.

4. En déduire que R termine si > est sans cycle.
5. En déduire que la terminaison de la réécriture avec R est décidable.
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Exercice 5.18 On définit la relation s — ¢ si et seulement si il existe une position p €
Pos(s) et une substitution o : Var(s) — X telles que (s|,)o = t.

Soit maintenant — , une relation de réécriture qui termine. Montrer que la relation
— r U — termine. Est-elle monotone ? stable ?
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Chapitre 6

Ordres bien fondés sur les termes

Les ordres bien fondés sur les termes et leur construction sont I’outil de base des preuves
de terminaison des systémes de réécriture et plus généralement des programmes informa-
tiques. L’ objectif est de donner quelques briques de base permettant, via des fonctions d’in-
terprétation, de construire des ordres bien fondés adaptés au probléme a traiter. Nous don-
nons tout d’abord quelques définitions essentielles sur les relations avant de présenter les
extensions lexicographique, multi-ensemble et arbre d’une relation. Nous terminons par les
ordres de simplification qui jouent un rdle essentiel en théorie comme en pratique.

6.1 Préordres

Des définitions présentées usuellement dans le cas des ordres le seront ici pour des pré-
ordres, voire pour des relations quelconques. Elles coincideront avec les définitions usuelles
dans le cas des (pré-) ordres. Les preuves manquantes, supposées faciles, sont laissées au
lecteur.

Définition 6.1 Une relation binaire > sur un ensemble D est
— totale si deux éléments quelconques de D sont en relation ;
— réflexive siz = x pour toutz € D ;
— antiréflexive s’il n’existe aucun z € D tel que = > = ;
— symétrique si x > y pour tous z,y € D telsque y = x;
— antisymétrique si z = y pour tout couple z,y € D telque z > yety = z;
— transitive si x > z pour tous z,y,z € Dtelsquexz = yety = z;
— un préordre si elle est a la fois réflexive et transitive ;
— un ordre si elle est a la fois réflexive, transitive et antisymétrique ;
— un ordre strict elle est & la fois antiréflexif et transitif.

Notons qu’un ordre strict est nécessairement antisymétrique.

Définition 6.2 A tout préordre >, on associe I’équivalence ~ telle que a ~ b ssi a > b et
b = a, et I’ordre strict > tel que a > bssia > betb ¥ a, de telle sorte que >=> & ~.

On se propose maintenant d’étendre la définition 6.2 a des relations quelconques, de
maniére a ce que les parties équivalentes et strictes ~ et = d’une relation quelconque > en-
gendrent respectivement (par fermeture transitive stricte ou non suivant le cas) I’équivalence
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et la partie stricte du préordre =* engendré par >. Les preuves manquantes sont laissées au
plaisir du lecteur.

Définition 6.3 Etant donnée une relation quelconque >, on définit :
— sa symétrique < telleque a < bssib > a;
— sa partie équivalente ~ telleque a ~ bssia =* betb >=*a;
— sa partie stricte > telleque a > cSSia = b,b ~ cetc #* a.
Une relation est stricte si elle coincide avec sa partie stricte.

On notera que les parties équivalente et strictes d’une relation quelconque ne sont in-
cluses dans la relation elle-méme, mais dans sa fermeture transitive réflexive, c’est-a-dire
dans le préordre qu’elle engendre. Cela est nécessaire si I’on veutr que la partie stricte d’une
relation ne contienne pas de circuit.

Property 6.4 Etant donnée une relation quelconque >,
e ~ est une équivalence qui coincide avec I’équivalence associée au préordre =*;
e T est un ordre strict qui coincide avec I’ordre strict associé au préordre >=*,

Proof: On se contente de prouver la seconde propriété. =T étant transtif par définition, il
suffit de montrer I’antiréflexivité, ce qui est fait par I’absurde. On suppose donc I’existence
d’une suite de la forme z >~ z1 ...z, > z avec n > 0. La définition de > et une récurence
aisée sur les entiers permettent d’engendrer la contradiction z =* z etz #* =. a.

Dans le cas des ordres, on obtient donc :

Property 6.5 Soit > un préordre sur D. Alors ~ et > sont respectivement I’équivalence et
I’ordre strict associé au préordre.

Les notions de partie stricte d’une relation et de relation stricte nous permettent mainte-
nant de donner des définitions générales conduisant a la notion de bonne fondation :

Définition 6.6 Etant donnée une relation stricte > sur D, un élément z € D est
— en forme normale ou irréductible s’il n’existe aucun élémenty € D tel que z > y;
— normalisable s’il existe une suite finie d’éléments de D issue de x qui se termine en
une forme normale, c’est-a-dire de la forme z = 29 > ... > z, ou x, est en forme
normale ;
— fortement normalisable s’il n’existe aucune suite infinie d’éléments de D issue de 1,
c’est-a-dire de laforme z1 = zo > ... = zp > ...;

Définition 6.7 Une relation > sur D est bien fondée si tout élément de D est fortement
normalisable.

Cette définition s’utilise usuellement pour des préordres : un préordre est bien fondé
si sa partie stricte I’est. Nous aurons I’occasion de I’utiliser pour des relations arbitraires.
Notons toutefois que grace a la propriété 6.4, la différence est ténue :

Property 6.8 Soit > une relation bien fondée. Alors sa fermeture transitive =* est un pré-
ordre bien fondé.
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Nous passons maintenant a la notion de belle relation, généralisant la notion de beau
préordre.

Définition 6.9 Etant donnée une relation < sur D,
— un élément s € D est beau si pour toute suite infinie {s;},.y d’éléments de D issue
de s = s, il existe un couple d’entiers naturels j < k tel que s; < sy ;
— la relation < est belle si tout élément de D est beau.

Notons que la fermeture transitive d’une belle relation est belle également.

Définition 6.10 Une relation de préordre < sur D est un beau préordre ou un pré-bel ordre
si elle est belle.

On remarquera le changement de sens des relations, lorsque I’on parle succesivement
de relation bien fondée et de belle relation. Ce changement n’est pas purement formel dans
le cas des relations transitives, comme le montre la propriété suivante :

Property 6.11 Soit < un beau-préordre sur D. Alors > est un préordre bien-fondé.

Proof: Soit sg > s1 ... une suite infinie strictement décroissante d’éléments de D. Par
définition des beaux preordres, il existe 7 < j tels que s; < s;. Par transitivité de >, on
obtient également s; > s;, aboutissant a une contradiction.

La réciprogue est vraie dans le cas des relations totales uniquement.

Exemple 6.12 Sur T'(F'), la relation > définie par
t>u ssi |t| >N |yl

(i.e. les termes sont comparés suivant leur taille) est une relation de préordre, mais pas
une relation d’ordre en général car deux termes peuvent avoir la méme taille sans étre
identiques. On vérifiera que > est bien fondée, et que < est un beau préordre.

Exemple 6.13 Larelation d’ordre habituelle sur N est bien fondée. Mais la relation d’ordre
sur Q ne I’est pas.

Exemple 6.14 Supposons que F' ne contient qu’un symbole binaire -. On définit I’applica-
tion ¢ de T'(F, X) dans N par :

- $u-v) Z 29(u) + $(v) + 1

— ¢(z) = 0 pour zx variable.
On définit alors la relation > sur T'(F, X) par t > u ssi ¢(t) > ¢(u). La relation ainsi
définie est une relation de préordre bien fondée.

Exemple 6.15 La relation d’égalité sur un ensemble D fini est un bel ordre. Ce n’est pas
vrai si D est infini.

Exemple 6.16 Tout préordre total bien fondé est un beau préordre ; Les préordres d’inter-
prétation dans les entiers construits au chapitre précédent sont des beaux préordres (ainsi
que tous les ordres définis a partir d’interprétations dans des ensembles munis d’un beau
préordre).
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Notons que I’ordre sous-terme est bien fondé, mais n’est pas un beau préordre :

Exemple 6.17 Soit F' contenant f binaire et 0 (constante), on construit les suites ¢,, et u,
de termes de la fagon suivante : tg = 0 et t,,1 = f(0,%,) etu, = f(f£(0,0),t,). La suite
t, est croissante pour I’ordre sous-terme, mais dans la suite u,, il N’y a aucune paire de
termes comparables pour I’ordre sous-terme.

Nous énongons maintenant quelques propriétés simples des beaux préordres et des pré-
ordres bien fondés.

Property 6.18 Soient > et > deux préordres sur D tels que >=C>. Alors, = est un préordre
bien fondé si > est un préordre bien fonde.

Property 6.19 Soient < et < deux préordres sur D tels que <C<. Alors < est un beau
préordre si < est un beau préordre.

Les ordres bien fondés se conservent donc par restriction, alors que les beaux préordres
se conservent par extension. Ce sera une raison de leur utilité. La seconde est qu’ils per-
mettent de construire systématiquement des familles de préordres bien fondés, en combinant
la propriété ci-dessus avec la propriété 6.11.

Nous allons conclure par une propriété caractéristique des belles relations.

Property 6.20 Soit < un belle relation sur D. Alors, pour toute suite infinie {s;},.py d’élé-
ments de D, il existe une suite infinie strictement croissante d’entiers naturels {i;},.\ tels
que Si; = Sijp1-

Proof: Soit {s;};y une suite infinie de D. On raisonne par I’absurde. Si la propriété
n’est pas vraie, on considere la suite croissante maximale issue de s;. Cette suite est non
vide d’apres I’hypotheése que < est un beau préordre. Soit donc s;, son élément maximal.
On recommence avec I’élément s;, 11, et I’on montre donc par application répétée de ce rai-
sonnement I"existence d’une suite infinie strictement croissante d’entiers naturels {i;},. N
tels que s;; soit maximal, c’est-a-dire tels que Vk > i, ﬁ(sij =< si). La suite des éléments
maximaux étant ainsi infinie, on peut lui appliquer I’hypothése de beau préordre, d’ou I’on
en deduit qu’un certain élément s;, n’est pas maximal, résultant en une contradiction. O

6.2 Préordres d’interprétation

Un des moyens les plus utilisés pour prouver la terminaison d’un programme ou d’un
ensemble de régles est de construire, comme dans les exemples précédents, une fonction
d’interprétation ¢ des termes (ou des données du programme) dans un domaine D muni
d’un préordre bien fondé > . L’ensemble des termes (ou données) est alors muni du pré-
ordre bien fondé défini par :

>y ssi @(z) >p )

D’un point de vue formel, la fonction d’interprétation ¢ est un homomorphisme de la F-
algébre (libre) des termes dans une certaine F-algébre construite sur le domaine D. Plus
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précisément, c’est la définition de ¢ qui définit la F-algébre sur D, car ¢ a pour role d’in-
terpréter les symboles de fonction de F dans le domaine D. Il suffit donc de se donner
la structure de F-algébre sur D d’une part (c’est-a-dire I’interprétation des symboles de
fonction), et la valeur de I’homorphisme ¢ pour les variables de X.

Exemple 6.21 Soit la régle de mise en forme normale disjonctive en calcul propositionnel
(on suppose que les négation n’apparaissent que sur les variables propositionnelles) :
(PVQ)AR— (PAR)V (QAR)

(ou P, @, R désignent n’importe quelle formule du calcul propositionnel ; cette regle pou-
vant elle aussi étre appliqué a n’importe quelle sous-formule). On considére la fonction
d’interprétation dans les entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 munis de leur ordre ha-
bituel définie comme suit :

¢(P) ) Si P estun littéral
$(PV Q) L ¢(P) + $(Q) +2
$(P A Q) E $(P) x $(Q)

On peut remarquer alors que :

o((PVQ)AR) $(PV Q) x ¢(R)

= ¢(P) x ¢(R) + 4(Q) x ¢(R) +2 x $(R)

et que
P(PAR)V(QAR)) = ¢(PAR)+$(QAR)+2
= ¢(P) x ¢(R) + ¢(Q) x ¢(R) + 2
Mais comme ¢(R) > 2, ¢((PVQ)AR) > ¢((PAR)V(QAR)). De plus, on peut vérifier
la monotonie du préordre défini par ¢ avec V et A :

(¢(P) > ¢(Q)) = ¢(PAR)>$QAR)
(¢(P) > $(Q)) = ¢(PVR)>¢QVR)
par croissance de la fonction d’interprétation. L’application de la régle a n’importe quelle
sous-formule retourne donc une nouvelle formule strictement plus petite.
On vérifie aussi la compatibilité de ¢ avec I’associativité et la commutativité des
connecteurs A, V, par associativité et commutativité de I’adition et de la multiplication
des entiers naturels.

Les fonctions d’interprétation que nous avons vues jusgqu’a maintenant étaient toutes
polynomiales. Les fonctions polynomes présentent un grand intérét pratique : elles sont au-
tomatiguement monotones pourvu que, pour chaque symbole de fonction f d’arité =, le
polyndéme d’interprétation P(z1,...,z,) Soit une somme de mondmes a coefficients en-
tiers positifs, que chaque indéterminée z;, 7 € [1..n] figure dans au moins un mondme, et
que le domaine d’interprétation soit un sous-ensemble de IN. Notons que la construction de
préordres de récriture faibles ne nécéssite pas des conditions aussi draconiennes : les co-
éfficients peuvent ne pas étre positifs, et certaines indéterminées peuvent ne pas apparaire
dans un mondme. Par ailleurs, les fonctions d’interprétation polynomiales sont naturelle-
ment stables. En effet, la comparaison de deux polynémes se fait automatiquement pour
toute valeur du domaine d’interprétation. Pour en savoir plus, lire [5], accessible depuis le
site CIME. Notons que les techniques mises en oeuvre dans CiME ont permis des preuves
de terminaison de systémes complexes (comportant plusieurs centaines de regles).
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6.3 Ordinaux

Les ordres bien fondés permettent d’effectuer des preuves par récurrence, suivant la
régle de déduction déja vue :

Si une propriété P est vraie sur les éléments minimaux de D (i.e. ceux pour
lesquels il n’y a pas d’éléments strictement plus petits) et si Vy € D, (Vz €
D(z <y= P(z))) = P(y),alorsVz € D, P(x).

Les ensembles munis d’un ordre total bien fondé sont aussi appelés ordinaux (en fait,
la notion d’ordinal est inséparable de celle d’ensemble ; cette "définition" n’est donc pas
correcte car elle présuppose la notion d’ensemble). Les ordinaux sont considérés "a isomor-
phisme pres" : deux ensembles totalement ordonnés (A, >) et (B, >') tels qu’il existe une
bijection ¢ de A dans B telle que z < y si et seulement si ¢(x) < ¢(y) sont considérés
comme le méme ordinal.

Quoique la manipulation d’ordinaux ne soit pas nécessaire dans ce cours, nous en don-
nons ci-dessous une présentation trés succincte.

Le plus petit ordinal (I’ensemble vide) est aussi noté 0. Si a(= (D, >)) est un ordinal,
a + 1 est I’ordinal obtenu en adjoignant a D un élément plus grand que tous ceux de D
(qu’on peut identifier a I’ensemble D lui-méme, la relation > étant alors identifiée a I’ordre
d’appartenance). Un ordinal o est un ordinal successeur s’il existe un ordinal g tel que
a = B+ 1. Un ordinal qui n’est pas un successeur est appelé ordinal limite. w est le plus
petit ordinal limite : c’est I’ensemble des entiers naturels munis de son ordre habituel. C’est
aussi le plus petit ordinal plus grand que chaque entier naturel.

De méme que pour la régle de récurrence ci-dessus, on peut définir une fonction par
récurrence transfinie de la fagon suivante (on admettra la correction de telles définitions,
qui en général, n’ont pas de sens en théorie des ensembles, mais qui, pour notre propos dans
la suite, ne posent pas de probléme) :

si h est une fonction de D? dans D (ou D est un ordinal) et a € D, alors il
existe une unique fonction f telle que
- f0)=a
- f(z+1) = h(f(z),7)
- f(z) =sup{f(y) | y < x} si z estun ordinal limite
On utilise aussi couramment la somme et le produit de deux ordinaux qui sont définis
pas récurrence transfinie par :
—z4+0%,
g+ y+1) ¥ (@+y) +1
z+y o sup{z + z | z < y} si y est un ordinal limite
zx0%0
xx(y+1)d:ef:vxy+:1:
T XYy o sup{z x z | z < y} siy estun ordinal limite.

Exemple 6.22 On peut réaliser, par exemple w + w en ordonnant les entiers comme suit :

Si n et m ont méme parité, alors n < m ssi n <y m. Si n est pair et m est
impair, alors n < m.
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Plusieurs propriétés de cette arithmétique des ordinaux sont données en exercice. Re-
marquons néanmoins que I’addition des ordinaux n’est pas commutative car, par exemple,
l+w=sup{l+z|z<w}=wF#w+1.

Enfin, on peut de méme définir I’exponentiation :

-z =1

— vt ® oy g

- ¥ sup{z* | z < y} si y estun ordinal limite.

Pour terminer avec ces notations, on note ¢ le plus petit ordinal « tel que o = w®.
C’est aussi la borne supérieure de I’ensemble {w,ww,w‘“”,w‘““w ,---}. Plus généralement,
si 8 est un ordinal eg; est le plus petit ordinal « tel que @ = €. Cest aussi la borne
supérieure de I’ensemble {eg,e;ﬁ,egﬁ ,e;" ,---}. Si maintenant -y est un ordinal limite, e,
sera défini comme la limite (c-a-d, le sup) des ordinaux ¢, pour a < ~y. Cette construction
nous fournit les ordinaux-e. Pour aller au deld, il faut introduire une nouvelle notation,
I’ordinal Ty, limite de tous les ordinaux e.

6.4 Fonctionnelles de relations asssociées aux structures de don-
nées essentielles

Nous allons définir des fonctionnelles sur les relations qui préservent les propriétés
de transitivité, de bonne fondation et de bel-ordre. La préservation de la bonne fondation,
indépendemment de la préservation de la transitivité, est un point essentiel pour la suite.

6.4.1 Extension produit

Soient (D1, *1), ..., (Dy, =) des domaines (non vides) munis de relations. On munit
I’ensemble Dy x...x D, des n-uplets d’éléments de D, ..., D, delarelation (>1,..., >,
) x, Notée ici = et appellée produit, définie par :

(a1, ... an) =x (b1,...,by) iff Vi€ [1l.n] a; =; b;

(al, ce ,an) ~y (bl,. .. ,bn) iff Vi € [177,] a; ~; b;

Notons que la partie stricte de = implique la partie stricte d’au moins une composante.

Proposition 6.23 La relation > est

— un préordre sur (Dq,>1) X ... X (Dy, =,) dont I’équivalence est la relation ~ si
les relations >, ..., >, sont des préordres dont les équivalences sont les relations
M, g,

— bien fondée si les relations >4, ..., >, sont bien fondées ;

— un pré-ordre bien-fondé si les relations >1, ..., >, sont des préordres bien fondés ;

— un beau préordre sur Dy x ... x D, si et seulement si les relations >=; sont toutes
des beaux préordres sur D;.

Preuve
Par récurrence sur la taille des n-uplets. O

45



Notons qu’il ne suffit pas que les relations >=; soient toutes belles pour que I’ordre
produit induit soit beau : il faut de plus qu’elles soient transitives a I’exception de la derniére.
La preuve de cette propriété est recommandée au lecteur.

6.4.2 Extension lexicographique

Soient (D1, >1), ..., (Dy, >y) des domaines (non vides) munis de relations. On munit
I’ensemble Dy x...x D, des n-uplets d’éléments de D, ..., D, de larelation (>1,...,>,
)ie NOtEE iCi >, définie comme I’union des deux relations suivantes :

(al,... ,an) >lex (bl,... ,bn) iff 35 > 1,Vj < i,aj ~; bj eta; >; b;
(a17 s aa”n) lex (b17 s ’bn) iff Vi > ]-7 a; =4 b’L
Proposition 6.24 La relation >, est
— un préordre sur (D1, >1) X ... x (Dy, =) dont I’équivalence est la relation ~.,. si
les relations »1, ..., >, sont des préordres dont les équivalences sont les relations
e P
— un ordre si et seulement si chacune des composantes est une relation d’ordre ;
— totale ssi chacune des composantes est totale ;
— bien fondée si les relations >4, ..., >, sont bien fondées ;
— un pré-ordre bien-fondé si les relations >1, ..., >, sont des préordres bien fondés ;
— une belle relation si les relations =1, ..., >, sont belles ;
— un beau préordre sur Dy x ... x D, si et seulement si les relations >=; sont toutes
des beaux préordres sur D;.

Proof: On fait la preuve de bonne fondation dans le cas de relations bien fondées. Sup-
posons que >, est une relation bien fondée, et soit {af}jEN une suite strictement dé-

croissante de D;. La suite {(a1,...a;_1,a,ait1,..- ,an)}jeN est une suite strictement
décroissante pour >;.,. (OU ag, pour k # 4, est un élément quelconque, fixé, de Dy.)

Réciproguement, on procéde par récurrence sur la taille k£ des k-uplets, et par contra-
diction. La propriété est triviale pour le cas de base, k¥ = 1. Pour le cas géné-
ral, soit {(a¥,...,ak)},cN Une suite strictement décroissante pour >;,. Notons que
(a1y.-.,0n) >iex (b1,...,by) implique a; >1 by, et donc la suite {a’f}de est décrois-
sante pour >;. Comme > est bien fondé, elle est nécessairement stationnaire a partir d’un
certain rang n. Il s’ensuit que la suite {(a%, ... ’alﬁ)}kzn\]n est une suite infinie strictement
décroissante ce qui contredit la bonne fondation de I’ordre pour les (k — 1)-uplets. O

La preuve que I’extension lexicographique préserve la beauté des relations est laissée
au lecteur. La propriété résulte de la transitivité de la partie équivalente d’une relation arbi-
traire.

Exemple 6.25 Montrons un exemple d’utilisation de la composée lexicographique. R est
le systéme de réécriture

- Yy-a
- x-

y - b)

{(Rl) z-(y-z
(R2) (z-y)-a

ou ¢ et b sont des constantes distinctes.
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On construit les fonctions d’interprétation : ¢ (u) est la taille de u et ¢o(u) est le
nombre d’ocurrences de a dans . Soit alors ¢ la composée lexicographique : ¢(u) =
(¢1(u), po(u)) € N2. On vérifie que :

— si u se réécrit en v par larégle R1, ¢1(u) > ¢1(v).

— Si u se réécrit en v par la régle R2, alors ¢1(u) = ¢1(v) et ga(u) > Pa(v).

Donc, dans tous les cas, ¢(u) > ¢(v). Ce qui prouve la terminaison de R puisque >,
est bien fondé.

6.4.3 Extension multi-ensemble

Il s’agit cette fois de construire des relations sur les multi-ensembles finis composés
d’éléments d’un ensemble D muni d’une relation.

Si D est un ensemble, I’ensemble M(D) des multi-ensembles finis d’éléments de D est
formé des applications de D dans N qui sont nulles sauf pour un nombre fini d’éléments de
D. Habituellement, on note un multi-ensemble M en répétant d M(d) fois :

Exemple 6.26 Soit D = N et M le multi-ensemble M(0) = 2, M(1) = 0, M(2) = 3 et
M(n) = 0 pour n > 2. On note aussi

M ={0,0,2,2,2} ={0,2,0,2,2}...

On définit les opérations +, U, N, — sur les multi-ensembles par :

Vz,y € M(D),Yd € D, (z+y)(d) = z(d)+y(d)
(zUy)(d) = max(z(d),y(d))
(zNy)(d) = min(z(d),y(d))
(z-y)(d) = max(0,z(d) —y(d))
0d) = 0

De méme,
rCyeVde D,x(d) <y(d) e Iz,y=z+=z2

etd € z si z(d) > 0. La taille d’'un multi-ensemble M est I’entier Y~ ;. p M(d).

Pour des ensembles, les opérations d’addition et d’union coincident, ce qui n’est plus le
cas pour des multiensembles. Dans la littérature, on trouve fréquemment I’opération d’union
avec la définition donnée ici pour la somme. Cela se justifie du fait du r6le essentiel joué
par I’opération somme de multiensembles. Il pourra nous arriver de faire cette confusion.

Il existe de nombreuses définitions de I’extension multi-ensemble d’une relation > p
sur un ensemble D. Toutes coincident bien sdr dans le cas qui nous intéresse, celui des
préordres. Nous en donnons une qui se préte bien aux raisonnements. Les autres font I’objet
d’exercices. Celle que nous choisissons définit I’extension multi-ensemble d’une relation
comme la fermeture réflexive transitive d’une relation plus primitive > r(p) :

Définition 6.27 L’extension multi-ensemble sur M (D) d’une relation quelconque > p sur
D, dont >p est la partie stricte et ~p la partie équivalente, est la fermeture réflexive
transitive, notée >, de la relation > v(p) telle que

> m)= (>m(p) Y =m(p))
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ou

M +{z} >mpy M +{y1,---,yn} St Vie[l.n]z >py;

{+ 2vmm {} )
M+ {z} >~ M(D) M'—I—{y} Si .’EZDyetMZM(D)M’

Remarquons que =~ p) est une équivalence et qu’elle est aussi la partie équivalente
de > x4 (p). Par contre, la partie stricte de > y4(py n’est pas > vq(py, MaIS > rq(p) - =m(D)-
Cela résulte de notre définition de la partie stricte d’une relation quelconque, qui inclue les
étapes d’équivalence nécessaires. La preuve de ces assertions importantes est un exercice
utile laissé au lecteur, de méme que la caracterisation suivante simple de ~ y(p) :

Lemma6.28 M =~,ypy M' ssi M = {z1,...,2,}, M = {y1,...,yn}, 6 Vi €
[1..n] z; ~p yi.

On arrive aux résultats principaux de cette construction multiensembliste :

Proposition 6.29 La relation >, est
— un préordre sur M (D) dont I’équivalence et I’ordre strict associés sont respective-
ment = M(D) et (>M(D) . :M(D))—i— ;
— un ordre si et seulement si ~p est I’identité sur D ;
— un préordre bien fondé sur M (D) ssi la relation >, est bien fondée sur D ;
— un beau préordre sur M (D) ssi la relation > p est un beau préordre sur D.

Le dernier résultat de cette liste est ancien (prés d’un siécle) dans le cas trés particulier
ou le préordre de départ (il ne suffit pas d’avoir une relation quelconque dans ce cas) est
I’égalité sur un alphabet fini. L’énoncé traditionnel de ce résultat connu sous le nom de
Lemme de Dicson est le suivant : dans toute suite infinie de monémes sur un nombre fini
d’indéterminées, il existe un couple de mondmes dont I’un divise I’autre. La preuve n’est
pas tout a fait évidente, comme on va le voir.

Proof: On se contentera de prouver d’abord la bonne fondation, puis la propriété de beau
préordre.

Commencons par la bonne fondation qui est plus simple. Le sens seulement si est trivial,
car on peut identifier D avec les multi-ensembles singletons. Nous raisonnons par I’absurde
pour prouver I’autre direction, en remarquant par la caractérisation de I’ordre strict associé
a > Uil suffit de prouver la propriété pour la relation > v¢(p) * ~aq(p)-

Soit donc {M; };c\ une suite infinie décroissante pour > vy - =4 (py- On construit
par récurrence sur IN une suite infinie {A;},_ d’arbres verifiant les propriétés suivantes :

(i) M; est le multi-ensemble des feuilles de A;,

(ii) Si z est I’etiquette d’un nceud interne de A; différent de la racine, et y I’étiquette
d’un fils de ce nceud, alors z > p ¥,

(iii) A; est un arbre a branchement fini.

Ag est un arbre de racine quelconque dont les feuilles sont étiquettées par les éléments
de M, satisfaisant ainsi les propriétés annoncees. Soit M; >qpy - ~a(p)y Miv1. Par
définition, M; = M + {z} et M;11 = M' + {21,..., 2, }, avec

(@) Vi € [1.n] z >p # (puisque >p et >p - ~p coincident par définition de la partie
stricte d’une relation : cette remarque est nécessaire, puisque les éléments remplacant x ont
pu étre eux-méme remplacés par des éléments équivalents qui sont justement les z;), et
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O)M ={z1,...,2,}, M ={y1,...,yn} €tVi € [1.n] z; ~p y;.

Par hypothése de récurrence, x est une feuille de M;. On obtient alors M;_ 1 en deux étapes :

Premiére étape : on ajoute n fils a la feuille de M; étiquettée par =, qui sont étiquettés
par zi,...,2n;

Deuxieme étape : on remplace les z; qui étiquettent les feuilles de M; (par I’hypothése
de récurrence) par les y;. Notons que comme précédemment, tout élément strictement plus
grand que x; reste strictement plus grand que ;.

Il est donc clair que cette construction preserve les propriétés (i), (ii) et (iii).

Cette suite strictement croissante d’arbres (pour I’ordre A C A’ ssi toute position in-
terne de A est une position de A’ qui a la méme étiquette de surcroit) a donc une limite
qui est un arbre infini satisfaisant les propriétés (ii) et (iii). Comme cet arbre infini est a
branchement fini, le lemme de Konig implique I’existence d’une branche infinie, notée B,
qui est donc une suite infinie de positions de I’arbre infini. Par définition de I’arbre infini,
Vp,q € B such that |g| = |p| + 1, 3¢ € IN tel que p et ¢ soient des noeuds internes de
A; etiquettés respectivement par z, et y, (i n’est bien sir pas unique, mais les étiquettes
zp et y, sont les mémes pour tous les A; possibles : ce sont celles de la branche infinie B).
Par la propriété (ii), z, >p z,. Comme la branche B est infinie, cela implique I’existence
d’une suite infinie strictement décroissante d’éléments de D pour la relation > p, ce qui est
impossible.

Continuons par la propriété de beau préordre. La preuve est le premier exemplaire de
trois preuves qui se ressemblent, dont les deux autres sont dans les paragraphes qui suivent.
Comme précédemment, le sens seulement si est trivial. Pour le sens si, on raisonne par I’ab-
surde : supposons que I’ensemble FE des suites (dites contre-exemples) de multiensembles
{mi}, N telles que (3i < j tels que m; (£)mu m;), est non-vide. Celaimplique I’existence
d’une suite contre-exemple minimale {m;};.py définie comme suit : pour tout i € IN, le
multiensemble m; de rang 7 est de taille minimale parmi I’ensemble des multiensembles
de rang 7 de toutes les suites contre-exemple commencant par des multiensembles de taille
|m0 \,...,|mi,1 |

La suite {m;}; ne contient pas le multiensemble vide puisqu’elle est dans E et que le
multiensemble vide est plus petit que tous les autres. Soit alors m; = {a;} +v; avec a; € D
quelcongque. Comme > est un beau préordre, on peut extraire par le lemme 6.20 une sous-
suite a;; telle que, pour tout 7, a;; < a;;,,. Lasuite (z;),.N = Mo, - - - Mig—1,Vigs Viy 5 - - -
n’est pas dans E, car sinon la suite {m;},.y ne serait pas minimale. Donc il existe deux
indices 7 < j tels que z;(<) ;. On raisonne maintenant par cas suivant les positions
de 4,5 par rapport a 4o pour montrer que la condition z;(<).,z; implique en fait que
m; (<) murm;, C& qui contredit I’appartenance de la suite m; a E :

1. i < j <ig. Alors z; = m; et z; = my, et donc m;(<)pmum; ;

2.1 < ip < j. Alors z; = my, zj = v; et donc m;(<)mav4, et par definition de
I’extension multiensemble v (<)muim;, d’0U m;(<)mum; par transitivité ;

3.9 <1 < j.Alors z; = v, 7 = vj et v;(<)muv; ce qui implique a nouveau
m;i(<)murm; par définition de I’ordre multiensemble. a

On remarquera I’utilisation de la propriéte de transitivité, qui fait que I’extension mul-
tiensemble ne préserve pas les belles relations en général.

49



Exemple 6.30 Considérons le systéme de réécriture composé de la seule régle

(-y)z—=z-(y2)

On considere alors la fonction d’interprétation ¢(¢) qui est le multi-ensemble des nombres
|u| pour u - v sous-terme de ¢. Par exemple, ¢((a - b) - ((a-b) - ¢)) = {|al, |al, |a| + |b| +
1, |al + |b] + 1} si I’on suppose que a et b ne contiennent pas d’occurrence de -.

Si t[u], se réécrit en t[v], a la position p, alors ¢(t[u]p) = ¢(u) + K et ¢(t[v],) =
¢(v) + K. Il suffit donc de prouver que ¢(u) >, ¢(v). Par hypothese, u = (uq - ug) - ug
et v = uy - (u2 - uz). Donc ¢(u) = {|u1| + |ua| + 1, |u1|} + d(u1) + ¢(u2) + P(u3) et
$(v) = {Jual, luzl} + $(ur) + $(uz) + (us). D'0U $(u) > ¢(v) ce qui achéve la preuve
de terminaison.

Mais dans cet exemple, une extension lexicographique aurait tout aussi bien permis de
prouver la terminaison.

On peut noter que I’extension multi-ensemble d’une relation d’ordre > est un ordre total
ssi > est un ordre total.

6.4.4 Extension aux mots

Etant donné un alphabet A, on note par A* I’ensemble des mots finis sur A. On notera
par u = u; . .. u, Un Mot de longueur n.

Définition 6.31 Etant donné un préordre bien fondé < sur un alphabet A, on définit la
relation sous-mot engendrée par < sur I’ensemble x des mots comme la plus petite relation
< contenant la paire (A, A), ou A désigne le mot vide, et satisfaisant les propriétés :
Nuda-vsiudw,
(i)b-u<a-vsib<a&udv).

La relation sous-mot est généralement considérée pour un alphabet A fini, et un préordre
sur I’alphabet égal a I’identité.

Lemma 6.32 < est un préordre bien-fondé sur A*.

La preuve de ce lemme est laissée en exercice. Le théoréme qui suit est di a Higman
dans le cas ou le préordre sur I’alphabet est I’identité :

Lemme 6.33 < est un beau préordre A* ssi < est un beau préordre sur A.

Preuve
Raisonnons par I’absurde : supposons que I’ensemble E des suites (dites contre-exemples)
de mots {“i}ieN telles que, sii < j, u; Auj, est non-vide. Cela implique I’existence d’une
suite contre-exemple minimale {w;};y définie comme suit : pour tout i € IN, le mot de
rang ¢, soit w;, est de taille minimale parmi I’ensemble des mots de rang 7 de toutes les
suites contre-exemple commencant par des mots de taille | wyq |, ..., | wi—1 |.

La suite w; ne contient pas le mot vide puisqu’elle est dans E et que le mot vide se
plonge dans tous les autres mots. Soit alors w; = a; - v; avec a; € D. Comme > est un
beau préordre, on peut extraire par le lemme 6.20 une sous-suite a;; telle que, pour tout j,

50



ai; < aj; - Lasuite (z;);cN = Wo, - - - Wig—1, Vi, iy, - - - N’ESt pas dans E, car sinon la
suite {w; };.py Ne serait pas minimale. Donc il existe deux indices 7 < j tels que z; < ;.
Mais 4 ne peut étre inférieur a o puisque w; < v; entraine w; < w; par définition et que la
suite (w;) estdans E. Il en résulte qu’il existe deux indices j; < js tels que vi;, Qv . Mais

alors ai; vi;, Jag;, -vg;, par définition de <, ce qui contredit le fait que (w;) est dans E. O

6.4.5 Extension aux arbres et ordres de simplification sur les termes

Apreés le cas des mots, celui des arbres, qui en est une généralisation.

Plongement

Pour simplifier, on suppose qu’il n’y a qu’une sorte. De plus F' est supposé muni d’un
beau préordre > i (par exemple I’égalité lorsque F est fini). Nous définissons le plongement
pour les termes clos. Pour les termes avec variables, il suffira de considérer les variables
comme des constantes particulieres. L’ordre > sera alors clos par réflexivité en ajoutant
les seules paires (z, z) pour les variables z. Il est immédiat de voir que la relation obtenue
est un beau préordre si le nombre des variables est fini.

Définition 6.34 Soient deux termes u = f(u1,...,un) etv = g(vi,...,vy). Ondit que u
se plonge dans v, ce que I’on note u < v, ssi I’un des deux cas suivants est satisfait :
- f <pgetilexiste j; < ... < j, sous-suite croissante de [1..m], tels que, pour tout
i € [1.m], u|; Qvj,
- Jdie{l,...,n}telque u Qv|;.

Notons par exemple que si a,b € F sont deux constantes telles que a ~r b, alors a <b.

Exemple 6.35 Sur la figure 6.1 sont représentés les deux termes

t = f(g(f(a,0)),9(f(b,9(a))))

et

u = f(g(f(a,a)), f(a, f(g(h(h(f(a, 1)), g(f (h(f (b, g(a))), h(g(h(a))))))))-

On a t < u. Ce résultat peut s’obtenir de plusieurs fagons dont, en particulier, celle que
suggeére la figure 6.1.

Lemme 6.36 Si s est sous-terme de ¢, alors s < ¢.

Preuve

Par récurrence sur la taille de ¢ : si s et ¢ ont méme taille, alors s = ¢ et donc s < ¢ en
appliquant les deux premiéres régles de la définition. Si s = ¢|;.,,, on applique I’hypothése
de récurrence : s est un sous-terme de (¢|;)|, et donc s < ¢|;. Il suffit alors d’appliquer le
second cas de la définition. O
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F1G. 6.1 — Exemple de plongement : ¢ < u
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Lemme 6.37 < est un préordre bien fondé.

Preuve
Il suffit de remarquer que, lorsque u <1 v, alors la taille de w est strictement inférieure a
celledev. O

Theorem 6.38 (Kruskal) Etant donné un beau préordre sur F, le plongement < est un
beau préordre sur T'(F).

Preuve

Nous utilisons a nouveau une preuve basée sur le "contre-exemple minimal" : raisonnant
par I’absurde, I’ensemble E des suites de termes (¢;),. de T'(F) telles que Vi < j,t; At;
est non vide. Il existe alors une suite (u;),.y Minimale dans E, c’est-a-dire telle que,
pour tout ¢, il n’existe aucune suite ug, - - ., Uy, v, . .. telle que v soit strictement plus petit
en taille que wu,+1 (le raisonnement est le méme que dans la preuve du lemme 6.33). A
nouveau, comme > est un beau préordre, on peut extraire une sous-suite ti; telle que la
suite #;, (A) soit croissante pour > g. Soit alors pour tout j, w; le mot (formé sur I’alphabet
T (F)) des sous-termes immeédiats de #;;. Par minimalité de la suite (;), la restriction de <
aux lettres de w; est un beau preordre. Par le lemme 6.33, I’extension de <1 aux mots sur
cet alphabet est elle-aussi un beau préordre. Il existe donc deux indices ji et jo tels que
wj; Jwj,. Mais alors ¢;;, <t;,, ce qui contredit le fait que w; est une suite minimale. O

Par exemple, si I’alphabet F' est fini, on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6.39 Tout sous-ensemble infini de 7'(F') contient une suite strictement crois-
sante pour le plongement.

En fait, quand F est fini, il est inutile de préciser > g qui est toujours un beau préordre.
Comme nous I’avons annoncé, le théoréme de Kruskal permet de construire de facon
systématique des ordres bien fondés sur les termes : ce sont les ordres de simplification.

Définition 6.40 Un (pré)-ordre de simplification est un (pré)-ordre sur T'(F, X') qui est
monotone, stable, et dont la partie stricte contient sous-terme.

Proposition 6.41 Les (pré)-ordres de simplification sont bien fondés.

Preuve
En effet, ils contiennent le plongement qui est un beau préordre. |

Exemple 6.42 Les exemples de préordres de simplification abondent. Nous verrons ci-
dessous la classe des ordres récursifs sur les chemins. Mais nous pouvons déja noter que
les préordres suivant sont des préordres de simplification :
— Le préordre défini sur T'(F, X) par la fonction d’interprétation polynomiale asso-
ciant a un terme sa taille.
— Le préordre défini sur T'(F, X) par la fonction associant & un terme sa profondeur.
— La composée lexicographique de deux ordres de simplification.
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6.4.6 Extension récursive aux arbres

Nous allons maintenant renforcer la définition du plongement : comme précédemment,
nous allons étendre un préordre >, appellé la précédence, sur les éléments de la signature
JF en un préordre >,,, sur les termes construits sur la signature F. Dans la pratique, ce
préordre sera souvent I’égalité.

Nous aurons également besoin d’un second ingrédient : on suppose I’ensemble des sym-
boles de fonctions partitionné en deux sous-ensembles FF = Mul W Lex. On dira que
f € Lex ale statut lexicographique, et f € Mwul a le statut multi-ensemble. Cette partition
doit satisfaire les propriétés suivantes :

(i) si f ~p g, alors f et g ont le méme statut,

(i) si f ~p g ont le statut lexicographique, alors f et g ont la méme arité.

Dans le cas de statut multiensemble, il n’y a pas de condition d’arité, elle pourra étre
variable.

Extension aux termes clos

Définition 6.43 (Ordres récursifs sur les chemins) Le pré-ordre récursif sur les chemins
>rpo €tendant > est défini par :

s=f(3) 2rpog(t) =1t ssi

1. (sous-terme)
du €3, u >ppo t.
2. (précédence)
f>rgetVYv et, s >pp,v.

3. (multi-ensemble)
frgetfe Mulets(>rpo)mu t-
4. (lexicographique)
frgetf e Lexets(>,po)iest €VV €L 5 >ppov.

Notons tout d’abord que cette définition est non-déterministe, car le cas 1 peut étre tenté
méme lorsque I’un des autres cas s’applique. Il peut méme arriver qu’il soit nécessaire de
procéder ainsi, comme on pourra le voir avec les exercices.

Notons egalement que la définition est éffective, car les appels récursifs a >, se font
sur des paires de termes plus petits. Plus précisément, si >, est défini sur les paires de
termes (¢, u) dont les tailles sont strictement inférieures (disons pour I’extension lexicogra-
phique de I’ordre sur les entiers) a (n,m), alors >} est défini sur des paires de multi-

Zrpo

ensembles de termes ({u1,...,up},{v1,..., v} telles que, pour tous i,7, |u;| < n et
lvj] < m et > est défini sur les paires de tuples ((u1,...,ux), (v1,.-.,vx)) tels que

pour tous 4,7, |u;| < n et |vj] < m. La définition ci-dessus donne I’ordre >, sur les
paires de termes de tailles respectives n et m.

Notons le besoin de définir les extensions lexicographique et multiensemble pour des
relations arbitraires. En effet, nous devons nous assurer que la définition est éffective avant
de prouver que I’ordre récursif sur les chemins est un ordre. Les appels récursifs operent
donc sur des relations quelconques. Cette remarque importante est due a Fereira et Zan-
tema [20], mais passer par la théorie du point fixe, comme |’avaient proposé ces auteurs est
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une complication inutile. Nous montrerons ultérieurement que >, est bien un ordre, ce
qui utilisera la propriété que ces fonctionnelles préservent les ordres.

Lorsque tous les statuts sont lexicographiques, alors >, est encore noté >, et ap-
pelé ordre lexicographique sur les chemins. De méme, lorsque tous les statuts sont multi-
ensemble, >,,,, est aussi noté >, et appelé ordre multi-ensemble sur les chemins.

En pratique, il est parfois utile d’adopter un statut lexicographique droite-gauche, ou
méme un parcours fixé a I’avance des sous-termes d’un symbole lexicographique (ce qui
nécessite de définir I’extension lexicographique correspondante). Enfin, on peut aussi mé-
langer les statuts lexicographiques et multi-ensemble pour un méme symbole de fonction.
Ces extensions sont simples a définir et a manipuler, mais compliqueraient nos notations.
Elles sont laissées en exercice.

Extension aux termes ouverts Nous allons maintenant réintroduire les variables, de ma-
niére a obtenir un ordre stable. 1l y a deux fagons pour cela. La premiére consiste a définir
I’ordre stable le plus fin qui étende >, aux termes avec variables. Sans changer le nom de
I’ordre, cela donne :

s >rpo t SSi, pour toute substitution close y sy > 5, 1.

Il n’est pas clair que cette définition soit décidable, et le sentiment général était qu’elle ne
I’était pas jusqu’au jour ou Hubert Comon a démontré le contraire [2]. Elle est méme NP-
complete pour des conditions simples sur la précédence. Mais il existe une autre définition
qui approxime celle-1a, largement suffisante en pratique, qui est de complexité simplement
quadratique, et c’est donc cette derniere que I’on choisit en pratique.

Elle consiste simplement a considérer que les variables sont des symboles de fonction
incomparables entre eux (sauf par réflexivité) et avec les autres symboles de fonction. C’est
ce gque nous supposerons désormais.

Exemple 6.44 Supposons que F' se compose de deux symboles binaires * et + et que * > g
+. Alors (z + y) * 2 >mpo (% y) + (z * 2) puisque
— * >p + et il suffit donc de vérifier que (z+y)*2z >mpo T*Yy et (T+Y) *2 >pmpo T*2.
- Z+Y >mpo T LT+ Y >ppo ydone {z + v, 2} (>mpo)mu{z, y}. Etdonc (z +y) *
Z Z>mpo T * Y.
— deméme (z+y) xz >ppo T * 2

Propriétés de I’ordre récursif sur les chemins
Lemme 6.45 Soient s >, t et t = g(t). Alors, Vv € £, s >po V.

Preuve
Soit s >,po t. On montre que s >, t; pour tout ¢ € [1..n] par récurrence sur la somme
des tailles de s et ¢, et on distingue plusieurs cas suivant la preuve de s >, ¢.

1. Si s =,p, t par sous-terme, alors s; >.,, t pour un certain s;, et on conclue par
récurrence que s; >rpo t;, €1 doNC s >=,p, t; par sous-terme. SUPPOSONS que t; >rpo S.
Alors t; >,p, s; par hypothése de récurrence, ce qui donne une contradiction. Donc,
S > rpo t;.
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2. Si s >=po t par I’un des deux cas précédence ou lexico, alors s >, t; par définition
de I’ordre.

3. Si s =ypo t par cas multi-ensemble, alors il existe nécessairement un s; tel que
8j Zrpo ;- DONC, 5 >0 t; par sous-terme. Supposons maintenant que ¢; >,p, s.
Alors t; >~,p, s; par hypothése de récurrence, ce qui donne une contradiction. Donc,
S >rpo t;. O

Corollary 6.46 Supposons que s >, t par sous-terme ou précédence. Alors s >, t.

Preuve

On raisonne par contradiction, supposant que ¢ >,, s, et donc ¢ >,,, s; pour tout sous-
terme immediat s; de s par le lemme 6.45. Si s =, t par sous-terme, c’est-a-dire s; =,p,
pour un s;, nous obtenons une contradiction. Si s >,p, t par précédence, alors la seule
possibilité d’avoir ¢ >=,,, s est par sous-terme, d’ou ¢ >,,, s par I’argument précédent, ce
qui contredit le fait que s >, . O

Lemme 6.47 s >po t €L >1po 5 SSi s =ppy t, OU
S =Mul tssis = f(?),t = f(f), et §(:Mul)muﬁ

Preuve

Remarquons d’abord que le sens si est évident. La preuve de la réciprogue est par récurrence
sur la taille de s. Notons que les preuves que s >, t €t ¢ =p, s NE peuvent étre par sous-
terme ou précédence par le corollaire 6.46. s et ¢ sont donc surmontés du méme symbole de
fonction, et on conclue aisément par récurrence. O

Corollary 6.48 >,,, est réflexive.
Corollary 6.49 > a la propriété de sous-terme (strict).

Preuve
Notons que nous utilisons pour cela les deux lemmes 6.48 and 6.45. O

Lemme 6.50 (transitivité) Supposons que s >,po t > rpo . AlOIS § = rpo U, QVEC 5 >ppo U
SSI 8 >rpo t OU L >ppo U.

Preuve

Supposons que s = f(3) >rpo t = g(t) >=rpo u = k(). La preuve est par récurrence sur la
somme des tailles des termes s, ¢, u, et par cas suivant les preuves de s >,p, t €t ¢ >0 u.
On écrira (p, ¢) pour indiquer que s >, t & lieu par cas p, et t >,p, u par cas q.

1. cas (1,7). Alors s; >0 t >rpo u pPOUr UN certain s;. Par hypothése de récurrence,
Si = rpo U, €L.AONC 8 >,p, w pPAr sous-terme.

2. cas (# 1,1). Alors, t; >=p, u. Par le lemme 6.45, s >,,, t;, et par hypothese de
FECUrrence, s >,po u.

3. cas(2ou3oué4, 2).Alors f > g >r hett =, u; pour tous les u;. Par hypo-
these de récurrence, s >,p, u; pour tous les u; et s >,,, t par cas 2 (en utilisant le
Corollaire 6.49).
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4. cas (2, 3 ou 4). Alors t >,p, u; pour tous les u; par le lemme 6.45. Par hypothése
de récurrence, s >, u; pour tous les u; et s >, u par cas 2 (en utilisant le
Corollaire 6.49).

5. cas (3 ou 4, 3 ou 4). On conclue aisement par application de I’hypothese de récur-
rence. O

Lemme 6.51 Supposons la précédence > totale sur F. Alors >,,, est un préordre total
sur les termes clos.

Preuve

Supposons que s = f(3),t = g(¢) soit la paire de termes clos de taille minimale telle que
s et t soient incomparables. Par hypothése de minimalité, les paires (s, t;), (s,t), (si,t5)
sont comparables pour tous s; € s ett; € ¢. Sit; >.p, s pour un certain ¢; € ¢, alors
t >rpo S, C& Qui est une contradiction. Donc, s > ¢; pour tous ¢; € . Par argument de

symétrie, t > s; pour tous s; € §. On distingue maintenant plusieurs cas :
1. f >7g. Alorst >, s par cas 2, une contradiction.
2. g > f estsymétrique.

3. f =g € Mul. Comme toutes les paires (s;,t;) sont comparables, soit 5(>po)muil,
auquel cas s >ypo t; SOIt T(>rpo)muiS, auquel cas t >,,, s, et nous obtenons donc
une contradiction dans les deux cas.

4. f = g € Lex. A nouveau, 3 > %, avec s >rpo t pUISQUE s >p, T; pOUr tous
t; € t,oubient >, S, aVeC t >y, S PUISQUE ¢ >1p, S; POUN tOUS s; € 5, C& qui
donne a nouveau une contradiction dans les deux cas. O

Lemme 6.52 > est monotone.

Preuve
Soient deux termes s et ¢ tels que s >, t. On montre aisément par cas 4 ou 3 suivant le
statut de f que f(...,s,...) >ppo f(---,t,..). O

Lemme 6.53 > et > sont des relations stables.

Preuve

Comme cela est évident pour la relation = 4, il suffit de le montrer pour la relation stricte.
Soient s = f(s1,...,9n) €tt = g(s1,...,8n), avec f,g € (F U X), deux termes tels que
s >rpo t, €t SOt o une substitution. On montre que sy >,,, ty par recurrence sur |s| + [¢|.
On distingue 5 cas, suivant la preuve que s >, -

1. s; =rpo t pOUr un certain 4. Par hypothese de récurrence, s;y >=,po ty, d’0U 57 >ppo
t~y par cas sous-terme.

2. f >F gets >y t; pour tout <. par hypothése de récurrence, sy >,po iy, €t donc,
8 >rpo Ty par cas 2.

3. f~rg€ Mulets »,,, t.Par hypothése de récurrence, 3y >,,.; ty, C€ qui prouve
le résultat par cas multi-ensemble.

4. f~r g€ Lex, 5 =, t €t s = t; pour tout 4. Par hypothése de récurrence, sy > ey
ty et sy >rpo ti7y, CE qui prouve le dernier cas par cas lexicographique. O
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Bonne fondation |l nous reste a montrer que I’ordre récursif sur les chemins transforme
un ordre bien fondé sur les étiquettes en un ordre bien fondé sur les arbres étiquettés. En fait,
il fait plus, puisqu’il conserve également la propriété de beau préordre. Ce second résultat
découle simplement du théoréme de Kruskal et du fait que I’ordre contient le plongement :

Theorem 6.54 >,,, est un preordre de simplification.

Preuve
Par récurrence, on montre que >, contient le plongement. O

On en déduit que I’ordre récursif sur les chemins est un bel ordre lorque la précédence
sur la signature est un bel-ordre. Ce résultat est fondamental car, tout beaupréordre définis-
sant un préordre bien fondé par renversement du sens de I’ordre, on peut maintenant prouver
la terminaison de systémes de réécriture en montrant que pour chaque regle I — 7,1 >, 7.

En fait, on peut donner une preuve directe de la bonne fondation de I’ordre en s’inspirant
de la preuve de Tait pour le lambda calcul typé simple. Outre sa simplicité, puisqu’il n’est
plus besoin du théoréme de Kruskal, cette preuve a deux autres avantages déterminants :
elle ne nécessite pas I’hypothése que la précédence est un bel ordre, sa bonne fondation
suffit; elle passe "aisément" a I’ordre supérieur puisque c’est de lIa qu’elle provient. De
fait, elle est la base d’une définition récente de I’ordre récursif sur les chemins a I’ordre
supérieur [15, 16].

Lemma 6.55 Soit f € F,, et un vecteur de n termes fortement normalisables pour >p,.
Alors f(3) est fortement normalisable.

Proof: L’idée d’une preuve a la Tait consiste a considérer I’ensemble 7" des termes plus
petits que les termes de 5 pour I’ordre >,,,. La restriction de I’ordre aux termes de 7" est un
ordre bien fondé qui va nous servir pour construire une récurrence, que I’on nommera "ex-
terne", faite sur les couples (f,3) ordonnés par I’ordre (> £, (>rpo)stat)ies, OU stat désigne
le statut (multiensemble ou lexicographique) du symbole de fonction f. Cet ordre est bien
fondé puisqu’il est construit & partir d’ordre bien fondés en applications des fonctionnelles
les préservant.

On va maintenant prouver que f(3) est fortement normalisable en prouvant que pour
tout ¢ tel que f(3) >rpo t, alors ¢ est fortement normalisable. Cette propriété est prouvée
par récurrence (interne) sur la taille de ¢, et par cas sur la preuve de décroissance de f(3)
Vers t.

1. Sous terme : Ju € 5 tel que u >,p, t. Par hypothese, u est fortement normalisable,
donc son réduit ¢ est fortement normalisable.

2. Précédence : ¢t = g(t), f >r g, et Vv € &, s >y, v. Par récurrence interne, v est
fortement normalisable, et donc % est fortement normalisable. Par récurrence externe
maintenant, g(¢) = t est fortement normalisable.

3. Multiensemble : ¢t = f(t) avec f € Mul, et 5(>,po)mwuit. Par définition de I’exten-
sion multiensemble d’une relation, Vv € ¢, Ju € 5 tel que u >, v, €t cOmme s est
un vecteur de termes fortement normalisable par hypothése, il en est de méme de .
On conclue par récurrence externe que f(t) = t est fortement normalisable.
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4. Lexicographique : ¢ = f(t avec f € Lex, S(>rpo)iext, €t YU € T, s >rpo v. Par
récurrence interne, ¢ est fortement normalisable, et par récurrence externe, il en est de
méme de f(t) = t.

Corollary 6.56 >, est bien fondé.

Proof: On montre que tout terme ¢ est fortement normalisable par récurrence sur | ¢ |.
Soit t = f(t). Par hypothése de récurrence, ¢ est fortement normalisable, et par le lemme
précédent, ¢ I’est donc aussi.

Comme >, est un préordre total lorsque > en est un également, on peut comparer
les notations ordinales fournies par les termes avec les notations ordinales déja introduites.
C’est ce qui est fait dans I’exemple qui suit, qui montre I’économie de notation réalisée par
I’utilisation du rpo.

Exemple 6.57 Supposons que + est binaire et + >z 0 ou 0 est une constante. On peut
établir la correspondance :

Terme |[0]04+0|0+(0+0)|(04+0)4+0]|0+((04+0)+0)
Ordinal [0 1 | 2 | w w+1

Terme | (0+0) +(0+0) | (0+0) +(0+(0+0)) |

Ordinal | w X2 \ w X3 \
Terme | (0+0)+ ((0+0)+ (0+0)) | (0+0)+0)+0 |
Ordinal | w? \ w” |

Terme | (((0+0)+0)+0)+0 |
Ordinal | €0 |

L’ordinal défini par >,,, est donc, méme dans ce cas simple, bien supérieur a €.

6.4.7 Autres extensions

D’autres généralisations du théoréme de Kruskal existent, et sont difficiles.

Par exemple, au lieu de considérer qu’un arbre est fait d’une racine et de sous-arbres, on
peut le décomposer suivant un ensembles de motifs inévitables, ot un ensemble de motifs est
dit inévitable si tout arbre dont la taille est assez grande contient (au sens de I’imbrication)
un motif de I’ensemble. En particulier, I’ensemble des symboles de fonctions constitue de
maniere évidente un ensemble de motifs inévitables. Puel a montré que le plongement défini
a partir d’un tel ensemble de motifs est un beau préordre ssi le préordre sur les motifs I’est
aussi.

On peut aussi renforcer les propriétés exigées des points de plongement : c’est le cas du
“gap theorem” de Friedman.

Le cas des arbres se généralise a son tour aux graphes non orientés, c’est le théoréme
du mineur de Robertson et Seymour qui lui ont dédié une bonne partie de leur vie. lls I’ont
montré dans le cas d’un alphabet réduit a une lettre, le cas général d’un alphabet muni d’un
beau préordre restant a faire. Sachant que la preuve de Robertson et Seymour est un tour
de force faisant appel a de nombreuses notions de mathématiques pointues (y compris en
théorie des surfaces dans R3), et que le besoin ne s’en est pas encore fait sentir, personne
ne semble s’étre attellé a cette tdche dont toute surprise n’est pas exclue.

59



6.5 Exercices

Dans les exercices qui suivent, la signature ne sera pas précisée. Nous supposerons tou-
jours, sauf précision contraire, qu’il n’y a qu’une sorte. L’arité des opérateurs pourra alors
toujours étre déduite du contexte. Les symboles binaires pourront étre utilisés en notation
infixée et les symboles unaires en notation préfixée. Les symboles =, z', vy, z, z1, ... sont
réservés pour désigner des variables.

6.5.1 Ordinaux

1. Montrer les propriétés suivantes de I’addition des ordinaux :
@0+z=z+0
(b) Siz<y,alorsz+zx<z+y
(c) Siz+z=z+wy,alorsz =y
d) Siz<y,alorssz+z<y+z
(e) Six <y, alors il existe un unique ordinal ztelque z +z =y
O @+y)+tz=z+(y+2)
2. Montrer les propriétés suivantes de la multiplication des ordinaux :
@O0xz=2x0=0
b)lxz=zx1l==x
(c) Siz<yetz>0,alorszxz<zxyetrxz<yxXz.
d) Sizxz=zxy,alorsz =y
(e) Sizxy=0,alorsz=00uy =0.
0 zx(y+2)=(zxy)+(zx2)
@) zx(yxz)=(zxy)xz
(h) Siy # 0, alors pour tout z, il existe un unique ¢ et un unique r tels que z =
gXxXy—+r.
3. Montrer les propriétés de I’exponentiation des ordinaux :
Siz>1letz <y, alors 2* < 2¥
Siz < y et z est un ordinal successeur alors z? < 3.
Sin < w,alors n¥ = w. (Qu’en déduire pour le cas z ordinal limite dans la
propriété ci-dessus ?)
- (2¥)* = zly x 2).

22w+1
4. Montrer que 22 = wv

5. Donner un ordre > sur les entiers naturels qui soit isomorphe & w x w. Méme question
pour w®.

6. Soit b un entier supérieur ou égal & 2 et soit ¢,(n) la représentation de I’entier n
définie par récurrence par :
- ¢p(z)=zsSiz<b
- Siz >b,s0itz = a,b" + ... +a1b+ ag 0l a,,...,ay < bsareprésentation en
base b. Alors ¢y (z) = anb®™ + ... 4+ ;6% + qg.
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Si maintenant a est un entier naturel, on définit les suites u,, et b, par :

—upg=aceth =2

— Siu, > 0, alors u,41 est obtenu en remplacant b,, par b,+1 dans ¢, (u,) et en
retranchant 1. b,, 1 est un entier strictement supérieur a b,,.

Montrer que, pour tout a, il existe un indice n tel que u,, = 0 (et donc que toutes les

suites u,, sont finies)

6.5.2 Extensions lexicographique et multi-ensemble

1. Montrer que I’extension multiensemble >,,.; d’une relation quelconque > est com-
patible avec + et — :

Ve,y,2 € M(D), £ >puy=>c+2>puyt+tzetc—z>,y—2
2. Soit ~,, la relation définie sur M (D) par :

oubien M=M=

~Y I i
M_mM SSI { ou bien HxEM,H.’L‘IEMI,.’L'QxletM_{x} QmM’_{g;l}

Montrer que M >,,.:. M’ si et seulement si, il existe des multi-ensembles
My, My, M, M} tels que :
- M=M1+M26tMI=M{+Mé
- M1 >m M{
- Vz e M)Iye My,y>zx
3. Montrer la terminaison de la fonction définie sur les entiers naturels par :

l et rec Ack = function
(0,x) ->x +1
| (x,0) -> Ack(x-1,1)
| (x,y) -> Ack(x-1, Ack(x,y-1))

1y

4. Montrer la terminaison de la fonction définie sur les entiers naturels par :

let rec f = function
(0,x) ->1
| (x,0) ->1
| (x,y) -> f(x-1,x-1) + 2 * f(x-1,y-1) + f(y-1,y-1)

1y

5. Montre la terminaison du combat d’Hercule et de I’hydre. Les termes (représentant
I’hydre a un instant donné) sont formés a I’aide d’un alphabet F' contenant un sym-
bole b d’arité variable (les "branchements” des cous de I’hydre) et d’une constante
t (téte de I’hydre). Au départ, I’hydre est représenté par un terme hg et, si h; est la
représentation de I’hydre a I’instant 4, ;1 est obtenu par application d’une des régles

hile(x1, ..y Tn,c(Y1y---yym))] — hile(z1,...,Zn,t, ..., 1)]
h; =0

le nombre de tétes ayant "repoussé" dans le membre droit de la premiére régle est
arbitraire. La deuxiéme régle exprime la fin du combat.
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Montrer que, quelle que soit la stratégie d’Hercule (i.e. quelle que soit la facon dont
h;11 est obtenu & partir de h; a I’aide d’une des regles ci-dessus) et quel que soit le
nombre de tétes repoussant a chaque étape, Hercule sortira vainqueur du combat.

6. x,y, z sont des multi-ensembles sur D. A quelles conditions a-t-on
@ (z-y) +ty=z
b)) z+y=z+z=>y==2
C©z—y=zxz—2=2>y=z

7. Montrer qu’il n’existe aucune fonction ¢ de N x N dans N telle que

(a1,a2) Ziex (b1,b2) & dlar,a2) > ¢(bi,bo)

(> désigne ici I’ordre habituel sur N).

8. Méme exercice que le précédent avec I’ordre multi-ensemble : montrer qu’il n’existe
pas de fonction ¢ de M(N) dans N telle que

9. Supposons que I’on restreigne I’ordre multi-ensemble en n’autorisant qu’un nombre
borné de remplacements. Plus précisément, soit >, ,, I’ordre sur M(N) défini par :
T > y S'il existe une suite zo = z, 21, ..., 2 = y telle que z; 1 s’obtient a partir
de z; en retirant un multi-ensemble non-vide z; et en ajoutant un multi-ensemble z;’, |
de cardinal inférieur a n tel que tout élément de z;, ; est strictement inférieur & un
élément de ;. (La seule différence avec I’ordre multi-ensemble est que I’on impose
une borne au cardinal de z}').

Montrer que I’on peut trouver une application ¢ de M(N) dans N telle que
T 2mn Y & ¢(z) 2 ¢(y)

10. Soit D un ensemble muni d’un ordre bien fondé > p.

(@) Soit Dy un sous-ensemble fini de D : Dy = {d1,...,dy} telque j > i =
d; #p d;. Montrer que

Vzi,22 € M(Dy), 1 >m 2 < (z1(d1), ..., 21(dm)) Ziex (x2(d1),...,z2(dp))

(b) Supposant que dans D il n’y a qu’un nombre fini d’éléments inférieurs a un d
donné (par exemple, > p est un ordre total), montrer que le théoreme 6.29 n’est
gu’une conséquence de la proposition 6.24.

11. On appelle multi-ensemble emboité un multi-ensemble dont les éléments sont soit
dans D soit des multi-ensembles d’éléments de D, soit des multi-ensembles de multi-
ensembles d’éléments de D, ... et ainsi de suite. Plus formellement, si D est un en-
semble muni d’un ordre > p, un multi-ensemble emboité est ou bien un élément de
D ou bien un multi-ensemble de multi-ensembles emboités sur D. On note M*(D)
I’ensemble des multi-ensembles emboités construits sur D. On définit alors la relation
d’ordre >y, sur M(D) par : z >, y SSi
—oubienz,y € Detx >py

62



12.

13.

14.
15.

16.

—oubienye Detx ¢ D
— oubien z,y ¢ D etil existe z’, € M*(D) telsque {} #2' Cz,y = (z — z') +
etvd € ,Je € 2’,e >, d

(a) vérifier que >, est bien une relation d’ordre. Montrer que celle-ci est totale si
et seulement si > p est totale sur D.

(b) Classer par ordre croissant les multi-ensembles emboités d’entiers suivants :
{{1,1},{{0},1,2},0}, {{1,0,0},5,{{0}, 1,2}, 0}, {{{}, 1,2}, {5,5,2},5}.

(c) On note M*(D) I’ensemble des multi-ensembles emboités de profondeur infé-
rieure a 4. Autrement dit, M°(D) = D et M*t1(D) est I’ensemble des multi-
ensembles dont les éléments sont dans M%(D) U ... U M?(D) avec au moins
un élément M*(D). De cette fagon, M*(D) = U,y M*(D).
Prouver que si z,y € M*(D) et x est de profondeur strictement supérieure a
celle de y, alors z >, .

(d) Prouver que >, est bien fondée si et seulement si >p I’est.

Soient >1,..., >, n relations d’ordre. Montrer que la composée lexicographique de
ces n relations d’ordre est un ordre total ssi chacun des ordres >; est total. De méme,
prouver que I’extension multi-ensemble est un ordre total ssi I’ordre de départ est
total.

Donner un exemple d’un ensemble de suites d’entiers qui ne contienne pas de suite
minimale pour I’ordre suivant :

(ui)iEN < (Ui)ieN SSI U = V0, .-y Up = UpyUpti < Uptl

Prouver la proposition 6.24.
Soit le programme suivant qui calcule la fonction (“fonction 91 de McCarthy")
let rec g = function
(0,x) ->x
| (n,x) -> if x > 100 then g(n-1, x-10)
el se g(n+1, x+11)
let f = function x -> g(1,x);;
Montrer que le calcul de f se termine toujours. Quelle est la fonction calculée ?

Quel est I’ordinal correspondant a la composée lexicographique des ordinaux
ai,...,an ?al’extension multi-ensemble de o ?

6.5.3 Ordres de simplification

1.

Montrer que > est un (pré)ordre de simplification si et seulement si il est monotone
et contient la relation de sous-terme. (On suppose ici F' fini).

. Montrer que la relation de plongement < est la plus petite relation d’ordre sur

T(F, X') qui soit monotone et qui possede la propriété de sous-terme.
On définit sur T'(F, X)? la relation C de la fagon suivante :
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t C w s’il existe une application injective ¢ de Pos(t) dans Pos(u) telle
que :

(@) ¢ est croissante par rapport a >j., €t a >,pef. (>4 €St I’€Xtension
lexicographique de I’ordre habituel sur les entiers : c’est aussi un
ordre sur les ensembles de positions. >,,..; est I’ordre de préfixe sur
les positions : p >,,..¢ g ssi il existe r tel que p - r = q)

(b) pour toute position p € Pos(t), t(p) = u(é(p))

(a) Montrer que C est une relation d’ordre sur les termes.
(b) Montrer que C est monotone et stable

(c) Comparer C avec <. (i.e. dire si elles sont égales, ou si I’une est strictement
contenue dans I"autre. Les résultats négatifs devant étre justifiés par un exemple)

(d) C est elle une relation bien fondée ?
4. Montrer que, lorsque la précédence sur F est I’égalité, I’ordre >, se réduit a I’ordre
de plongement.
5. Un systéme de réécriture R
tourne en rond si
Jt, t—ft
boucle si
3t,t', t —% t' et t est un sous-terme de ¢'.
est auto-imbriqué Si
Jt, ', t - tett <t
termine faiblement si V¢, 3t/, ¢ —% ¢’ et ¢ est irréductible.
(&) Montrer qu’on a les implications suivantes :
Tourne en rond = Boucle = Ne termine pas = Auto-imbriqué

(b) Pour chacune des implications ci-dessus, donner un contre-exemple prouvant
que I’implication inverse est fausse.*

(c) Donner un exemple montrant que R peut faiblement terminer sans étre a termi-
naison finie.

(d) Donner un exemple de systéme de réécriture qui ne boucle pas et ne termine pas
faiblement.

6. F n’est composée que d’un symbole binaire f et un symbole de constante a. Pour
tout entier n, t,, désigne I’arbre binaire complet de profondeur n étiqueté par F'. (¢,
contient donc 2™ feuilles étiquetées par a et 2™ — 1 noeuds étiquetés par f.) Combien
y a-t-il (en fonction de n et k) de plongements de ¢,, dans ¢, ?

7. Montrer que la composée lexicographique de n ordres de simplification est un ordre
de simplification. Qu’en est-il de I’extension multi-ensemble d’un ordre de simplifi-
cation ?

!Les exemples de la section précédente pourront étre utiles

64



8. On suppose que F' contient deux constantes 0, 1 et un symbole binaire + avec + >

1 >p 0. Donner dans le cas ou + a le statut lexicographique et dans le cas ou + a le
statut multi-ensemble le terme correspondant aux ordinaux 5, w, w x 2, w?, w*, w*”.
Montrer la terminaison du calcul de la fonction
let rec f = function

(0,x) ->0

| (x,0) -> f(f(x-1,x-1),x-1)

| (x,y) -> f(y, f(x-1,x-1))

définie sur les entiers naturels.

6.5.4 Exemples de SAR : preuves de terminaison

La plupart des exemples sont tirés de I’article de N. Dershowitz Termination of
Rewriting paru dans le numéro spécial du Journal of Symbolic Computation consacré a la
réecriture et datant de Février 87. On trouvera donc la plupart des solutions dans cet article.
Nous donnerons aussi assez souvent des indications ou références bibliographiques en bas
de page.

Dire si les systemes de réécriture suivants sont a terminaison finie ou non. Justifier la
réponse.

Lo

o ok w

(
(b) flglg(x) — g(f
© f(f(g(z)) — galg

(d) Plus généralement, pour quelles valeurs de n, k, m,p le systtme formé de la
seule régle f™(g*(z)) — ¢™(fP(x)) termine-t-il ? (Question difficile).
—(z+y) = (—-z+y+y
’Lf(’lf(l‘,y, z)’x,’yl) _) ,Lf(x7 Zf(y’ ‘/El7 y’)’if(z7 x,’yl))
a(0,z) — s(x)
a(s(z),0) — a(z,s(0)) >
a(s(z),s(y)) — alz,a(s(z),y))

2Utiliser une preuve directe

30n pourra utiliser un ordre d’interprétation

40n pourra utiliser un ordre récursif sur les chemins
5Vous I’avez reconnu, je suppose...
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

f(a7 b7 x) —> f(a'" $’x)

z-(y-z) > yy
(z-y)-a - z-(y-b)

9(z,y) — =

9(zy) — vy

fla,b,z) — f(z,2,12)
Qu’en concluez-vous ?

h(z,z,y) — g(z)
) gla) — h(a,b,a)
i(z) — f(z,2)
[ flzy) — o
—(z+v) ———IX———y
R

s
N
-
= (zxy)+(zx=2)
[ (z+y)xz = (zx2)+(yxz)
-
-
-
-
—

—(z+y) ——zX-——y

¢ —(@xy) ——z+--y
T x (y+2) (z X y) + (z x 2)
[ (z+y) xz (z x 2) + (y x 2)°

g(z1 - o) - (g(z3) - g(x1)) — (
(9(z1) - g(z2)) - g(z3 - z4) — g(z1-22) - (9(23) - 74)
(z1-22) - (9(w3) -za) — gl



fLy) = fy)
Ou n est un entier naturel arbitraire (le systéme est donc infini) et ¢(n, y, z) est défini

par récurrence par :
ef

{ c0,9,2) L f(2)
c(n + 17yaz) dgf C(n’yaf(y) . Z)

32.

33, { T-y)-z —
. . %

Exercice 6.58 Montrer que I’ordre de subsomption sur les termes est bien fondé.
Montrer que I’ordre d’imbrication est bien fondé.
Ces ordres sont-ils monotones, stables ?
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Chapitre 7

Le treillis des termes

En fait, les termes avec variables servent souvent a représenter I’ensemble de toutes
leurs instances closes. Par exemple, si les entiers naturels sont représentés en unaire
a I’aide des symboles 0 et s (successeur), le terme s(z) représente I’ensemble infini
{5(0), s(s(0)),...}. Certaines opérations sur les termes sont alors fondamentales (voir les
chapitres suivants pour certaines applications). Par exemple, I’intersection des ensembles
d’instances de deux termes est obtenue grace a I’unification. Nous montrons I’opération
d’unification (paragraphe 7.1) qui correspond d’une part a I’intersection des instances
comme nous I’avons dit, mais aussi a la borne supérieure de deux termes (modulo simi-
larité) pour le préordre de généralité (ou d’inclusion des instances). Dans le paragraphe 7.2,
nous montrons I’opération inverse dans le cas des arbres finis : comment calculer la borne
inférieure de deux termes dans ce treillis.

7.1 Unification des termes finis ou infinis

7.1.1 Problémes d’unification
Définition 7.1 Un probléme d’unification est ou bien la formule L ou bien une formule
tL=ui AN...Nt, = u,

ou t1,...,tn,u1,.--,u, SONt des termes. Lorsque n = 0, le probléme obtenu est par
convention la formule T.

Le signe "=" est symétrique, si bien que nous ne faisons aucune différence entre s = ¢
ett =s.

Une substitution (resp. une RT'(F, X)-assignation) o est un unificateur de t; = uy A
..., Nt = uy lorsque, pour tout indice 1, t;0 = u;o. Plus généralement, on distingue entre
solutions et unificateurs qui les représentent.

Définition 7.2 Etant donnée une F-algébre A,
— une solution du probléme d’unification t; = u; A ... A t,, = u, €St un morphisme o
de T'(F, X) dans A tel que o(t;) =4 o(u;) pour tout 4.
— un A-unificateur est une substitution o de T(F,X) dans T(F, X)) tel que tout
morphisme A\ de T'(F, X) dans A soit solution du probléme d’unification tj0 =
Uo N ... \Nt;o =u;o.
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Tout morphisme est une .4-solution de T et aucun morphisme n’est solution de L.

Un unificateur sert donc a décrire (en utilisant des variables) des ensembles potentielle-
ment infinis de solutions, obtenues en envoyant les variables de I’unificateur dans I’algébre
A par un homomorphisme adéquat. Dans le cas ou I’algébre A est I’algébre des termes,
on va donc passer des unificateurs aux solutions par instanciation close. De maniére plus
générale, I’opération d’instantiation nous permet de passer d’un unificateur a un autre, et
donc de les comparer :

Définition 7.3 On dit que la substitution o est plus générale que la substitution 7 s’il existe
une substitution 6 telle que 7 = o). Etant donné un ensemble T" de substitutions, un sous-
ensemble © de T" est dit principal si toute substitution de T" est instance d’une substitution
de ©. Si O est le singleton {#}, on dira que € est principale.

Exemple 7.4 Le probléme d’unification f(z,g(z)) = f(h(y,z),y) n’a pas de solution
dans T'(F, X). Il a par contre plusieurs solutions dans RT'(F, X), comme par exemple
z =11,y =t2,2 = g(z') ol
— t; est le terme dont les positions sont 1* + (1 - 1)* - (2 + 2 - 1) et tel que ¢;(1%") =
h,t1 (12711) = g,41(1272) = g, ¢, (1?"21) = 2/
— ty est le terme dont les positions sont 1* + (11)*1(2 + 21) et tel que t5(1%7) =
g’t2(12n+1) — h,t2(12n+12) — g’t2(12n+121) =

Exemple 7.5 Soit I I’ensemble des substitutions de la forme {z — f"(0)} ou {z —
f™(y)} pour n strictement positif. # = {z — f™(y)} est substitution principale de I".

Si P est un probléme d’unification, on note Var(P) I’ensemble de ses variables (libres).

Définition 7.6 Etant donnée une F-algébre A, deux problémes d’unification sont A-
équivalents s’ils ont mémes ensembles de solutions dans A. (Parfois A est omise quand
elle peut étre aisément déduite du contexte).

Il nous reste a comparer des unificateurs, cela va se faire avec I’ordre de subsumption.

Définition 7.7 Etant donnée une F-algébre A et un probléme d’unification P, on dit que
I’unificateur o est plus général que I’unificateur 7, noté o < 7 s’il existe une substitution A
telle que o = 7.

Lemma 7.8 L’ordre < sur les substitutions est bien fondé.

Cela a fait I’objet d’un exercice dans le cas des termes et est laissé au lecteur dans le cas
des substitutions.

Définition 7.9 Un unificateur de P est dit principal (ou plus général) s’il est minimal pour
I’ordre <.

Propriéte 7.10 Si o et 7 sont deux substitutions principales de T, alors elles sont similaires,
c-a-d s’échangent par renommage de leur variables.

L’unificateur principal de deux termes, lorsqu’il existe, est donc unique modulo =.
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7.1.2 Formes résolues dans les termes finis

Les formes résolues sont des problémes d’unification plus simples pour lesquels le cal-
cul des solutions comme des unificateurs (qui forment toujours deux ensembles non-vides)
est immédiat ; plusieurs formes résolues sont interessantes dans le cas des termes finis : nous
verrons les arbre-formes résolues et les DAG-formes résolues. Dans tous les cas, nous mon-
trerons dans le paragraphe 7.1.6 que tout probleme d’unification est équivalent a une forme
résolue, et nous montrerons dans les paragraphes suivants comment calculer ces formes
résolues.

Définition 7.11 Dans le cas des termes finis, on dira qu’un probléme d’unification est une
arbre-forme résolue (ou forme résolue tout court) si c’est 1 ou T ou s’il peut s’écrire :

1 =UN...Nxp =1,

ol z1,...,xz, sont des variables distinctes qui n’ont pas d’autre occurrence dans le pro-
bléme.

Lemme 7.12 Les solutions d’une arbre-forme résolue z1 = t1 A ... Az, = &, sont les
instances closes d’une substitution o = {z; — t1...,2, — t,} appellée unificateur
principal de la forme résolue.

Preuve

On vérifie aisément que o est un unificateur, car x;0 = t; et t;o = t; d’apreés la condition sur
les variables. De plus, si 8 est un unificateur arbitraire, z;0 = ¢;60 = (z;0)0, d’ou § = o0,
ce qui montre que @ est une instance de o qui est donc une substitution principale pour
I’ensemble des unificateurs. Comme toute solution est un unificateur particulier, et toute
instance close d’un unificateur est une solution particuliére, on en déduit le résultat.

Définition 7.13 Si P est équivalent dans T'(F, X) a laforme résolue 1 = t1 A ... Az, =
tn, alors {x1 — t1,...,zy — tn} est appelé plus général unificateur de P.

Définition 7.14 Dans le cas des termes finis, on dira qu’un probléme d’unification est une
DAG-forme résolue si ¢’est T, L ou s’il peut s’écrire :

zi=HAN...Nz,, =1,
ol z1,...,z, sont des variables distinctes telles que, pour tout < 7, z; ¢ Var(t;).

Ces formes résolues ne font que représenter un plus général unificateur de fagon com-
pacte :

Lemme 7.15 Siz; =t A ... Az, = t, est une DAG-forme résolue équivalente a s = t,
alorso = 0109 ...0,,000; = {z; — t; pour tout € [1..n], est un plus général unificateur
de sett.

Preuve
On montre d’abord que ¢ est un unificateur. On a z;0 = z;0;...0, = t;0441...0, = t;0
grace a la condition sur les variables de la forme résolue.

71



On montre ensuite que o est principale parmi I’ensemble des unificateurs par récurrence
sur n. Le cas de base n = 0 est trivial. Dans le cas général, 7 = o109 ... 0,1 €St unificateur
principal de la forme résolue P’ = z1 = t; A...Az,_1 = t,_1. Mais tout unificateur ~ de
s = t est en particulier unificateur de P’, et donc v = 76. Comme ~y unifie aussi I’équation
Tp = tp, ONa z,70 = t,760, d’0U 2,0 = t,0 par condition sur les variables de la forme
arbre-résolue, et donc 6 est une instance de la substitution {z, — t,} qui est unificateur
prioncipal de cette équation par le lemme 7.12. Et donc +y est une instance de o, ce qui
termine la preuve.

7.1.3 Formes résolues dans les termes rationnels

Dans le cas des arbres infinis, il nous faut d’abord établir quelques propriétés de base
des systemes d’équations.

Définition 7.16 Un cycle de variables est un probleme d’unification de la forme

L1 =ZoN...NTp_1=Zpn NZp =21

ou z1,...,x, sont des variables.
Theorem 7.17 Un probléme d’unification 1 = ¢; A ... Az, = t, tel que z4, ..., z, Sont
des variables distinctes et Var(t1,...,t,) = {z1,...,2,} €t ne contenant pas de cycle de

variable a une solution unique dans RT'(F, X).

Preuve
Appliquons tout d’abord la régle d’élimination de variables de la figure 7.1 au probleme P :

z=yAP—>z=yAP{z—y}

Lorsque z et ¢ ont tous deux au moins une occurrence dans P.

L’application de cette régle termine (Pour le voir, il suffit de considérer I’interprétation
qui associe a un probléme d’unification le nombre d’équations z = y ou z et y sont des
variables apparaissant toutes deux dans le reste du probléme. Comme P ne contient pas de
cycle de variables z # y et cette propriété est conservé par élimination des variables).

Considérons maintenant le probléme (équivalent) P’ obtenu aprés une normalisation
par la regle ci-dessus. P’ peut se décomposer en

PIEP()/\Pl

ol Py ne contient que des équations entre variables et P; ne contient aucune équation entre
variables. Notons que Var(Fy) contient n —m équations, alors que P; contient m variables
et m équations avec m > 1 (Ce sont des invariants de la régle d’élimination de variables).
Montrons tout d’abord par récurrence sur m que P; = 1 = u1 A ... A Ty, = Uy, possede
une unique solution dans RT(F, X), dés que uq, ..., u,, sont des termes rationnels non
réduits a une variable.

Sim = 1, soient @ I’ensemble des positions de z; dans u; (peut-étre a-t-on Q =
(). D’apres la proposition 2.6, @ est défini par une expression réguliere. L’ensemble des
positions P d’un terme ¢ tel que {x — ¢} est solution de P; doit vérifier I’équation

P=Q-P+ Pos(uy)
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dans N*. Une telle équation a pour seule solution dans N*
P =Q" - Pos(uy)
car A ¢ @ (résultat évident des langages formels). De plus (par récurrence sur r),

t(pi, -+ pirq) = u(q) Si ¢ € Pos(uy) etp;,,...,p; € Q. Ceci définit ¢ de maniére unique.
Inversement, {z — ¢} est bien une solution de P.

Sim > 1, considérant z1,...,z,—1 comme des constantes, d’aprés ce que nous ve-
nons de voir, z,, = u, a une unique solution {z,, — vp(r1,...,ZTm-1} OU v, €
RT(F,{z1,...,Zm—1}). En remplagant z,, par v,, dans le reste du probléme, on obtient

un systéme qui, par hypothése de récurrence a une unique solution dans RT'(F'). Reportant
enfin cette solution dans v,, on obtient le résultat souhaité.

Il reste maintenant a reporter la solution de P; dans Py. Comme, par hypothése, chaque
équation de P, contient exactement une variable qui apparait dans P; on obtient le résultat
souhaite O

Définition 7.18 Une RT-forme résolue est 1 ou T ou bien un probleme d’unification
z1=UL AN...Nzp, =1,
ne contenant pas de cycle de variables et ou z1, . . . z,, sont des variables distinctes.

Pour un tel probléme, appelons paramétres les variables qui apparaissent dans ¢+, . . . , &,
et qui sont distinctes de z1, . - ., z,.

Lemme7.19 Soit P = z1 = t1 A ... A ¢, = t, une RT-forme résolue de parameétres
Y1,---,Ym. POUr tous termes rationnels ¢, ..., %,,, il existe une unique solution ¢ de P
telle que y;o = t;.

Preuve
C’est une consequence du théoreme 7.17. O

7.1.4 Regles de transformation

Nous donnons maintenant des régles de transformation qui permettent de réécrire un
probleme d’unification en un probléme d’unification équivalent jusqu’a obtenir une forme
résolue.

Les régles de la figue 7.1 sont ici volontairement redondantes (nous verrons pourquoi
dans le paragraphe 7.1.6). Ce sont des (schémas de) régles de réécriture dans I’algebre des
problémes d’unification. En particulier elles peuvent s’appliquer a n’importe quel sous-
probléme, remplacant le membre gauche par le membre droit dés que la condition d’appli-
cation est vérifiée. Le symbole A est ici supposé associatif et commutatif.

On notera par — ¢, ou simplement — lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, la simplifi-
cation d’un probleme d’unification avec les régles de la figure 7.1.
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équations triviales s=s
—
T

Decompose f(s1y.y8n) = f(t1,. - tn)
—

St=ti1N...Nsp, =1,

Conflit f(si,..y8n) =g(t1,. .., tm)
_)
1
Sif#yg
Coalescence z=yAP
—

z=yAP{z—y}
Siz,y € Var(P), z £y

Elimination de variable z =sA P
_)
z=sA\P{zx — s}
Siz e Var(P),x ¢ Var(s)ets ¢ X

Fusion r=sANzxz=t
—
rT=8ANs=t

Size Xetd<|s| <t
Test d’occurrence z1 =t[zolp, Ao Axp = ty[T1]p,

—
1

Sipy-...-pn#A

Absorbsion 1 AP
—
1

Neutralisation TAP
—
P

FIG. 7.1 — Regles d’unification
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Proposition 7.20 Chacune des régles de la figure 7.1 transforme un probléme d’unification
dans les termes finis en un probléme équivalent.

Chacune des régles de la figure 7.1 & I’exception du test d’occurrence transforme un
probléme d’unification dans les termes rationnels en un probléme équivalent.

Preuve
Les régles d’élimination ou de remplacement de variables, d’élimination des équations tri-
viales et de fusion sont des conséquences des axiomes de I’égalité, ou, si I’on préfeére, ce
sont des conséquence du fait que I’égalité des termes est une congruence.

Les régles de décomposition et d’incompatibilité sont une conséquence des axiomes des
termes.

Enfin, le test d’occurrence exprime qu’un terme fini ne peut étre égal a un de ses
sous-termes stricts. En effet, si c’était le cas, par propriété de congruence de I’égalité, on
obtiendrait par récurrence un arbre infini. O

7.1.5 Terminaison

Les regles de la figure 7.1 ne précisent pas de stratégies d’application : a partir de ces
régles on peut fabriquer de nombreux algorithmes d’unification en spécifiant un peu plus
dans quel ordre et a quelle sous-probleme appliquer les régles. Mais nous allons montrer
que, quelle que soit la stratégie d’utilisation des régles, I’algorithme obtenu termine tou-
jours. Ceci permet de factoriser les preuves de terminaison de différents algorithmes d’uni-
fication ; par exemple la terminaison de I’unification dans les termes finis comme celle de
I’unification dans les termes infinis sont des cas particuliers du résultat suivant :

Theorem 7.21 Le systéme de réegles de la figure 7.1 définit un ordre strict bien fondé sur
les problémes d’unification.

Preuve
On considére les fonctions d’interprétation suivantes des problémes d’unification :
— Une variable z est dite résolue dans un probléme PsiP =z =sAQetz ¢ Var(s)

etz ¢ Var(Q).
¢1(P) est le nombre de variables non résolues de P.

- SiP=s =t A... s, = t, alors ¢o(P) est le multi-ensemble {m,...,m,}
ou m; = m(s; = t;) et m(s = t) = max(|s|, |¢|). Par convention, on pose m(Ll) =
m(T) =0

— ¢3(P) est le nombre d’équations de P dont I’un des membres au moins est une va-
riable.

¢(P) est le triplet (¢1(P), p2(P), p3(P)). L’ensemble de ces triplets est muni de la com-
posée lexicographique de trois ordres :

1. L’ordre habituel sur les entiers naturels
2. L’extension multi-ensemble de I’ordre sur les entiers naturels

3. L’ordre habituel sur les entiers naturels
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Il est ainsi muni d’un ordre bien fondé puisque construit a partir d’extensions multi-
ensemble et lexicographiques d’ordres bien fondés.

Il suffit maintenant de montrer que si P — @ alors ¢(P) > ¢(Q). Le sens de varia-
tions des trois fonctions d’interprétation est résumé dans le tableau ci-dessous :

¢1 | 2| ¢3
Equations triviales <<
Decompose < | =
Incompatibilité 2| <
Remplacement de variables | <
Elimination de variable <
Fusion < | =1<
Test d’occurrence <] <
Absorbsion < | =<
Neutralisation < | =<

Il nest pas difficile de vérifier qu’aucune régle ne crée de nouvelle variable non-résolue.
Les conditions d’application des deux régles d’élimination et de remplacement de variables
garantissent par ailleurs qu’une variable non résolue (z dans la formulation des regles doit
apparaitre dans P) devient résolue apres leur application.

Notons également que la régle de décomposition fait bien décroitre ¢- puisqu’elle rem-
place m = max(|f(s1,...,n)|,|f(t1,--.,tn)|) par n entiers strictement inférieurs.

La régle de fusion conserve bien ¢2 a cause de la condition |s| < [¢| : max(|z|,|t|]) =
max(|s|, |t|). Enfin, ¢3 est bien décroissante par fusion a cause de la condition s ¢ = qui,
avec |s| < |t|, garantit que s = ¢ est une équation dont aucun des membres n’est une
variable.

Bien entendu certaines fonctions d’interprétation (¢o ou ¢3) peuvent croitre par
application de certaines régles, mais la composée lexicographique des trois interprétations
est toujours décroissante comme le montre le tableau ci-dessus. |

7.1.6 Complétude

Nous extrayons successivement 3 ensembles de regles de la figure 7.1 et nous montrons
que dans chaque cas, I’ensemble de régles permet d’obtenir les formes résolues souhaitées,
ce qui fournit trois algorithmes d’unification.

Proposition 7.22 Si P est un probléme d’unification auquel aucune réegle de la figure 7.1
ne s’applique, alors P est une arbre-forme résolue. (NB : les regles de fusion et de rempla-
cement de variables sont inutiles pour obtenir ce résultat).

Preuve

Comme les regles d’incompatibilité et de décomposition ne s’appliquent pas, toutes les
équations ont une variable x dans un de leurs membres. Comme le test d’occurrence et la
régle des équations triviales ne s’applique pas, si z = ¢ est une des équations de P, = n’est
pas une variable de t. Comme la regle d’élimination de variable ne s’applique pas, = ou ¢
doit de plus étre une variable résolue, ce qui conduit au résultat souhaité. O
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Définition 7.23 Deux termes finis s et ¢ sont dits unifiables si s = ¢ possede au moins une
solution dans les termes finis.

Corollaire 7.24 Deux termes s et ¢ sont unifiables si et seulement si ils ont un plus général
unificateur.

Corollaire 7.25 Sil’on adjoint a T'(F, X') un élément L supérieur pour < a tous les termes,
alors (T'(F, X)/ =,<) posséde une structure de sup-demi treillis.

Preuve

On suppose que s et ¢ n’ont pas de variable en commun, ce qui est toujous possible par
renommage. La borne inférieure de s et ¢ est ou bien L si s et £ ne sont pas unifiables, ou
bien so si o est un plus général unificateur de s et ¢. O

Une deuxiéme famille d’algorithmes d’unification (plus efficace, cf. exercices) peut étre
obtenue par les mémes réegles :

Proposition 7.26 Si P est un probléme d’unification auquel la seule régle (peut-étre) ap-
plicable parmi les régles de la figure 7.1 est I’élimination de variables, alors P est une
DAG-forme résolue.

Preuve

De méme que ci-dessus, si la seule regle applicable a P est I’élimination de variable, alors
toutes les équations de P sont de la forme z = ¢ ol = ¢ Var(t). Considérons alors la
relation d’occurrence > .. sur les variables de P définie comme la plus petite relation de
préordre telle que, si z = t[y], est dans P, alors  >,.. y. Comme le test d’occurrence ne
s’applique pas, la relation d’équivalence associée a ce préordre est la plus petite relation
d’équivalence =g qui contient x =g y si x = y est dans P. Mais, si z =g ¥, £ 0U y est
une variable résolue puisque la régle de remplacement de variables ne s’applique pas. On
peut donc construire un ordre > sur les variables de P tel que : les variables résolues sont
minimales et z >,.. y = x > y. En complétant > en un ordre total, on obtient le résultat
souhaiteé. O

Enfin, les mémes régles fournissent & nouveau des algorithmes d’unification dans les
arbres rationnels (ou infinis).

Proposition 7.27 Si P est un probléme d’unification auquel la seule régle de la figure 7.1
peut-&tre applicable est le test d’occurrence, alors P est une RT-forme résolue.

Preuve

Pour les mémes raisons que précédemment, si seul le test d’occurrence peut (peut-étre)
s’appliquer a P, ce probléme ne contient que des équations = = ¢ ol z est une variable.
De plus, comme I’élimination de variables ne s’applique pas, P ne contient pas de cycle de
variable. O
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Exemple 7.28

= f(f(z)) Nz = f(=) —*Fusion = f(z) A f(f(z)) = f(z)
—Décomposition L = fz) ANz = f(x)
—>Fusion = f(z) A f(z) = f(z)
—?Equations trivialess £ = f(z)

ce dernier probléme étant en forme résolue pour les arbres rationnels.

7.2 Geénéralisation

Soit ® est une bijection de T'(F, X ) x T'(F, X) dans X (resp. de RT(F, X)x RT(F, X)
dans X)
L’application AU est définie récursivement de T'(F, X) x T'(F, X) dans T'(F, X) par
AU(u,v) = f(AU(u1,v1), ..., AU(up,v,) Siu = fug,...,uy) etv = f(vy,...,vp)
AU(u,v) = ®(u,v) sinon

Theorem 7.29 AU(u,v) termine et son résultat est une borne inférieure de w,v pour le
préordre de généralité.

Preuve
La terminaison résulte du fait que les appels récursifs sont effectués sur des termes plus
petits (en d’autres termes AU est défini par récurrence structurelle).

AU(u,v) < u et AU(u,v) < v. En effet, par récurrence sur les tailles de u et v : si
u et v sont deux constantes ou variables identiques, alors AU(u,v) = u = v. Si ce sont
deux constantes ou variables distinctes alors AU(u,v) € X. Si maintenant u et v sont deux
termes quelconques, ou bien leurs symboles de téte sont distincts et AU(u,v) € X est bien
plus général que u et v. Ou bien u = f(u1,...,uy,) et v = f(v1,...,v,). Dans ce cas,
par hypothese de récurrence, pour tout 4, t; = AU(u;,v;) est plus général que u; et que
v;. Soit o; et 0; telles que u; = t;o; et v; = t;6; et Dom(ai) = Var(ti) = Dom(&z)
Si z € Var(t;) N Var(t;), alors zo; = ®71(z) = zo;. La substitution o de domaine

n

U Dom(o;) et telle que zo = zo; Si x € Dom(o;) est donc définie indépendemment de
i=1

I’indice 7 tel que z € Dom(o;). De méme on définit 6 par z6 = z6; si x € Dom(6;). On
obtient alors (AU(u, v))o = u et (AU(u,v))8 = v.

Il reste & montrer que pour tout terme ¢ tel que t < u et ¢ < v, on a t € AU(u,v).
Supposons donc to;1 = w et toy = v. On construit @ par récurrence sur ¢ : si ¢ est une
variable ou une constante, la construction est immédiate. Si ¢ = f(¢1,...,t,) alors u et
v doivent pouvoir s’écrire f(uy,...,uy) et f(vi,...,v,) respectivement et, pour tout i,
ti0; = AU(u;,v;). De plus si z € Var(t;) N Var(t;), z0; = z6; car zoy = zog ett; € u;
et ¢; < v;. On peut donc définir & comme ci-dessus par z8 = z0; si x € Dom(6;). O

Dans les termes rationnels, la définition est la méme. Cependant, pour obtenir un algo-
rithme qui termine, il faut utiliser une représentation finie des termes rationnels.
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z=AU(s,t) \PAN{E} — z=®(s,t) \PA{E}

Sise X out € X ou s ettn’ont pas méme symbole de téte

z=AU(f(s1,.--,8n), f(t1,.--,tn)) NP AN{E}
— JZNZizi=AU(si, ti) ANz = f(z1,...,2n) AP
NMENz=AU(f(51,...,80) f(t1,. - tn)}

Si Z C X5, ZN Var(P) = () et aucune équation de la forme
2" = AU(f(s1,.--,8n), f(t1,...,ts)) N’apparait dans E.

z=AU(f(s1,.--,8n), f(t1,...,tn)) NP AN{E}
— z=2' APA{E}

Siz' =AU(f(s1,---,8n), f(t1,--.,tn)) apparait dans E
F1G. 7.2 — Régles d’anti-unification dans les termes rationnels

Supposons que X est decomposé en deux sous-ensembles disjoints infinis X; et X,
et que I’on dispose d’une bijection ® de RT(F, X;)? dans X;. On peut calculer un anti-
unificateur de s et ¢ en utilisant les régles de la figure 7.2.

Dans cette figure, les variables introduites par les régles sont supposées appartenir a
X5. De plus, les formules considérées contiennent des conjonctions d’équations ainsi qu’un
environnement E qui est aussi une conjonction d’équations et noté entre accolades pour le
distinguer du reste de la formule.

Quels que soient les termes rationnels s et ¢, en partant du probleme z = AU(s, t),
les régles de la figure 7.2 terminent (ceci est laissé en exercice). De plus, dans tous les
problémes obtenus par réduction de la formule de départ, les variables de X, apparaissent
au plus une fois comme membre d’une équation dont I’autre membre est non variable.
(La preuve de cet invariant est laissée en exercice). La formule irréductible obtenue par
normalisation de z = AU(s, t) est de la forme

Elzl,...,zn.z:t()/\xl:tlA.../\xn:tn

ou z; € {z1,-..,2,} pour tout i, Var(ti,...,tn) C {z,21,...,2n} €t t1,...,t, €
T(F,X). Il n’y a de plus pas de cycle de variable. La formule ainsi obtenue représente
un unique terme rationnel qui est la borne inférieure pour le préordre de généralité de s et
t. (Ceci est a nouveau laissé en exercice).

7.3 Exercices

1. Donner une DAG-forme résolue et une arbre-forme résolue pour les problémes d’uni-
fication suivants :
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11.

12.

13.

14.

@ f(f(z1,22), f(z3,24)) = f(f(f (22, 22), f(w3,23)), f(f (%4, 24), f(a,a)))

0) flz) =yAf(fly) =flz) Az =[f(2)

© flz, f(z,2) = f(f(y,9), F(f(f(2,2), f(a,2")), [ (f(a,a), f(a,a))))
Résoudre dans RT'(F, X) les problemes d’unification suivants :

@ z=f(f(x)) ANz = f(f(f(2)))

0) z=f(f) Az =f2)Az=[f(f(z)) Ay =[f(f(2))

Montrer par des exemples que toutes les conditions d’application des regles de la
figure 7.1 sont nécessaires pour assurer la terminaison.

Sizy =t A... Nz, = t, est une arbre-forme résolue, on appelle paramétres les
variables autres que z1, ..., z,. Montrer que deux formes résolues équivalentes ont
méme nombre de variables résolues et le méme nombre de paramétres. On parlera
donc dans la suite du nombre de parametres d’un systeme d’équations

. Soient P et P’ deux probléemes d’unification. Montrer que, si toute solution de P est

une solution de P’ et que, de plus, P et P’ ont méme nombre de paramétres, alors P
et P’ ont méme ensemble de solutions.

. Montrer que, si E possede N paramétres et Fq, ..., E} sont des problémes d’unifi-

cation ayant chacun strictement moins de N parametres, alors E possede au moins
une solution qui n’est solution d’aucun des problémes E;.

Montrer que deux arbre-forme résolues équivalentes ont méme taille (i.e. méme
nombre de symboles)

. Donner un exemple de DAG-forme résolue dont la taille est O(n) alors que I’arbre-

forme résolue correspondante est de taille O(2").

. Donner un généralisé de f(z, f(z, f(a,b))) et f(a, f(a, f(a,a))).
10.

Montrer que tout ensemble (éventuellement infini) de termes posséde une borne infé-
rieure et une borne supérieure pour le préordre de généralité.

Montrer que la généralisation est associative, i.e. AU(s,AU(t,u)) =
AU(AU(s,t),u).
Montrer (dans le cas des termes finis comme dans le cas des termes infinis) que si un

probléme d’unification F est équivalent a une disjonction E1 V...V E,, de problémes
d’unification, alors E est équivalent a I’un des E;.

Montrer que les régles de la figure 7.2 terminent. Montrer qu’elles conduisent bien
a transformer z = AU(s,t) en une forme résolue pour les arbres rationnels (avec
quelques variables quantifiées existentiellement). Montrer enfin que I’unique arbre
rationnel ainsi défini est bien une borne inférieure de s et de ¢ pour le préordre de
généralité.

Montrer que, pour les termes finis, le généralisé de s et ¢ a toujours une taille infé-
rieure a celles de s et de ¢. En est-il toujours de méme pour les termes rationnels ? (si
leur taille est mesurée comme leur nombre de sous-termes distincts, ou, si I’on veut,
comme le nombre de nceuds du graphe fini qui les représente).
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Chapitre 8

Completion

Lorsque qu’un systéme de récriture n’est pas confluent, on peut essayer de le rendre
confluent en orientant des conséquences équationelles de R, tout simplement ses paires
critiques. L’idée est de construire un systéme de régles canonique R’ tel que pour tout
couple (s,t), s =g t ssi s{pr= tlg. Mais ajouter de nouvelles régles a un systeme de
récriture R ajoute de nouvelles paires critiques, et il faut donc vérifier que ces nouvelles
paires sont confluentes.

8.1 Regles de complétion

Le processus de complétion est décrit a la figure 8.1 sous forme d’un ensemble de régles
d’inférence. Chaque régle d’inférence est une relation entre paires (E; R), ou E et R dé-
signent respectivement un ensemble d’équations et un ensemble de régles. Ce processus
a pour réle d’une part d’éliminer les pics critiques en ajoutant des conséquences équatio-
nelles adéquates, et d’autre part de simplifier les régles de récriture engendrées de maniere
a obtenir un systéme canonique.

Soit >~ un ordre de réduction, et >,.4. I’ordre induit sur les regles, défini par [ —
T >regle § — d Si (i) L 1> g, ousinon (ii) I = g and r > d.

On écrit (E;R) Fxp (E';R') si (E'; R') peut étre obtenu a partir du premier par
application d’une régle de KB.

Définition 8.1 On appelle procédure de completion standard un programme qui prend
comme données un ensemble fini d’équations F, et un ordre de réduction >, et retourne
comme résultat un ensemble (E; R) tel que (Eo; @) Fy 5 (E; R).

Etant donnée une séquence (Eo,0) FxB (E1;R1) Frkp - - FrB (En; Ry) FrB -+,
on définit sa limite (E*; R*) et sa limite inductive (E°°; R*°) comme suit :

Les équations de E° et les regles de R* sont dites persistantes. On dit qu’une séquence
de complétion est réussie si I’ensemble des équations persistantes est vide et I’ensemble
des regles persistantes est canonique. Lorsque le succes est obtenu apres un nombre fini
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Paire critique:

(E; R)
(EU{e}; R)

i f eisacritical pair of R

Orientation:

(EU{p=q};R)
(E;RU{p—q})

ifp=gq
Elimination:

(EUu{s=shR)
(E; R)

Simplification:

(EUu{e}; RU{l > r})
(EU{e'}; RU{l = r'})

i f e— € andlor r —p 1’

Métamorphose:

(E;RU{l —r})
(EU{l'=r}R)

i fl—, 0 and (I = 1) =rege (p— q)

FiG. 8.1 — Ensemble KB de régles de complétion
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d’étapes, le systeme de régles résultant R°° définit une procédure de décision pour la théo-
rie engendrée par les équations de Ey. Mais la complétion peut diverger en produisant un
ensemble fini ou infini de regles persistantes. Cela est le cas a partir de la seule équation
f(g(f(z))) = g(f(z)). Orientée de la seule maniére possible en la regle f(g(f(z))) —
g(f(z)), cette régle se superpose a elle-méme, produisant la paire critique g(f(g(f(z)))) =
f(g(g(f(z)))), qui se simplifie en I’équation f(g(g(f(x)))) = g(g(f(z))), orientée en la
regle f(g(g(f(x)))) — g(g(f(x))). Le processus continue de la méme maniere, en engen-
drant I’ensemble infini de régles {f(¢'(f(z))) = ¢*(f(z)) | i > 1}.

La figure 8.1 décrit la complétion d’un fragment de la théorie des groupes. Partant des
trois axiomes

rz-1 ~ x
l-z ~ =
" -(zy) =y
ol 1 est une constante, “~" est un symbole unaire postfixé et “.” est un symbole binaire

infixe, la complétion engendre le systeme de regles canonique

l-x — =z rz-1 — =z

z -z — 1 T-T — 1

- = 1 (z7)” = =z

- (x-y) — vy z-(z7-y) — y

en utilisant la taille des termes pour ordre de réduction. Dans cette figure, le premier champs,
i, indique le nombre d’étapes de complétion. Le second champs indique I’ensemble des
régles obtenu a I’étape 4. A I’étape 3, par exemple, R3 est composé de toutes les régles de R
et de la regle orientée a I’étape 4 et située sous Ry. Comme I’ensemble des régles n’est pas
changé par I’étape 4, les étapes 3 et 4 sont montrées entre les méme lignes horinzontales. Le
troisiéme champs montre I’ensemble des équations de E; sur la méme ligne que le nombre
d’étapes . Le dernier champs indique le nom de la regle d’inférence utilisée a I’étape .

Méme lorsqu’un systéme canonique existe pour une théorie équationelle donnée, il se
peut trés bien que la complétion ne le trouve pas, au cas ou elle engendre des équations
intermédiaires dont I’orientation n’est pas possible avec I’ordre . Soit par exemple Ey =
{f(c) = ¢,b =d,c =d, f(d) = a}, que nous allons compléter avec I’ordre rpo engendré
par la précédence f > d > ¢ > aetd > b > a (mais b et c incomparables). Parmi toutes
les complétions possibles figurent une complétion réussie :

(Eo;0) Fgp ({c=d, f(d) = a};{d = b, f(c) = c})

IJIEB (0;{f(a) = a,b = a,c — a,d — a})

et une complétion qui échoue :
(Eo;0) Fiep ({c=4d, f(d) = a}; {d = b, f(c) = c})
Fip (b= c}i{f(a) = a,d = b, f(c) > c})

83



i | R; E; inference
0 l-z ~ =z
-1 ~ x
T -(zy) ~ y
1 r-1 — = l-z ~ =z orient
" -(z-y) ~ y
2 Ry z7-(z-y) ~ vy orient
l-z — =z
3 Ry orient
41z (z-y) — vy - o~ 1 deduce (1,3)
5 R3 orient
6 -z — 1 1- ~ 1 deduce (1,5)
7 R;5 orient
8 - = 1 (z7)" -y =~ =z deduce (3,3)
9 R; orient
10| (z7)"y — =z-y 17y ~ 1. deduce (7,9)
11 Ry orient
17y = 1.y
12 Ry compose (11,2)
17y =y
13 Ry 1y =~ vy collapse (12,7)
14 y o~y simplify (2)
15 delete
16 (z7)” =~ =z deduce (1,9)
17 Ry orient
(z7)” — =z
18 Ry Ty =~ T- collapse (9,17)
19 17y = vy delete
20 (z7)” — =z z-(x7 -y =~ vy deduce (3,17)
21 Rig orient
2 |z-(z7y) — vy zxm o~ 1 deduce (1,21)
23 Roq orient
rz-z— — 1

TAB. 8.1 — Completion d’un fragment de la théorie des groupes
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S4rp+ S = S
S —p+t = S —p+ V&t
s —p-thyl —>r
where s—pevbyl =7
L—=r >pge I =7
S g+t = S —=px V&t
S g+t = S —p+t
s =g+t = § SRV &pxt
s = p-thyl —>r
where s—pvbyl =7
L= >pgel =1
S4<p U —p+t = Srpxt
S4pgru—pgt = 8= VR t

FIG. 8.2 — Régles de récriture de preuves

8.2 Correction de I’algorithme de complétion

Il s’agit d’exprimer, et de montrer, que d’une part la complétion ne change pas la théorie
équationelle engendrée par I’ensemble Fy de régles, d’autre part que le systéme de régles
obtenu en cas de succés est canonique, et permet donc de décider le probléme du mot dans
Ey. La premiére partie de cette affirmation est simple & montrer, puisque chaque application
d’une régle d’inférence conserve la théorie équationelle, c’est a dire :

Lemme 8.2 =E;UER, ::EH—IUERH_l .

La seconde partie de cette affirmation est plus complexe, en particulier a cause de la
possibilité de divergence. La preuve consiste a montrer que les régles d’inférence ont pour
effet de transformer des preuves arbitraires en preuves par récriture.

On appellera preuve une séquence d’étapes equationelles avec E et de récritures avec R,
ces dernieres étant orientées dans les deux sens. Une preuve par récriture sera une preuve de
la forme s —% v <—% t. Un pic est une preuve de la forme s «—jpu—pt, et s<—pt
est une étape équationelle. Une preuve par récriture est donc une preuve sans pic ni étape
équationelle. Le but de la complétion est de transformer toute preuve en une preuve par ré-
criture, ce qui suppose donc I’élimination des pics et des étapes équationelles. Certains des
pics peuvent étre facilement éliminés, il s’agit des pics correspondants a des redex disjoints
et des pics correspondant a des redex ancétres. La récriture de ces pics se fait conforme-
ment & la preuve du lemme des paires critiques, et est donc implicitement représentée a la
figure 4.4. 1l s’agit en fait d’une propriété de I’algébre des preuves manipulées qui ne dé-
pend pas de I’ensemble des axiomes de départ. Les pics correspondant a des redex critiques
vont au contraire en général nécessiter une récriture mettant en jeu une équation obtenue
par inférence : la paire critique. Il s’agit donc d’une propriété de I’algébre des preuves de
Ex et Rx. L’ensemble des régles de récriture de preuve est représenté a la figure 8.2.

I nous reste a montrer qu’une preuve ne peut étre récrite indéfiniment, et donc qu’elle
atteint nécessairement une forme normale qui sera une preuve par recriture. Tout d’abord,
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nous énoncons que les preuves en forme normale sont de la forme attendue :

Propriéte 8.3 Les preuves en forme normale pour le systéme de récriture de preuves sont
sans pic ni étape simplifiable.

Cette propriété est évidente. Nous allons maintenant montrer que les récritures de
preuves terminent. Nous définissons donc la complexité d’une preuve comme un multien-
semble de paires formées d’une multiensemble de termes et d’une régle :

C(s) = {}, ou s dénote la preuve vide issue de s,

C(S TlsreRr U <—ykE*uR*) = {< {S}7l - >} U C(u (—>*E*UR*)'

(54— oo 4 ipe) = {< {8t} — >} U Clus—0m,),

C(S (—ﬁU*UR* u (—>*E*UR* t) = C(S HE*UR* u) U C(u <_)*E*UR* t)'

On associe a cette complexité I’ordre de récriture ((>rmui, >rgie)ies)mur €t ON Vérifie que
les reégles de récriture de preuves décroissent dans cet ordre. La preuve est technique, mais
ne présente aucune difficulté.

Cela ne suffit pas, toutefois, a assurer I’obtention des formes normales souhaitées, car
rien n’oblige une séquence de complétion a effectuer les inférences nécessaires a la réduc-
tion d’une preuve particuliére. C’est le role de la définition suivante :

Définition 8.4 Une séquence de complétion (Ey,0) Fxp (F1;R1) Fxp -+ FkB
(En; Rn) Fxp -+ est équitable, si pour toute preuve s «—%. g t qui est réductible par
les regles de preuve, il existe une étape j > i telle que s +—%. g, t =T s <—>*EjURj t.

On a maintenant le théoréme de correction de la complétion :

Theorem 8.5 Soit (Fy,0) Fxp (E1;R1) Fxe -+ FxB (En; Ry) Fxp - - - une séquence
de complétion équitable réussie. Alors s <—%. g, T i et seulement si s — hoo U ¢— oo 1.

Preuve
Par induction sur la relation de récriture. Si la preuve s<«—% g, t est irréductible par
=, elle est sans pic ni étape simplifiable d’aprés la Propriété 8.3, et sans étape équa-
tionnelle par propriété de succés. Elle a donc la forme annoncée. Si elle est réductible,
par hypothese d’équité, s«—p g, t = s p,upr, t et par hypothése d’induction,
8§ —hoo U oo L.

L’équite est bien sOr indécidable, mais il est facile d’obtenir des séquences équitables :
il suffit de retarder au maximum le calcul des paires critiques, et de calculer ces derniéres
d’un seul coup par exemple, voir les exercices.

8.3 Exercices

8.3.1 CiME

CiME est un logiciel de complétion développé au sein de I’équipe DEMONS du LRI.
Le premier exercice consiste a se familiariser avec CiME en faisant tourner les nombreux
exemples disponibles, en particulier la théorie des groupes donnée par les trois équations
suivantes : {z + (y+2) = (z+y) +2, 2+ 0=z, z+ 2~ = 0}.
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8.3.2 Confluence de la complétion

Montrer que la complétion est confluente, c’est a dire que, étant donné un ordre de
récriture sur les termes >, le systéme de régles retourné par la complétion, lorsque cette
derniere n’échoue pas, est unique.

En déduire que tout contréle pour lequel on ne calcule des paires critiques (et on les
calcule alors toutes a la fois) que lorsqu’aucune autre inférence n’est possible, est équitable.

8.3.3 Terminaison des régles de complétion

Montrer que I’ensemble des régles de complétion moins la régle de calcul des paires
critiques termine pour toute donnée.

8.3.4 Complétion close

Soit Ey un ensemble d’équations closes sur un alphabet, et > un ordre de réduction total
sur les termes clos.

1. Montrer que la complétion de E, termine.

Soit Ey = {f?(0) — g(fP~1(0), fP~1(0))},<» pour un certain entier n donné. On prendra
pour ordre le rpo engendré par la précédence f >~ g.

2. Montrer I’existence d’une séquence de complétion de longueur polynomiale en n.
3. Montrer I’existence d’une sequence de complétion de longueur exponentielle en n.
4. Donnez une procédure de complétion close polynomiale (il en existe une en n log n).

8.3.5 Divergence

On se donne un ensemble Ey = {g9z — gz, fgfx — fgx} de deux équations
ou f et g sont deux symboles unaires. On se contentera d’orienter ces equations et toutes
celles engendrées par complétion avec I’ordre de plongement. On appelle simplification
d’abord tout contréle qui rejette en dernier les deux régles d’orientation et de calcul des
paires critiques.

1. Montrer que la complétion de E réussit en temps fini avec un contréle simplifica-
tion d’abord qui rejette le calcul des paires critiques lorsque plus rien d’autre n’est
possible. Que vaut Ry, ?

2. Trouver une séquence de complétion équitable qui ne termine pas.

3. Montrer que si une séquence de complétion réussie diverge avec un contréle simpli-
fication d’abord, alors le systéme de régles obtenu est nécessairement infini.

4. Montrer que si la complétion termine pour un certain contrle équitable, alors il existe
un controle simplification d’abord pour lequel elle termine également.

8.3.6 Récriture ordonnée

Etant donnés un ensemble d’équations E telquer =1 € E'sil = r € E, et un ordre de
réduction > total sur les termes clos, la récriture ordonnée sur les termes clos est d/’efinie

P N - B -
comme s —;_, -t Si il existe une substitution close o telle que s|, = lo, t = s[ro],
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et lo > ro. Cette définition permet donc de récrire avec des instances closes ordonnées
d’équations. On appellera paire critique de ¢ = d sur I = r a la position p € FPos(l),
I’équation ro = lo[do],. On dit qu’une équation s = ¢ est confluente si s = to pour toute
sushtitution close o.
1. Soit E = {z +y = y + z}, et deux constantes a, b. Trouver un ordre de réduction
bien fondé > tel quea +b—>, . 1 b+ a.
2. Montrer que la relation de récriture conditionelle est confluente ssi toutes ses paires
critiques sont confluentes.

3. En déduire que la commutativité est confluente.

4. E={z+y=y+z, (z+y)+z=z+W+2), 2+ ({y+2) = (z+y) +2z} est-il
confluent ?

5. Donner une procédure de complétion pour la récriture ordonnée.

8.3.7 Reécriture conditionelle

On suppose que les régles sont de la forme [ — r if @ | ¥ ou @ | ¥ dénote I’expression
up = v1 A ... A u, = v,. Le symbole | sera interprété comme Jw tel que — 5 w —%.
La récriture est d’efinie comme s —7 , ;¢ 5. ¢ si il existe o telle que s|, = lo, t = s[ra],
et wo | vo. Le systéeme de récriture R est dit réductif s’il existe un ordre de réduction > tel
que l > r, I(> U>)u;, I(> UD)v; pour tout 5 € [1..n].

1. Montrer que > U> est bien fondé.
2. Montrer que la relation s — 5, ¢ est décidable.

3. On appelle paire critique conditionelle de ¢ — dif s | tsurl —» rifu | vala
position p € FPos(l), I’équation conditionelle ro = lo[do], if o = vo ASo = to.
On dit qu’une équation conditionelle s = ¢ if w = v est confluente si s = to pour
toute sushtitution o telle que wo = vo.

Montrer que la relation de récriture conditionelle est confluente ssi toutes ses paires
critiques conditionelles sont confluentes.

4. Donner une procédure de complétion conditionelle.
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Chapitre9

Langages de termes et automates
d’arbres

Le but de ce chapitre est de décrire des ensembles de termes clos par des outils de théorie
des langages, plus précisément les automates ascendants d’arbres.

9.1 Automates de mots

Si I’on considere qu’un mot est un arbre qui s’ignore, un automate de mots devient
ipso-facto un automate d’arbres. Il y a deux fagons de voir les mots comme des arbres.

Si les mots sont engendrés par des constantes (les lettres du vocabulaire), le mot vide e
et le produit de concaténation cdot, alors I’ensemble des mots est le quotient de I’ensemble
des arbres par les lois d’associativité (du produit) et d’élément neutre (qui lie le produit et
le mot vide). Cette vision ne conduit donc pas a une vision directe des automates de mots
comme des automates d’arbres particuliers.

On va donc voir les mots comme une structure libre engendrée par le mot vide ¢, et par
autant de symboles unaires que de lettres de I’alphabet, le mot a; - - - a,, devenant I’arbre
an(--- (a1 (€))). Cela revient a considérer que le début du mot (située a gauche dans notre
écriture latine) devient une feuille de I’arbre obtenu (donc dessinée en bas, dans la conven-
tion informatique usuelle). Tout cela, bien sir, n’est qu’une convention. Ce qui n’est pas
une convention, est I’étiquetage de la transition entrante par la constante e qui étiquette la
feuille de I’arbre.

9.2 Automates ascendants d’arbres

Cette vision des automates de mots comme des automates d’arbres particuliers conduit
naturellement & la notion d’automate ascendant d’arbres :

Définition 9.1 Un automate fini non déterministe ascendant d’arbres ou AFA est un qua-
druplet A = (Q, F,Qy, A 4), 0U Q est un ensemble de symboles unaires appellés états, F
est le vocabulaire (disjoint de Q) des symboles de fonctions, Q s C @ est le sous-ensemble
des états acceptants ou finaux, et A 4 est I’ensemble des régles de transition, qui sont des
regles de réécriture de la forme
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fla(@1), - an(zn))  — q(f(z1,...,20))
f€Fn
ou QIa-"7QHaq€Q
Ti,...,Tn € X AveCx; # x;fori # j
g — ¢ (transition vide)

Etant donné un terme (clos) ¢ de 7 (F), un calcul est une dérivation de la forme
t—A,q(t). Un calcul est réussi si ¢ € Q. Le langage (A) = {t € T(F) |
t—h,q(t) avec ¢ € Qy} est dit reconnu par I’automate A. Deux automates A et A’
sont dits équivalents s’ils reconnaissent le méme langage.

Notons que A 4 possede la propriété de terminaison si et seulement si le sous-systéme
des transitions vides termine, c’est-a-dire s’il n’y a pas de boucle dans le graphe des transi-
tions vides.

Exemple 9.2 Fy = {a}, F1 = {g}, Fo = {f}, Q = {¢a,90:9r}, Qf = {qr}, et

A = {a = ga(a), 9(¢a(z)) = ¢4(9(2)), 9lae(z)) = a4(9(2)), flae(z),94(9(y)) —
qr(f(z,y)))}. Suivent successivement une derivation qui n’est pas un calcul, un calcul qui

échoue, et un calcul réussi.

7(a,0) —> flaa(@) @) — £ (00(@), 00 (@)

9(a) — 9(¢a(a)) — ¢4(9(a))

1(9(),9(a)) =+ f(4a(@), 4a(@)) =+ £ (44(9(a)), 45 (9(a))) —> 45 (f (9(a), 9(a)))

Les automates ascendants d’arbres n’ont pas d’état initial, ce sont en fait les constantes
de Foy qui en tiennent lieu, puisque les transitions non vides associées sont de la forme
¢ = ge(c).

Il est possible de considérer les états comme des symboles de constantes, et dans ce
cas, les transitions non vides sont des regles closes de la forme f(g1,...,9,) — g¢. La
présentation précédente, qui permet de ne pas détruire le terme réécrit, s’avere nécessaire
pour la pluspart des généralisations, en particulier pour les automates a contraintes. Par la
suite, nous adopterons souvent la présentation simplifiée, qui, pour notre exemple, aurait
donné :

Exemple 9.3 A = {a — qa, 9(¢a) = 49, 9(ag) = g, flag.94) — qy}. Les calculs
deviennent :

f(a,a) — f(dasa) — £(das a)
9(a) — 9(4a) —> 4

f(g(a),g(a)) % f(4a:9a) % f(d9:99) — 45
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Définition 9.4 Un automate ascendant d’arbres A est dit

- réduit si tous les états sont accessibles, c’est-a-dire si pour tout état ¢ € Q, il existe
untermet € 7(F) tel que t —4 , q(t),

- déterministe ou AFAD, si tout terme clos possede au plus un calcul. Une condition
suffisante (équivalente dans le cas ou I’automate est réduit) est qu’il ne possede pas de
transition vide ni deux régles de méme membre gauche a renommage prés de leur variables.

- complet si tout terme clos posséde au moins un calcul. Une condition suffisante
(équivalente dans le cas ou I’automate est réduit) est que pour tout n € IN, pour tout
f € Fp, pour tous qi,...,q, € Q, il existe ¢ € Q et une regle f(qi1(x1),--.,qn(xn)) —
q(f(z1,...,z,)) dans A 4.

L’automate de I’exemple 9.2 est réduit, déterministe, mais incomplet.
Par la suite, nous ne considererons que des automates réduits. Enongons deux propriétés
simples :

Lemme 9.5 Si A est un automate complet déterministe, alors tout terme clos possede un
calcul unique.

Si A est un automate incomplet, alors il existe un automate complet équivalent A’ qui
est déterministe si A I’est.

Les réciprogues des proprietés précédentes nécessitent que A soit réduit.

9.3 Réduction du non déterminisme

Lemme 9.6 Pour tout AFA avec transitions vides, il existe un AFAD sans transitions vides
équivalent.

La preuve est routiniere. Elle consiste, comme dans le cas des mots, a recopier toute
transition non-vide arrivant en état g vers les états ¢’ tels que I’on passe de g a ¢’ par une
succession de transitions vides, avant de supprimer toutes les transitions vides.

Théoréme 9.7 Pour tout AFA, il existe un AFAD équivalent obtenu en temps non détermi-
niste linéaire.

On commence par éliminer les transitions vides, puis on déterminise de la maniere
habituelle en passant aux parties de I’ensemble des états.

9.4 Pompage

Théoréme 9.8 Pour tout automate fini ascendant d’arbre A, il existe une constante K 4 >
0 telle que, pour tout terme clos ¢ € (A) de hauteur supérieure a K 4, il existe des contextes
clos U[], et V[], et un terme clos w tels que :

-0<|p[< Ku,

-0<|g|< Ka,

-Vn € N, U[V"|w]4], € L(A).
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La preuve est la méme que d’habitude, relativement a une branche du terme ¢ de hauteur
supérieure a K 4.

Soit F contenant un symbole binaire f. On déduit aisement du lemme précédent que le
langage d’arbre {f(¢,¢) | t € T(F)} n’est pas reconnaissable. Il suffit en effet de pomper
un tel terme de hauteur quelconque pour engendrer un terme qui ne fasse pas partie du
langage.

On en déduit aussi la propriété essentielle suivante :

Corollaire 9.9 Le vide d’un AFA est décidable.

Preuve

En effet, d’aprés le résultat de pompage, il suffit de tester tous les termes clos de hauteur
au plus égale au nombre d’états. Une méthode beaucoup plus efficace consiste a nettoyer
I’automate en éliminant les états inutiles (non productifs ou non atteignables). O

9.5 Clobture par les opérations Booléennes

Théoréme 9.10 La classe des langages d’arbres reconnaissables est close par les opéra-
tions Booléennes.

Preuve
On fait la preuve pour I’union, I’intersection et la complémentation, en utilisant des trans-
formations qui préservent la propriété pour un automate d’étre déterminisme et com-
plet. Soient A" = {Q',F,Q}, A’} et A7 = {Q”,F,Q",A”} deux AFA complets.
On définit I’ensemble QQ = Q x Q' des paires d’états, et le systtme de régles A =
{f((d1,¢"1), -5 (g, q"n)) = (&) | fq1s---5an) = ¢ €t f(@"1,.-,q"n) = "}
On vérifie alors aisément que les automates (Q,F, Q’f X Q" UQ x Q" A) et
(Q,F, Q% xQ”, A) reconnaissent respectivement les langages L(A') U L(.A”) et L(A") N
L(A”), et sont déterministes si et seulement si A’ et .A” le sont tous deux.
Pour I’automate complémentaire de A’ supposé complet, on procede comme d’habitude
en échangeant états acceptants et non acceptants. O

9.6 Cloture par homomorphisme

La situation va différer du cas des mots.

Définition 9.11 Soient F et F' deux alphabets de symboles de fonctions, non nécessaire-
ment disjoints. A chaque » > 0, on associe un alphabet de variables X,, = {z1,...,z,}
disjoint de F et F'. Soit hx une application qui a un symbole f € F, associe un terme
de 7(F', X,). L’homomorphisme d’arbres h : T (F) — T (F') défini par hx est I’unique
application qui vérifie

h(f(tla e atn) = hF(f){xl = h(tl)a <oy Ty h(tn)}

L’homomorphisme & sera dit linéaire si h=(f) est un terme linéaire de 7 (F)’ pour tout
ferF.
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Exemple9.12 7y = {a,b}, F5 = {9}, F} = {a,b},Fy = {f}, hr(a)
a,hz(b) = b, and hx(g) = f(z1, f(ze,z3)). Soit t = g(a,g(b,b,b),a). Alors h(t)
fla, f(f(b, f(b,b)),a)).

Les homomorphismes d’arbres ne préservent pas la reconnaissabilité. En effet, il suf-
fit de prendre les alphabets F = F' = {f(,),a}, et I’hnomomorphisme h engendré par
hr(a) = a,hx(f) = f(x1,z1). L’homomorphisme A transforme le langage reconnais-
sable {f(¢,t') | t,t' € T(F)} enlelangage {f(¢,t) | t € T(F)} dontonavu qu’il ne Iest
pas. Toutefois,

Théoréme 9.13 La classe des langages d’arbres reconnaissables est close par homomor-
phisme linéaire d’arbres, et par homomorphisme inverse arbitraire.

La preuve est un exercice non trivial pour la reconnaissabilité par homomorphisme li-
néaire. Elle est standard pour les homomorphismes inverses.

9.7 Cloture par normalisation

Le résultat essentiel de ce paragraphe est que la reconnaissabilité est préservée par nor-
malisation par un systéme de réécriture linéaire (droit et gauche).

En fait, ce qui s’avére intéressant en pratique est que le langage des termes clos en
forme normale pour un systéme de regles linéaire gauche est reconnaissable. Les membres
droit n’interviennent évidemment pas dans la définition des termes en forme normale, ce
qui explique qu’aucune condition de linéarité ne soit requise pour eux. Nous montrons ce
résultat a I’aide d’un lemme préliminaire simple, mais important.

Lemme 9.14 Le langage L; des instances closes d’un terme ¢ linéaire est est reconnais-
sable.

Preuve
Soit Ly = {ty | -y une substitution close arbitraire}. On reconnait L; avec I’automate non
déterministe (Q, F,{tT}, A), ou

-Q = {q} U{tlpT | p € FPos(t)}, ou 7 désigne la substitution telle que Vz €
Var(t) zT = qo,

-A = AgUA}, ou Ag est I’ensemble des régles d’un automate complet pour I’état go,
et Ay = {f(q1,---,qn) = q| Vg = f(q1,--.,qn) € Q}.

Pour la réciproque, on sait déja que la condition de linéarité est essentielle, puisque
I’on a vu que le langage {f(¢,t) | t € T(F)} n’est pas reconnaissable. De maniére plus
générale, cela est vrai de tout terme ¢ non linéaire par le méme argument. |

Lemme 9.15 Le langage L; des termes dans lequel un terme ¢ est imbriqué, est reconnais-
sable si et seulement si ¢ est linéaire.

Plus généralement,

Preuve
Soit Ly = {u[ty], | ouw designe un contexte clos arbitraire et v une substitution close arbitraire}.
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On reconnait L; avec I’automate non déterministe (Q, F, {g}, A) inspiré du précédent,
ou les changements sont les suivants :

-Q = {qo0, a5} U{tlp7 | p € FPos(t)},

-A= AOUAf UAtU{tT - Qf}' ou Af = {f(QIa-"7Qi1’Qf7Qi+la"'7Q’n) — g5 |
Vn e INVf e F,Vie [17’1,] Vi, o5 Qic1,Qit1y---,qn € Q} O

On en déduit maintenant le théoréme :

Théoréme 9.16 Le langage des formes normales closes d’un systeme de réécriture linéaire
gauche fini est reconnaissable.

Preuve
Soit R = {I; — r;}. A chaque membre gauche /;, on associe I’automate A, qui reconnait
les termes réductibles par la iéme régle. On conclue par union, puis complémentation.

Ce résultat a de nombreuses applications importantes, en particulier en démonstration
automatique.

Définition 9.17 Etant donné un systéme de réécriture R, un terme ¢ est dit inductivement
réductible par R si toutes ses instances closes le sont.

Corollaire 9.18 La réductibilité inductive d’un terme linéaire ¢ est décidable pour les sys-
témes de régles linéaires gauches.

Preuve

En effet, un terme ¢ est inductivement réductible si le langage de ses instances a une inter-
section non vide avec le langage des formes normales pour le systeme de régles, ce qui est
décidable. |

En fait, on peut montrer que le résultat reste vrai pour les termes non linéaires. On peut
aussi montrer qu’il est vrai pour tout systéme de régles, linéaire gauche ou pas, mais cela
nécessite I’utilisation d’automates a contraintes qui sortent du cadre de ce cours.

Une autre application, intimement liée a la précédente, consiste a "libérer" une algébre
quotient par un systeme de réécriture R linéaire gauche et convergent. En effet, pour de tels
systemes, I’algébre quotient est isomorphe a I’algébre des formes normales. L’ensemble des
formes normales étant reconnaissable, on va interpréter les états de I’automate comme des
sortes, et ses transitions comme des déclarations de profil des opérations. Cela nous fournit
une nouvelle algébre qui est isomorphe a la précédente. L’avantage de cette nouvelle algébre
est qu’elle est librement engendrée, et que I’on peut donc raisonner aisément par récurrence
structurelle. Cette technique a des applications, a la démonstration automatique d’une part,
mais aussi en théorie des types, pour la génération des régles d’élimination pour les types
inductifs quotient.

Nous présentons ci-dessous un exemple simple, la specification classique des entiers
par prédecesseur et successeur. La construction de I’automate de formes normales (par un
algorithme plus efficace que celui esquissé plus haut) nous donne I’automate de la figure 9.1,
dont tous les états sont acceptants excepté Int. Nous utilisons la convention que les fleches
étiquettées par des e sont des transitions vides.
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obj INTEGERS

sorts Nat<Int
opS,P:Int — Int

op S:Nat — Nat

op 0 : Nat

eq P(S(x)) — x if x : Int
eq S(P(x)) — x if x : Int
end fmod

Fi1G. 9.1 — Une spécification avec sortes ordonnées des entiers et son automate associé
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Chapitre 10

Logique du premier ordre

10.1 Syntaxe

Un langage du premier ordre est constitue a partir d’un vocabulaire comprenant

- un ensemble infini de symboles de variables X = {z,y, 2, ...},

- un ensemble de symboles de fonctions F = {f, g, h,...,a,b,c,...} munis d’arités.

- un ensemble de symboles de prédicats P = {P,Q, R, ...,p,q,,...} munis d’arités
de telle sorte que pour chaque entier n, P, est I’ensemble éventuellement vide des symboles
de prédicats d’arité n. Les symboles {p,q,r,...} de Ro sont aussi appellés symboles (ou
variables) propositionelles.
des connecteurs logiques usuels : A, V, -, =, des constantes 0, 1, et des quantificateurs 3, V.
On utilisera également des symboles auxiliaires de désambiguation comme (, ), [,], { et }.

Le langage logique est formé de quatre entités syntaxiques, les symboles de variables
(ou variables), les termes, les atomes et les formules, construites successivement comme
suit :

1. I’ensemble T'(F, X) des termes finis est défini au chapitre 2

2. L’ensemble des atomes est I’ensemble des expressions de la forme P(t4,...,t,) ou
t1,. ..,y sont des termes finis.

3. Le langage F(R,F,X) des formules du premier ordre bati sur le vocabulaire
R,F,X est le plus petit ensemble contenant les constantes logiques 0 et 1 et les
atomes, et clos par les opérations qui
- & la formule A associent sa négation — A4,

- aux formules A, B associent leur conjonction A A B, leur disjonction A V B, et
Iimplication A = B,

- ala formule A et a la variable z associent la formule existenciellement quantifiée
Jz A, et la formule universellement quantifiée Vz A.

Le langage des formules propositionnelles est obtenu pour X =, F = 0, P = Py.

Un littéral est un atome (auquel cas il est dit positif) ou la négation d’un atome (au-
quel cas il est dit négatif). Une formule sans variable est dite close. Une formule dont les
quantificateurs apparaissent tous en téte est dite prénexe. Une formule universelle (resp.
existentielle) est une formule prénexe close dont les seuls quantificateurs sont universels
(resp. existentiels).

96



On appelle clause toute formule universelle dont les sous formules non quantifiées sont
des littéraux ou des disjonctions de littéraux. Une clause a donc la forme générale

V$1...Van1V...VAp\/—lB1\/...V—|Bq

ouAy,..., Ay, By,..., B, désignent des atomes.

Les quantificateurs lient les variables sur lesquelles ils portent. On définit donc les va-
riables libres Var() et les variables liées BVar() d’une formule par récurrence sur la struc-
ture de la formule :

Variables Var(z) = {z} si = est une variable

BVar(z) = 0 si = est une variable
Termes Var(f(t1,...,tn)) = Var(t1) U...UVar(t,)
BVar(f(ti,...,tn)) =10
Atomes Var(P(t1,...,tn)) = Var(t1) U... U Var(t,)
BVar(P(ty,...,t,)) =0
Formules Var(A A B) = Var(A) UVar(B)
BVar(A A B) = BVar(A) U BVar(B)
Var(AV B) = Var(A) UVar(B)
BVar(AV B) = BVar(A) U BVar(B)
Var(A = B) = Var(A) U Var(B)
BVar(A = B) = BVar(A) U BVar(B)
Var(—A) = Var(A)
BVar(—-A) = BVar(A)
Var(3zA) = Var(A) — {z}
BVar(3zA) = BVar(A) U {z}
Var(VzA) = Var(A) — {z}
BVar(VzA) = BVar(A) U {z}

On représente souvent les formules comme des arbres, et on utilise des mots sur le vo-
cabulaire des entiers naturels pour désigner les positions des sous formules. Cela permet
de parler plus précisément des occurrences libres ou liées d’une variable x. Par exemple,
la variable z a une occurrence libre (a la position 1.1) et une occurence liée (a la position
2.1.1) dans la formule P(z) v VzQ(z), a condition de considérer V2 comme un opérateur
unaire indexé par la variable z. Cela a un sens informatique trés précis : la variable liée z
est représentée par un pointeur sur le noeud correspondant. Deux occurrences d’une méme
variable liées par le méme quantificateur (v ou 3) pointeront donc sur le méme noeud (éti-
quetté par V ou ). Deux variables distinctes ou bien liées par des quantificateurs différents
pointeront sur des noeuds distincts. Les variables libres pointeront sur des noeuds (3 ou V
selon les cas) fictivement rajoutés au dessus du terme. Cette représentation des termes est
due a De Bruijn.

L application d’une substitution & un terme est étendue aux formules :

Variables zo = o(x)

Termes f(t1,...,tn)o = f(t10,...,t,0)

Atomes P(ti,...,tn)o0 = P(t10,...,t,0)

Formules (A A B)o = Ao A Bo

(AV B)o = Ao V Bo
(A= B)o = Ao = Bo
(mA)o = —~(A4o)
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(FzA)o = Tz (Aoy,)
(VzA)o =V (Aoy,)

10.2 Sémantique

La sémantique de Tarski a pour but d’associer une valeur de vérité parmi (T pour true
et F pour false) a toute formule close, et une fonction a valeur dans les valeurs de vérité
a toute formule possédant des variables libres. Certaines sémantiques utilisent trois valeurs
de vérité (en ajoutant la valeur indéfini par exemple). On munit ces valeurs de vérité d’une
structure via une table de vérité qui décrit I’action des connecteurs Booléens sur les valeurs
de vérité. Ces connecteurs Booléens expriment les propriétés des connecteurs logiques via
les notions fondamentales de structure et d’interprétation.

ﬁBool(T) _‘Bool(F) =T

V Bool (T, T) = T, VBool(Ta F)

= F,

ABool (T, T) = T, /\Bool(Ta F) = F, /\Bool(Fa T) = F, /\Bool(Fa F) =F
= Ta vBOOl (Fa T) = T7 VBool(F7 F) =F
= F,

= Bool (Ta T) =T, = Bool (Ta F) = Bool (Fa T) =T, = Bool (Fa F) =T
Définition 10.1 Une (F, P)-structure (ou simplement structure) est une paire (S, 1) ou S
est un ensemble appelé domaine de discours et I est une interprétation qui consiste d’une
part en un homomorphisme de 7'(F) dans une F-algébre de domaine S et d’autre part en
une interprétation des symboles de prédicats : pour chaque symbole de prédicat P € P,,,
I(P) (aussi noté Pr) est un sous ensemble de D™.

On abrégera souvent (S, I) en S lorsque I’interprétation est déterminée sans ambiguité
par le contexte.

Lorsque le symbole @ est d’arité nulle, la relation @7 est alors une valeur de veériteé, T
(pour true) ou F' (pour false).

Quelques exemples de structures importantes :

Exemple 10.2
Domaine | Opérations | Relations Nom Notation
N 0,8, + =< Arithmétique de Presburger | Presburger
N +,%,0,8 =< Arithmétique de Peano Peano
R +,%,0,8 =< Théorie des Réels Tarski
Q +,%,0,8 =< Théorie des Rationnels

Nous allons maintenant interpréter les formules, et il y a deux facons de procéder. La
premiére consiste a interpréter une formule comme une fonction Booléenne de ses variables
libres. Une formule close sera donc interprétée par une valeur de vérité. Techniquement,
I’ensemble des variables libres d’une formule n’étant pas identique a celui de ses sous-
formules, il va étre nécessaire de calculer la fonction d’interprétation d’une formule vis a
vis d’un ensemble quelconque de variables contenant ses variables libres.
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La seconde consiste a se donner a priori des valeurs du domaine d’interprétation pour
toutes les variables de X'. Techniquement, cela nécessite I’introduction d’une fonction (ar-
bitraire) de X dans le domaine D, appellée valuation. Une valuation étant donnée, I’inter-
prétation d’une formule relativement a cette valuation devient une valeur de vérité. Cette
solution évite donc la gestion d’un ensemble de variables dans la définition des interpréta-
tions, au prix d’un concept supplémentaire, celui de valuation, que I’on peut voir comme
une variable globale donnant la valeur de toute les variables afin que les interpretations
soient des valeurs plutdt que des fonctions.

Dans ce cours, nous avons choisi la premiere solution. 1l pourra étre utile pour le lecteur
de reformuler les énoncés et refaire les preuves avec la seconde.

On notera par [A]r (4,,...z,}(d1,- - -, dp) 12 valeur pour le n-uplet (di,...,d,) de la
fonction d’interprétation de la formule A vis a vis de I’interprétation I et de I’ensemble
de variables {z1, ..., z,} contenant Var(A). On omettra I’indice I lorsque cela sera sans
ambiguité. On utilisera la notation = pour la liste de variables {z1,...,z,} prises dans
cet ordre, la lettre d pour désigner un élément du domaine S, et d pour la liste de valeurs
{d1,...,d,} prises dans cet ordre.

Variable [yl¢._ . }( ., d,. ..) =d

Terme [f(t1,...,tp)]z( t . T

Atome [R(t1,. .., 1p)]z(d) = ﬂmmwwwmmw)

Formules [0]z( ) F, [lz(d)=T

[~A]z(d ) = —Boot[Alz(d)
[4 A Blz(d) = [Als(d) Apoot [Bl
] ( V Bool [B]_

[AV Blz(d) = [A

[AZ}B]_() []():>Bool[B ()
[FzAlz(d) = T ssi il existe d € S tel que [4],
VzAlz(d) = T ssi pour tout d € S, [A]; z(d

d) =
(d

H—’S

d
d

|~—"~—

T
T

n_a/\/\

,d) =
T

(

Il &

z,T
d)

Dans la définition ci-dessus, notons que x ne doit pas apparaitre dans la liste Z. Si
cela était le cas, il faudrait renommer la variable liée z, ce qui est toujours possible. Par
ailleurs, Iutilisation du ssi implique que I’interprétation est égale a F' lorsque les conditions
indiquées ne sont pas satisfaites.

Lemme 10.3 Soient deux ensembles de variables z et 7 tels que Var(A) C Z. Alors la
restriction de [A]zuy & 7 coincide avec [Alz.

Preuve
Par récurrence sur la structure de A. O

Définition 10.4 On appelle interprétation de A dans la structure (S,I) la fonction
[A]1,var(a) €ncore notée [A]; ou tout simplement [A] lorsque cela n’est pas ambigu.

Le lemme suivant indique que les notions d’interprétation et de substitution sont com-
patibles :

[Alz([z10]5(d), . . ., [zn0]5(d)), avec les conventions habi-

Lemme 10.5 [Ao]z(d) =
et Var(z;o) C g pour tout 1 < i < n.

tuelles Var(A) C Z, e
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Définition 10.6 Soit (S,I) une structure interprétant le langage du premier ordre
CP1(F,P,X), et A une formule de n variables libres. On dit que :

- A est satisfiable (ou, mieux encore, satisfaisable) dans (.S, I) si il existe d € S™ tel que
[A](d) =T,

- A est satisfiable s’il existe une structure (S, I) dans laquelle A est satisfiable, et insa-
tisfiable dans le cas contraire,

- A est valide dans (S, I), noté (S, I) = A, si pour tout d € S™, alors [A](d) = T, et
on dit dans ce cas que (.S, I) est un modéle de A,

- A est (universellement) valide, noté |= A, si A est valide dans toute structure (S, I),
et on dit alors également que A est une tautologie.

Une formule est donc satisfiable si sa cloture existentielle 3Var(A)A s’interpréte en T'
dans une certaine structure (.S, I), et valide si sa cloture universelle VVar(A)A s’interpréte
en 7' dans toute structure (S, I'). On peut donc toujours raisonner sur des formules closes.

Notons qu’une formule peut étre satisfiable sans posséder de modele. Notons également
qu’une formule A est valide ssi sa négation —A est insatisfiable. Celle derniere remarque
est a la base des méthodes de preuve par réfutation.

Définition 10.7 B est conséquence sémantique de A, noté A = B, si pour toute structure
(S,I), [Blz(d) = T chaque fois que [A]z(d) = T. La relation de conséquence séman-
tique s’étend naturellement a des ensembles de formules aussi bien a droite qu’a gauche du
symbole |=.

Pour des formules closes, A = B ssi (S, I) = B pour tout modéle (S, I) de A.

La relation de conséquence sémantique est un préordre dont I’équivalence associée est
I’équivalence sémantique notée =.

Exemple 108 A= B =BV -4

Cette équivalence nous aurait permis de définir un calcul des prédicats sans I’implica-
tion, puis de rajouter I’implication A = B comme une abréviation de la formule équi-
valente B v —A. C’est pour cette raison que nous nous sommes dispensés de quelques
autres opérateurs logiques importants, comme I’équivalence, A <> B étant I’abbréviation
de (A= B)A(B = A), le ou exclusif, A® B étant I’abbréviation de (AV B) A—(AA B),
etc ...

L’équivalence sémantique permet de munir I’ensemble des formules d’une structure
d’algebre de Boole. Le choix d’un ensemble d’opeérateurs adéquat (basé sur le ou exclusif
noté @) résulte méme en une structure d’anneau Booléen. Nous donnons ci-dessous les
axiomes de I’algebre de Boole :
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Av(Bv(C) = (AVvB)vC AN(BAC) = (AAB)AC
AvB = BVA ANB = BAA
Avo = A ANO = 0
Avl = 1 ANl = A
AVA = A ANA = A
AV(BANC) = (AVB)A(AVCO) AN(BVC) = (AAB)V(AAC)
—|(AVB) = (—|A)/\(—|B) —|(A/\B) = (—|A)V(—|B)
-1 = 0 -0 =1
Av-4 = 1 AN-A = 0
——A = A

Ces égalités ne font pas intervenir explicitement les quantificateurs —ni les symboles de
fonction ou de prédicats—, ce sont des égalités propositionnelles. Si on les supprime, on se
retrouve dans le calcul propositionnel. Savoir si une formule propositionnelle est satisfiable
est le probleme NP-complet qui a recu la plus grande attention, tant pour son importance
théorique que pour ses applications pratiques, en particulier a la preuve de circuits logiques.

Ces axiomes égalitaires peuvent aussi s’appliquer a des expressions quelconques, pou-
vant éventuellement contenir des quantificateurs. La prise en compte explicite des interac-
tions entre les quantificateurs et la negation fait apparaitre une nouvelle série d’axiomes :

VA = 3Jz-A -JzA = Vi—-A
(VzA)AB = Vz(AAB) (VtA)VB = Vz(AV B)
if z & Var(B)

(A=VzB) = Vz(A=B) (A=3zB) = Jz(A= B)
if x & Var(A)

(VA= B) = 3z(A=B) (JzA=B) = Vz(A= B)
if z & Var(B)

Ces axiomes joueront un rdle essentiel plus tard lors de la mise en forme normale des
formules logiques. La question se pose bien sir de leur application dans le cas ou la condi-
tion d’application portant sur la variable quantifiée n’est pas satisfaite. Il suffit alors de la
renommer :

Lemme 10.9 Vz A = Vy A{x — y} pourvu que y &€ Var(A).
La preuve de ce lemme simple est laissée au lecteur.

Définition 10.10 La théorie d’une structure (S, ) est I’ensemble des formules de C'P1
dont (.S, I) est un modéle. On la note Th(S, I).

Un ensemble T" de formules closes est une théorie ssi il est clos par conséquence séman-
tique,cad A € I'ssi I |= A.

Une théorie T" est consistante si elle ne contient pas a la fois une formule A et sa néga-
tion - A.

Une théorie I" est compléte si pour toute formule A, A € T'ou (—A) € T

Une théorie T est finiment axiomatisable s’il existe un sous-ensemble fini de T" dont T’
Soit conséquence sémantique.
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Une théorie T est récursivement axiomatisable s’il existe un sous-ensemble récursif
(reconnu par un algorithme qui termine toujours) de I" dont I soit conséquence sémantique.

Une théorie T est décidable s’il existe une procédure qui termine toujours, telle que
pour toute formule A la procédure retourne oui si A € T et non dans le cas contraire.

Une théorie T est semi-décidable s’il existe une procédure telle que pour toute formule
A la procédure retourne oui si A € T" et non ou ne termine pas dans le cas contraire.

Exemple 10.11 L’arithmétique de Presburger (resp. Peano, Tarski) est la théorie de la
structure Presburger (resp. Peano, Tarski) de I’exemple 10.2.

Notons que I’usage veut que I’on appelle théorie de Tarski (ou théorie des réels) I’arith-
métique du méme nom.

Lemme 10.12 L’arithmétique de Presburger est décidable. L arithmétique de Peano est
indécidable. La théorie de Tarski est décidable.

Les preuves de ces assertions ne sont pas immédiates, la derniére étant difficile. La
décidabilité de I’arithmétique de Presburger peut s’obtenir par des techniques d’automates.

Exemple 10.13 La théorie du graphe ({1,2},{(1,2),(2,1)}) contient les formules
Vaey(zEy = yEz),Ve.~zEz,Vry(xEy V —zEYy), ..., 00 E € Ps.

Exemple 10.14 Le prédicat d’égalité est en général implicitement présent dans le voca-
bulaire d’un langage du premier ordre. Sa théorie (dite de I’égalité) est définie par les
axiomes :

réflexivité : Ve z =z

symétrie: Veyz=y=>y==<x
transitivité : Veyzx =yAy=z=>z=12

Pour chaque entier n et chaque symbole de fonction f € F,, :
congruence : VIg T =7 = f(T) = f(9)
Pour chaque entier n et chaque symbole de prédicat R € P, :
VIyZ =7 = R(Z) <> R(y)

Cette théorie posséde donc un ensemble fini d’axiomes si le langage C P1 posséde un
vocabulaire fini.

Exemple 10.15 La théorie des groupes est engendrée par exemple par les trois axiomes
suivants :

Veyzx* (y*x2z) = (xxy)*xz, Veexx=x, VeIyzxy=ce

La théorie des groupes n’est pas compléte, car il existe des groupes commutatifs et
d’autres qui ne le sont pas.
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Exemple 10.16 L’arithmétique de Peano est engendrée par les axiomes suivants :
Vz =(S(z) =0), Vzy S(z) =S(y) =>z =y

Vez+0=z, Veyz+ S(y) = S(z+7y)
Vexx0=0, Veyz*xS(y) =z *xy+z
Vz -(z <0), V20 < S(z), Yoy S(z) < S(y) =z <y

Pour toute formule A, et pour toute variable z libre dans A,
[A(0) AVz(A(z) = A(S(2)))] = VzA(z)

Cette derniere expression est le schéma d’axiomes de récurrence. Il y a donc un axiome de
récurrence par formule et variable libre de la formule. L’arithmétique de Peano n’est donc
pas finiment axiomatisable, mais elle est récursive car il existe une procédure qui termine
toujours qui, étant donnée une formule, réponde oui s’il s’agit d’un axiome de récurrence
et non dans le cas contraire.

Lemme 10.17 L’arithmétique de Peano est incompléte.

La preuve d’incomplétude est due a Godel. Sa lecture est recommandée.
Nous avons donc maintenant deux définitions de I’arithmétique de Peano. Montrer
qu’elles coincident est laissé a la sagacité (ou a I’érudition) du lecteur.

Exemple 10.18 Lathéorie des arbres finis étiquetés sur un alphabet fini est fondamentale a
I’informatique. Elle joue un réle clé en programmation logique en particulier, ou elle sous-
tend la notion d’unification et les axiomes de Clarke pour le traitement de la négation. Elle
sera étudiée plus en détail dans le chapitre 13. Cette théorie est engendrée par les axiomes
de I’égalité que nous avons déja vus ainsi que par les axiomes suivants qui expriment la
"liberté" de I’algébre T'(F) :

Décomposition : Pour chaque entier n et chaque symbole f € F, :

Voylf(z) = f(§) T =7

Conflit : Pour chaque couple d’entiers m, n et chaque couple de symboles f € F,,,g €
Fn -
vzy[f (@) = 9(y) < 0]

Occurence :
Vay[zlylpen =y < 0]
ol z[y],.A st une notation signifiant que y est un sous-arbre de z a une position p diffé-

rente de la racine. La définition axiomatique de cette notation est laissée au lecteur.
Monde clos :

Ve(Fgz = (@) V...V (T z =g(z))
la disjonction précédente énumérant tous les symboles de fonction de . Cet axiome est
donc finitaire si F est fini.
Notons que cet ensemble de formules est infini, a cause des axiomes d’occurrence, mais
récursif.
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Theorem 10.19 La théorie des arbres finis étiquetés est compléte.

Ce résultat est di a Mal’cev. Une axiomatisation récursive légérement différente a été
donnée par Maher, qui se généralise aisément au cas des arbres infinis (rationels ou pas).
Une preuve récente, qui se généralise volontiers a des structures d’arbres quotients par des
axiomes comme la commutativité d’un symbole, est due a Comon. Ces questions font I’ob-
jet du dernier chapitre.

Définition 10.20 Deux structures (S, I) et (S’, I,) sont isomorphes s’il existe une bijection
¢ de S dans S’ (étendue aux produits cartésiens S™) telle que :
- pour tout symbole de fonction f € F, ettoutd € S™, fi(d) = cssi fr(£(d)) = &(c),
- pour tout symbole de relation R € P, ettoutd € S™, d € Ry ssi £(d) € Ry,

Par exemple, deux graphes qui ne différent que par le nom des sommets sont iso-
morphes.

De difficulté trés inégale, les preuves des lemmes qui suivent sont laissées au plaisir du
lecteur.

Lemme 10.21 Deux structures isomorphes sont modeles des méme formules.

Lemme 10.22 Deux structures finies qui valident le méme ensemble de formules sont iso-
morphes.

La réciproque de ce théoréme est fausse. Les deux structures (Q,{<q}) et (R, {<r})
ne peuvent étre isomorphes puisque leurs domaines n’ont pas la méme cardinalité. Toute-
fois,

Lemme 10.23 Les deux structures (@, {<q}) et (R, {<gr}) sont modeles des méme for-
mules du premier ordre.

En fait, les deux structures sont bien sr distinguables, mais pas par des formules du
premier ordre construites sur le seul symbole relationnel <. Il faut soit rajouter des symboles
de fonctions, par exemple 0 ou bS, soit considérer des formules de second ordre.

Lemme 10.24 Si un ensemble de formules a un modéle unique a isomorphisme pres, alors
sa cléture par conséquence sémantique est une théorie compléte.

Le probléme dual, la définissabilité, est par essence informatique : il consiste a program-
mer dans une structure au moyen du langage du calcul des prédicats du premier ordre. Ce
probléme a été trés étudié dans le cadre des langages de bases de données, pour lesquelles
les structures peuvent étre considérées comme finies.

Définition 10.25 Une relation R d’arité n sur une (F, P)-structure (S, I) est définissable
dans la logique du premier ordre s’il existe une formule A € CP1(F, P, X) dépendant des
n variables libres 7 telle que [A]; z(d) = T ssi d € R. La définition s’étend aux classes de
structures.
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Exemple 10.26 La relation de la structure Peano R(x) ssi « est premier est définissable
par la formule :

Yyzz =y*xz=>(y=xzANz=50))V(z=xAy=5(0))

L’interprétation de cette formule dans la structure Peano vaut en effet 7' pour tout nombre
premier et F' pour tout nombre non premier.

De trés nombreuses propriétés élémentaires des structures usuelles comme les graphes
ne sont pas exprimables on logique du premier ordre (voir les exercices). La logique du
premier ordre est donc assez pauvre. Pour remedier a ce probleme, la solution consiste a
enrichir le langage logique, en autorisant la quantification sur des variables de fonctions ou
de prédicat. On obtient ainsi la logique du second ordre, dont une restriction, la logique
monadique du second ordre, n’autorise que la quantification sur les symboles de prédicats
unaires, cad sur des variables interprétées comme des sous-ensembles du domaine d’inter-
prétation. Ce fragment de la logique a une grande importance en informatique théorique,
puisqu’il permet de caractériser les langages (de mots ou d’arbres) reconnaissables par un
automate fini (de mot ou d’arbre). 1l a une grande importance pratique également, puisque
les automates sont utilisés de maniére routiniére pour modéliser les circuits logiques.

10.3 Exercices

10.3.1

Exercice 10.27 Le but de cet exercice est I’axiomatisation de la théorie de Presburger. On
considére donc un langage qui contient une constante , un symbol de fonction unaire S et
comme seul symbol de prédicat =.

On désire étudier une classe de graphes considérés comme des structures
{E,{rg,Sg},{=}}. r est interprété comme la racine (supposée unique) du graphe, et S
comme une fonction injective donnant le successeur de chaque nceud (élément de E) dans
la relation du graphe, qui est donc fonctionnelle. Ces propriétés sont axiomatisées par les
trois axiomes :

A: Vz—-(S(z)=r)
B: Vz (Vy~(S(y) =) =z =r
C: Vay (S(z) =S(y) =z =y)
On considére les structures :
N = {N7 {07 SUCC}, {:}}7 Z = {Zv {S’U,CC}, {:}}’ Z/p = {[O(p - 1)]’ {S’U,CC}, {:}}

et appellerons N Z x Z /px I’ensemble des structures formées d’une copie unique de N, d’un
nombre fini ou infini (de cardinal arbitraire) de copies de Z, et d’un nombre fini ou infini
(de cardinal arbitraire) de copies de Z/p.

1. Montrer que les axiomes A, B, C n’ont pas de modele fini.
2. Montrer que toute structure de N Z x Z/px est un modéle de A, B, C.
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On se propose maintenant de montrer que tout modéle de A, B, C est isomorphe a une
structure de NZ x Z/p«. Pour cela, on considére les trois sortes de composantes connexes
d’un modele, infini avec racine, infini sans racine, et fini.

1.

4.

Considérons une composante connexe infinie avec racine r. Soit ¢ I’application de N
dans les sommets de la composante connexe définie par £(0) = r et £(succ(z)) =
S(&(x)) pour tout entier z > 0. Montrer successivement que £ est une application de
N dans les sommets de la composante connexe de r, puis qu’elle est injective, enfin
gu’elle est surjective. En déduire que la composante connexe est isomorphe a N.

Considérons une composante connexe infinie sans racine. Soit £ I’application de Z
dans les sommets de la composante connexe définie par £(0) = a, ou a désigne un
sommet arbitraire de la composante connexe, &(succ(x)) = S(&(z)) pour tout entier
z >0, eté(pred(z)) = y tel que S(y) = = pour tout entier z < 0, et En déduire que
la composante connexe est isomorphe a Z.

. Considérons une composante connexe finie ayant p sommets. Montrer que cette com-

posante connexe est en fait un cycle Hamiltonien élémentaire (passant une fois et une
seule par chaque sommet). En déduire qu’elle est isomorphe a Z/p.

En déduire que tout modéle de A, B, C est isomorphe & une structure de NZ % Z/px.

On se propose maintenant d’éliminer certains modéles superflus pour se rapprocher du
modeéle ““‘standard’ des entiers qui est formé d’une unique composante connexe. Pour cela,
on va rajouter le schéma d’axiomes d’induction :

D :®(0)[Vz(®(z) = ®(S(x)))] = VxP(z)

pour toute formule @ et variable libre z de ®. Soit ¥ la formule Vx—S?(z) = z, ou SP
désigne I’application p fois de S.

1.
2.
3.

Montrer que ¥ n’est pas valide dans un modéle qui contient une copie de Z/p.
Montrer que —S?(0) = 0 est valide dans les modeles de A, B, C, D.

Montrer que Vz (—=SP(z) = z = —-SP(S(z)) = S(x)) est valide dans les modéles
de A, B, C.

4. En déduire que ¥ est valide dans les modéles de A, B, C, D.

5. En déduire que les modeles de A, B, C, D sont formés d’une unique copie de N, et

d’un nombre arbitraire de copies de Z.

Peut-on éliminer les copies de Z en rajoutant de nouveaux axiomes ou schémas
d’axiomes ?

On dit qu’une théorie T est catégorielle pour un cardinal « ssi tous les modeles de T
de cardinal « sont isomorphes.

— Pour quels cardinals « la clotlre de A, B, C est-elle catégorielle ?

— Méme question pour la clotre de A, B, C, D.

Le théoréme de Los-Vaught énonce que si une théorie 7" sur un langage fini n’a que des
modeéles infinis, et si T" est catégorielle pour un cardinal infini, alors T' est compléte.

— La clbture par conséquence sémantique de A, B, C est-elle compléte ?

— La cléture par conséquence sémantique de A, B, C, D est-elle compléte ?
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10.3.2

Soit la structure propositionnelle (S, {}, {p1,-.-,pn}).

1. Soitn = 3. On considére la formule A = (p1 Apa A=p3) V (p1 A—p2 Ap3) V (=p1 A
P2 A\ p3).
A et — A sont-elles satisfiables ? valides ?

2. Soit B la formule ou p; est remplagé par —p;.
Est-ceque A=BouB | A?

3. Soit maintenant n. = 4. Trouver une formule ¥ qui s’interpréte en 7" dans la struc-
ture propositionnelle ssi le nombre de symboles propositionnels égaux a 7" dans la
structure est égal au nombre de symboles propositionnels égaux a F'.

4. Peut-on généraliser an = 2k ?

10.3.3

Trouver une formule A batie sur le langage défini par la constante 0, le symbole de
fonction unaire S, le prédicat d’égalité = et le prédicat ternaire Plus telle que la structure
N soit un modele de A ssi le symbole de prédicat Plus est interprété par la relation P+
définie par (z,y,2) € P+ ssiz =z +y.

Afin de montrer que P+ est la seule relation R qui convient, on pourra considérer un
plus petit triplet (x,y, z) pour lequel R et P+ différent.

10.3.4

On consideére la structure (R, {0,1,+, —, x,+},{<}).
1. Evaluer laformule A =Vzy3z (z < y) = (z < 2z Az < y).
2. Lastructure est-elle un modele de A?

3. Trouver les relations Qa telles que (R,{0,1,+,—*,+},{<,Qa}) E
Vey(Q(z,y) = Qy,z)) = (x # y), ou @Q désigne un symbole de prédicat
binaire.

4. Construire une formule B exprimant la transitivité d’une relation binaire, et une for-
mule C exprimant son antisymmétrie. Est-ce que BAC = A?

5. Construire une formule exprimant que I’ordre partiel défini par B et C est en fait un
ordre total.

10.3.5

Peut-on caractériser la connexité d’un graphe quelconque par une formule de CP1?

10.3.6

Soient F = {a}, P = {P} et ¢ la formule =P(a) V 3z P(z). ¢ est elle satisfaisable ?
Posséde-t-elle un modele de Herbrand ? Que faire ?
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10.3.7

Construire les arbres sémantiques pour les ensembles de clauses suivants et dire s’ils
sont insatisfiables :

L 81 ={A(z) v ~A(s(s(x))), A(0) V A(s(0)), —A(0) V ~A(s(0))}

2. 53 =81 U{~A(s(s(s(0)))) v ~A(s(0))}

3. 83 =85 U{~A(0) vV ~A(s(s(0)))}
Avec F = {0,s} et P = {A}.
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Chapitre 11

Forme clausale et Résolution

Ce chapitre a pour but d’introduire des méthodes calculatoires qui trouvent leur origine
dans des travaux de Herbrand et de Robinson. Ces méthodes reposent sur la transformation
de formules en clauses.

11.1 Mise sous forme clausale
On commence par la mise des formules sous forme prénexe.

Définition 11.1 Une formule est en forme prénexe si elle est non quantifiée, ou de I’'une des
deux formes V¢ ou 3x¢ ou ¢ est une formule prénexe.

Lemme 11.2 Toute formule logique est équivalente a une formule prénexe.

Il suffit pour cela d’utiliser les axiomes vus précédemment qui permettent de repousser
les quantificateurs a I’extérieur des formules lorsqu’ils sont appliqués (arbitrairement) de la
gauche vers la droite (un nombre nécessairement fini de fois). Cela peut bien slr nécessiter
de renommer les variables liées d’une formule.

Définition 11.3 Une formule clausale est une formule prénexe close sans quantificateur
existentiel.

Une clause est une formule clausale de la forme VZ(A1 A... AN A, = B1 V...V By),
ou, de maniére équivalente VZ(—A;) V...V (nA4,) V By V...V B,. Les quantificateurs
d’une clause étant tous universels, ils sont souvent omis. Il sera parfois utile de distinguer
la version quantifiée d’une clause de sa version non quantifiée en écrivant VzC' pour la
premiere et C' pour la seconde.

Lemme 11.4 Toute formule clausale est équivalente a une conjonction de clauses.

Preuve

La preuve et constructive. Il suffit d’appliquer les régles de I’algébre de Boole (sauf les
axiomes de commutativité et associativité), et de remarquer que ces régles terminent
lorsqu’elles sont appliquées de gauche a droite sur les classes d’équivalence de formules
modulo la commutativité et I’associativité de la conjonction et de la disjonction. La forme
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normale est une conjonction de clauses. On peut aussi faire une preuve par récurrence. O
L’ importance de la notion de clause vient du théoréme de Skolem :

Theorem 11.5 Pour toute formule close A, il existe un ensemble S de clauses tel que S est
insatisfiable ssi A I’est.

Preuve

Par récurrence sur le nombre de quantificateurs existentiels de A supposée en forme prénexe
sans perte de généralité, on démontre I’existence d’une formule clausale A’ telle que A’ |=
A. Et donc A’ est insatisfiable puisque A I’est. Mais il ne serait pas correct de dire que A
et A’ sont équivalentes, car on va voir que les deux formules ne sont pas construites sur le
méme langage logique.

Si A ne posséde pas de quantificateur existentiel, c’est terminé. Sinon, soit A =
VZ3y B, ou B est donc une formule prénexe. Soit f un nouveau symbole de fonction (dit
symbole de Skolem) dont I’arité est égale au nombre de variables dans z, et C' la formule
prénexe VZB{y — f(z)}. On Vérifie que C = A grace au lemme 10.5. C contient un
quantificateur existentiel de moins que A, donc il existe une formule clausale A’ telle que
A" = C. On conclue par transitivité de la relation de conséquence sémantique, et applica-
tion du lemme précédent.

Notons que si C était satisfiable dans une interprétation (.S, I), alors on en déduirait
aisément une interprétation (S, ') (prenant pour I’ la restriction de I au langage de A)
telle que A soit satisfiable. O

Exemple 11.6 Mise en forme clausale de la formule —=(Vz3y.P(z,y)) V 32.Q(z) :

=(VzIy.P(z,y)) VIz.Q(z) — JzVyIz.—P(z,y)V Q(2)
= Vy.-P(a,y) vV Q(f(y))

Mais la forme clausale n’est pas unique ; on peut aussi effectuer la transformation :

=(Vz3Iy.P(z,y)) V3Iz.Q(z) — Jz.(Vy.~P(z,y)V Q(x))
— Vy.—P(a,y) vV Q(a)

Démontrer qu’une formule A est un théoréme sous les hypotheses Hy, ..., H, se ra-
meéne donc a la preuve d’inconsistance d’un ensemble de clauses comme suit :

1. Hy,...,H, = Assi Hi A... N H, A —A est insatisfiable,

2. Mettre chaque formule de la conjonction sous forme prénexe,

3. Skolemiser chaque formule obtenue a I’étape précédente,

4. Mettre chaque formule obtenue a I’étape précédente sous forme clausale
5. Montrer que I’ensemble de clauses ainsi obtenu est insatisfiable.

On peut bien sdr également s’intéresser a minimiser le nombre de clauses, ou tout autre
mesure de la taille du probléme final a résoudre.
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P0,0)

P0,50))

P(s(0),0)

P(O,S(s(0))

FiG. 11.1 — Exemple d’arbre des interprétations

11.2 Théorémes de Herbrand

La notion de satisfiabilité est une notion sémantique, qui fait appel aux calculs de toutes
les interprétations possibles dans tous les modéles possibles. Le théoréme de Herbrand ra-
mene ces calculs sémantiques infaisables a des calculs dans des structures particuliéres
appellées syntaxiques, ou libres, ou de Herbrand, qui vont é&tre construites a partir du voca-
bulaire figurant dans les clauses.

Soit 7 (F) I’ensemble des termes clos, encore appellé univers de Herbrand et noté G.
Soit A(P, F) I’ensemble des atomes clos, encore appellé base de Herbrand et noté B.

Définition 11.7 Une interprétation A de Herbrand
- a pour domaine I’univers de Herbrand G,
- interprete le symbole f € F,, par I’opération fy d’arité n telle que fr () = f(%),
- interprete le symbole de prédicat R € P, par un sous-ensemble arbitraire Ry de G™.

Theorem 11.8 (Herbrand) Un ensemble S de clauses est satisfiable ssi il I’est dans une
interprétation de Herbrand. 1l est donc insatisfiable ssi il I’est dans toute interprétation de
Herbrand.

Preuve

Soit I une interprétation qui satisfait S. On considére I’interprétation de Herbrand H
telle que Ry (f) = [R(%)];, dont on montre qu’elle satisfait S. On utilise pour cela le
lemme 10.5. O

La base de Herbrand étant dénombrable, (I’ensemble des termes clos de taille n est fini
si F et P sont finis et dénombrable sinon), il est possible d’énumérer les atomes clos, donc
B = {A;}ien. On peut donc organiser I’ensemble des interprétations de Herbrand en un
arbre binaire dont les branches sont en correspondance biunivoque avec les interprétations
de Herbrand, appellé arbre des interprétations ; jusqu’a la profondeur =, I’arbre décrit toutes
les interprétations des n premiers termes de la base de Herbrand. Les fils d’un nceud donné,
de profondeur n correspondent aux deux prolongements possibles de I’interprétation au
(n + 1)iéme élément de la base.

Un exemple est donné dans la figure 11.1 : on suppose dans cet exemple qu’il y a un
symbole de prédicat binaire P, une constante 0 et un symbole de fonction unaire s. Les
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éléments de la base de Herbrand sont ordonnés suivant la taille des atomes, puis, en cas
d’égalité des tailles suivant I’ordre lexicographique des tailles des arguments de P.

Un chemin de la racine a un noeud p € (N*)* de I’arbre sera noté H, et appellé une
interprétation partielle des atomes Ao a Ay, ;. On dira que I'interprétation I, prolonge
I’interprétation I, si le chemin p est un prefixe du chemin g. On va maintenant définir un
calcul des interprétations partielles dans une logique trivaluée (avec une nouvelle valeur L
qui se veut representer la valeur indéfinie) de la maniére suivante :

- H,(A) =T si H(A) = T dans toute interprétation totale qui prolonge H,,.

- H,(A) = Fsi H(A) = F dans toute interprétation totale qui prolonge H,.

- H,(A) = L dans le cas contraire.

On pourrait montrer que cette définition coincide avec celle qui consisterait a déefinir le
calcul des interprétations partielles de maniére analogue a la définition du calcul des inter-
prétations (totales) en logique binaire. Nous nous conterons en fait des propriétés suivantes :

Lemme 11.9 Soit H), n interprétation partielle qui intreprete tous les atomes de la clause
close C. Alors [Clg, # L.

Preuve
Par récurrence sur la longueur de p.
— Cas de base : [p| = 0. Alors C est nécessairement la caluse vide, interprétée en L.
— Cas général : soit ¢ un noeud successeur de p. Si tous les atomes de C' sont énumérés
en p, on conclue par hypothese de récurrence. Sinon, C = C'VAouC = C'vV-Aou
A est I’atome énuméré de p & . Par hypothése de r’ecurrence, [C'H, # L. Comme
toute interprétation H qui prolongent ¢ prolongent p, [C']g = [C']x,. Et comme la
valeur de vérité de I’atome A ou — A ne dépend pas de I’interprétation H choisie, on
en déduit que toutes les interprétations H prolongent H, interprétent C' de la méme
facon, d’ou le résultat.

Lemme 11.10 Soit C une clause telle que [VZC]gy = F. |l existe une interprétation par-
tielle H), telle que [VzCly, = F.

Preuve
I existe une substitution close «y telle que [Cy]z = F'. On choisit alors une interprétation
partielle qui interpréte les atomes de C'y de la méme maniére que H.

Définition 11.11 p est un noeud d’échec pour I’ensemble S = {C1,...,Cy} de clauses
s’il existe une clause C; et une substitution close - telle que [C;y]n, = F et la propriété
n’est vrai pour aucun prédécesseur de p dans I’arbre des interprétations.

On appelle arbre sémantique d’un ensemble S de clauses I’arbre obtenu & partir de
I’arbre des interprétations en élaguant les sous-arbres issus d’un noeud d’échec et en éti-
quettant ce dernier par les instances des clauses réfutées.

Un arbre sémantique sera dit clos si toute branche se termine en un noeud d’échec.

Exemple 11.12 Supposons que JF est réduit a un symbole de constante 0 et a un symbole
unaire s, P étant réduit au symbole de prédicat unaire A. Soit S I’ensemble de clauses
{=A(z)VA(s?(x)), A(0), A(s(0)), ~A(s3(0)) V—A(s(0)) }. On obtient I’arbre sémantique
clos de la figure 11.2, ou les feuilles de I’arbre sont étiquettées par des instances de clauses
de S.
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| ~A(s(0)) V —A(s(5(5(0)))) | [—A(s(0) V A(s(s(5(0)))) |

FiIG. 11.2 — Exemple d’arbre sémantique clos

Un arbre sémantique clos est bien sr fini, cela est une conséquence de I’énumération des
atomes de la base de Herbrand. Si nous avions choisi d’énumérer les atomes de la base
selon un ordre transfini, donc non isomorphe a I’ordre des entiers naturels, alors I’arbre
sémantique ne serait plus nécessairement fini. La notion d’arbre clos, toutefois, est en fait
suffisament générale pour traiter ce cas la également.

Exercice 11.13 Calculer I’arbre sémantique clos pour I’ordre sur les atomes qui énu-
mére tous les atomes de la forme A(s?"*+1(0)) avant d’énumérer les atomes de la forme
A(s7(0)).

Theorem 11.14 Un ensemble S de clauses est insatisfiable ssi il posséde un arbre séman-
tique clos.

Preuve
Si un ensemble S de clauses posséde un arbre sémantique clos, alors toute interprétation
I prolonge une interprétation partielle JJ qui étiquette un noeud d’échec. 1l existe donc au
moins une instance C~y d’une clause C de S dont I’interprétation est fausse dans J donc
dans I.

Réciproquement, si S posséde un arbre sémantique non clos, alors il existe une
interprétation I dont aucune interprétation partielle n’étiquette un noeud d’échec. On en
déduit aisément par contradiction que S s’interpréte en T dans | : supposons qu’il existe une
clause C de S telle que [VZC]; = F, cad [Cv]; = F pour une certaine substitution close
. Les atomes de C'y étant en nombre fini, ils sont tous énumérés avant un certain entier k.
Il existe donc une interprétation partielle H,, que prolonge I, telle que [Cy]z, = F. Donc
il existe un noeud préfixe de p qui est noeud d’échec, ce qui est contraire a I’hypothése.
Donc I est un modele de S. O
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11.3 Reésolution close

Nous présentons tout d’abord la régle de résolution pour des clauses closes, et considé-
rons ultérieurement le cas des variables.

AvC -AvVD
CvVvD

Dans cette regle d’inférence, A dénote un atome qui nécéssairement positif puisque —A
dénote également un atome, et C et D dénotent des clauses (éventuellement vides). Les
clauses AV C, =A VvV D, C v D sont supposees en forme normale vis a vis des régles de
I’algébre de Boole. En conséquence, ni A ni = A ne peuvent apparaitre dans C' V D.

Lemme 11.15 (Correction) Si [AV C|; =[-AV C|f =T, alors[CV D]; =T.

Preuve
On considére les deux cas suivant que I’interprétation de A est vraie ou fausse. O

On note par Res(S) I’ensemble des clause inférées en une étape de résolution a par-
tir de S, et par Res*(S) la fermeture par inférence de cet ensemble, cad Res®(S) = S,
Res™(S) = Res(Res™ 1(S)), et Res*(S) = Ur=° Res™(S).

Lemme 11.16 (Complétude) La résolution close est réfutationellement compleéte, cad S est
insatisfiable ssi la clause vide appartient & Res*(S).

Preuve
Si la clause vide est dans Res*(S), alors Res*(S) est insatisfiable, et la correction de la
résolution assure qu’il en est de méme de S.

Réciproquement, si S est insatisfiable, alors il en est de méme de Res*(.S) qui posséde
donc un arbre sémantique clos par le second théoreme de Herbrand. Supposons que I’arbre
sémantique n’est pas réduit a sa racine. Comme il est binaire donc a branchement fini,
il posséde nécessairement un noeud interne J dont les deux successeurs L et R sont des
feuilles, donc des noeuds d’échec.

Soit A I’atome interprété en 7" dans L, F' dans R, et non interprété dans J. Comme J
et L ne different que par I’interprétation de I’atome A et que L est noeud d’échec, L est
nécessairement étiquetté par une clause de la forme —=A Vv C, telle que [-A V C] = F.
Mais comme ni A ni —=A ne peuvent apparaitre dans la clause C' qui ne serait plus en forme
normale, C' est donc évaluable dans J, et on a donc nécessairement [C]; = [C]p = F
puisque L prolonge J. De méme, R est étiquetté par une clause de la forme AV D telle que
[D];=F.Donc[CVD];=F.

Comme C' V D est inférée par résolution a partir des clauses —A v C et AV D qui
appartiennent toutes deux & Res*(S) par hypothese, C' vV D appartient & Res*(.S). Cela
contredit la définition d’un arbre sémantique, aucune clause ne pouvant étre réfutée par
I’interprétation associée a un noeud interne de I’arbre. Donc I’arbre sémantique était réduit
a sa racine. Dans ce cas, il est clair que la clause vide est dans Res*(.S), puisqu’elle seule
réfute I’interprétation vide. O
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11.4 Relevement et complétude de la résolution

Nous pouvons maintenant passer au cas général des clauses avec variables. L’idée est
de se ramener a la régle de résolution close par instanciation adéquate des deux clauses a
résoudre, de facon a faire apparaitre deux atomes égaux, I’un sans négation dans I’une des
clauses, I’autre avec négation dans I’autre clause. C’est la ou I’unification va entrer en jeu.
Notons qu’il est essentiel de renommer les vriables de I’une des clauses de fagon a faire en
sorte que les deux clauses n’aient pas de variable en commun.

P1V...VPPVC -NyV...v=N,VD
CoV Do

Résolution : si Var(Py,...,P,,C)NVar(Niy,...,Np,D) =0
ou o est I'unificateur principal du probléme d’unification
PP=PAN..NPP=P,ANPL=N;{ AN =NaAN...ANy1 =N,

Par la suite, on notera par P la clause Py V...V B, par N laclause =N V...V~ Ny,
et par P = N le probleme d’unification ci-dessus.

Lemme 11.17 (Correction) Si VX PV C]; = [VY NVD|; =T,alors [VZ CoV Dol =
T.

Preuve
Analogue au cas clos, avec utilisation du lemme 10.5. O

On montre maintenant un lemme de relévement, qui va permettre de ramener la com-
plétude du cas avec variables a la complétude du cas clos.

Lemme 11.18 Soient A V Cy et =A V D deux instances closes (en forme normale dis-
jonctive) des clauses PV C et NV D, telles que (i) Var(P vV C)NVar(N V D) = (), et (ii)
les atomes de P-y soient tous égaux a A et ceux de Nn a —A. Alors P = N possede un plus
grand unificateur o tel que CoV Do € Res(PVC,NV D),etCyV Dn= (CoV Do)t
pour une certaine substitution 7.

Preuve

Comme on peut toujours supposer que les clauses P VvV C' et N V D ont des variables toutes
distinctes, on en déduit que la substitution close v U n égale & - pour les variables libres de
P v C etanpour celles de N Vv D unifie le probléeme P = N. Soit ¢ I’unificateur principal
du probléme, et 7 la substitution telle que v U n = o7. On Vvérifie sans peine la propriété
annoncée. |

Theorem 11.19 (Robinson) Un ensemble S de clauses est insatisfiable ssi la clause vide
appartient & Res*(S).

Preuve
Elle utilise le second théoréme de Herbrand, la complétude dans le cas clos et le lemme
précédent.
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Par le second théoréme de Herbrand, S est insatisfiable ssi cela est le cas de I’ensemble
fini E des instances closes de S qui étiquettent son arbre sémantique clos. Par le lemme
de relévement, Res*(E) est inclus dans les instances closes de Res*(S). La clause vide ne
pouvant étre I’instance que d’elle méme, on en déduit le résultat.

Notons que I’utilisation du lemme de relevement impose I’élimination par résolution
de tous les atomes qui deviennent égaux dans I’unification. O

116



11.5 Exercices

1151

Décrire un algorithme qui engendre comme précédemment un ensemble de clauses in-
satisfiables pour lequel le nombre de symboles de Skolem ajoutés soit minimal.

11.5.2

Montrer la correction du raisonnement suivant :
Les Crétois sont tous des menteurs. Je suis Crétois. Donc je suis menteur.
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Chapitre 12

Strategies de Résolution et Clauses
de Horn

Etant donné un ensemble S de clauses dont on veut prouver la non-satisfiabilité, on
appelle espace de recherche pour la résolution I’ensemble Res*(.S). Une stratégie de dé-
monstration automatique consiste a explorer I’espace de recherche dans le but d’y trouver
la clause vide lorsqu’elle y figure. Dans la pratique, I’espace de recherche est organisé sous
la forme d’un arbre infini construit a la volée, la clause vide pouvant se trouver tres loin de
la racine losque’elle y figure, et il s’agit de I’explorer en restreignant la taille de I’espace de
recherche d’une part, et en adoptant une méthode d’exploration efficace d’autre part. C’est
Ia la rle de la stratégie, qui sera dite compléte si elle garantit la présence de la clause vide
dans I’espace de recherche restreint lorsqu’elle figure dans I’espace de recherche tout entier.

Idéalement, une stratégie est donc une fonction f de tout sous-ensemble E C Res*(.S)
dans Res*(FE). En pratique, cette notion de stratégie, appellée restriction, est par trop spé-
cifique, il est souvent nécessaire, pour exprimer la fonction f, de considérer un espace de
recherche S’ différent de Res*(S), qui satisfasse la condition de complétude d’une part
(la clause vide est dans S’ si elle est dans Res*(S)), ainsi qu’une condition de correction
d’autre part (la clause vide n’est pas dans S’ si elle n’est pas dans Res*(S)). Les deux
conditions de correction et de complétude s’expriment donc par la propriété que S’ contient
la clause vide ssi c’est le cas de Res*(S). En pratique, S’ est généralement obtenu comme
I’espace de recherche calculé a partir de S grace a un systéme d’inférence additionnel, et il
vérifie souvent, mais pas toujours, la propriété Res*(S) C S'.

12.1 Reésolution binaire

La régle de résolution que nous avons donnée a le désavantage d’unifier des termes
en nombre arbitraire plutdt que des couples de termes. Nous allons donc donner une nou-
velle version de la résolution a I’aide de régles d’inférences dites binaires, appellées RF B,
pouvant coder la résolution générale.

AvC -BvVvD
<olution Binaire - : 4 B —
Résolution Binaire G0V Do si Var(A) NVar(B) = ()
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ol o est I'unificateur principal des atomes A et B.

-~ . AV B .
Factorisation Binaire : AVBVO si Var(A) NVar(B) =0
BoV Co

ou o est I'unificateur principal des littéraux A et B.

Theorem 12.1 Résolution et factorisation binaires sont correctes et complétes.

Preuve
On montre que toute résolution se code comme une séquence de résolutions et factorisations
binaires et vice-versa. O

Notons que la factorisation s’applique a des littéraux, qui doivent étre positifs tous deux,
ou négatifs tous deux afin de pouvoir s’unifier.

On peut bien sar se demander quel est I’impact de ce codage sur la complexité des opé-
rations d’unification qui doivent étre effectuées, d’un seul coup pour I’unification générale,
et sous forme d’unifications binaires successives dans le codage. Cette question intéressante
est laissée a la sagacité du lecteur.

12.2 Reésolution négative

Parmi les nombreuses restrictions de la résolution, I’'une d’elle joue un réle essentiel,
la résolution négative Neg, pour laquelle au moins I’'une des deux clauses de départ ne
contient que des littéraux négatifs.

PvC NVD
CoV Do
ou o est I’unificateur principal du probléme P = N, et la clause N V D ne contient que des

littéraux négatifs. On notera par Neg*(.S) I’ensemble des clauses qui peuvent étre inférées
a partir d’un ensemble S de clauses par la régle de résolution négative.

Résolution négative :

Theorem 12.2 La résolution négative est correcte et compléte : un ensemble S de clauses
est insatisfiable ssi la clause vide appartient a Neg*(S).

Preuve

Le lemme de relévement s’appliquant sans changement, il suffit de prouver la complétude
dans le cas clos. Pour cela, on reprend la preuve précédente en précisant le noeud JJ : on
considére un chemin particulier dans I’arbre sémantique clos de Res*(S), appellé che-
min gauche, qui consiste a descendre toujours a gauche dans I’arbre, sauf si le successeur
gauche est un noeud d’échec, auquel cas on descend a droite si cela est possible. On ap-
pelle Ji, ..., J, les noeuds du chemin ou la descente s’est poursuivie a droite, A;, I’atome
interprété dans les interprétations partielles successeurs de Jy, et C une clause réfutée par
I’interprétation fils gauche de J,. Comme précédemment, le noeud d’échec R fils droit de
Jp, est étiquetté par une clause de la forme A;, Vv C, et le noeud d’échec L fils gauche de J,,
est étiquetté par une clause de la forme —A;, vV D. On va maintenant montrer que C' peut
étre choisie purement négative, et on pourra alors faire une résolution négative a partir de
ces deux clauses, entrainant une contradiction.
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Pour cela, on remarque que les seuls atomes positifs pouvant apparaitre dans C
sont ceux qui sont interprétés en F' dans I’interprétation L, cad A;,,...,4;,_,. On va
donc faire une récurrence sur le nombre de noeuds d’échecs réfutés par des clauses non
purement négatives, de maniere a remplacer les clauses en question, du haut vers le bas,
par des clauses purement négatives de Res*(S). L’étape de récurrence utilise au plus n?/2
inférences négatives, c’est notre hypothése. On peut ensuite éliminer les atomes positifs
de —A;_,, vV C par au plus n résolutions négatives avec les clauses obtenues. Les clauses
purement ngatives y compris la clause C' ont donc été construite en au plus n(n + 1)/2
inférences négatives. o

On peut bien sir se restreindre a une régle de résolution négative binaire, pourvu que
I’on conserve la regle de factorisation binaire.

12.3 Stratégie input

La stratégie dite input résout toujours une clause engendrée par résolution (la der-
niere appellée but) avec une clause de I’ensemble S de départ choisie de maniére non-
déterministe. Cette stratégie a la propriété de ne pas faire exploser I’espace de recherche,
elle a donc une importance fondamentale. Elle est malheureusement incompléte, comme on
pourra s’en convaincre avec I’exemple S = {Av B, AV -B, -AV B, -AV -B}. De
fait, les seules clauses engendrées, quels que soient les choix d’une clause départ lors des
résolutions successives, sont soit la clause 7', soit une clause unitaire, c’est-a-dire réduite a
un unique atome.

12.4 Stratégie linéaire

Il s’agit d’une variante compléte de la stratégie input, dans laquelle on autorise les in-
férences entre le but et une clause de départ ou une clause précédemment engendrée. Le
choix de la clause a résoudre avec le but reste bien sir non-déterministe, ce qui fait que la
complétude de cette stratégie est triviale : elle consiste a remarquer que si la clause vide
appartient & Res*(S), alors elle étiquete une feuille de I’espace de recherche organisé en
arbre.

12,5 Stratéegie unitaire

La stratégie unitaire résoud toujours une clause composée d’un unique atome avec une
autre clause. Cette stratégie qui restreint tres fortement I’espace de recherche est bien sir
incomplete puisqu’elle n’engendre aucune nouvelle clause dans I’exemple précédent. Elle

a toutefois une grande importance puisque c’est elle qui est a la base des mécanismes de
complétion que I’on peut étendre au calcul clausal tout entier.

12.6 Résolution de clauses de Horn

Définition 12.3 Une clause de Horn est une clause comportant au plus un littéral positif.
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Une remarque essentielle est que le résultat d’une inférence négative mettant en jeu des
clauses de Horn est une clause de Horn.

L’étape suivante consiste a préciser ce que sont un programme et une requéte en logique
de Horn.

Définition 12.4 Un programme en logique de Horn est un ensemble fini de clauses com-
portant chacune exactement un littéral positif.

Une requéte ou but est un ensemble fini (disjonction) de littéraux négatifs appellés sous-
buts.

On en déduit facilement :

Theorem 12.5 La résolution négative input est compléte pour les programmes en logique
de Horn.

Preuve
Il suffit de remarquer que :

- d’une part, seules les clauses du programme comportent un littéral positif, et donc la
résolution négative fournit comme résultat une clause négative ;

- d’autre part la régle de factorisation est inutile dans le cas des clauses de Horn. Cela
nécessite toutefois un examen attentif, car il faut coder une résolution négative arbitraire
avec plusieurs résolutions négatives binaires de maniére a ne pas avoir besoin de factorisa-
tion. Donons une idée de la preuve dans le cas simple ou deux littéraux négatifs du but vont
devoir étre résolus avec la méme clause du programme.

Le but est donc de la forme —-N; V = N» V N, et le programme est de la forme AV M,
ou N et M sont des clauses négatives. Une résolution avec I’unificateur principal o du
probléeme N; = Ny = —A fournit la nouvelle clause but No vV Mo que I’on va maintenant
engendrer avec deux résolutions négatives binaires successives.

Une premiére résolution binaire élimine Ny et A avec I’unificateur o, de N — 1 et A4, et
rend le but Nooq V No1 V Moy. Une deuxiéme mettant en jeu le nouveau but et la méme
clause du programme renommée par £ rend le but Noioo V Moo V M&oo, OU oy est
I’unificateur de A¢ = Ns. Il suffit alors de vérifier que cette clause, mise en forme normale,
est la clause No vV Mo ou o est I'unificateur principal du probléeme A = Ny A A = Ns.
Cela résulte de la propriété o109 = {09 = 0.

- enfin, la stratégie négative peut étre choisie input, puisque I’on ne pourra jamais
résoudre deux buts entre eux. O

12.7 SLD-Résolution

En pratique, étant donnée une requéte Ry, ..., R, (donc chaque R; est un littéral nega-
tif), la stratégie négative consiste a unifier I’un des R; avec le littéral positif H d’une clause
HV Ay V...V A, duprogramme. Si o est I’unificateur principal de H et R;, on infere
Ajo...,Ayo qui peuvent étre considérés comme de nouveaux sous-buts venant s’ajouter
aRi,...,Ri,Rit1,-..,R,. Comme, par la strategie, la clause but qui vient d’étre engen-
drée est toujours une des prémisses de la nouvelle inférence, le but R; peut étre effacé. Ceci
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revient ainsi a réécrire le but (ou plutdt un des littéraux du but) en utilisant une des clauses
du programme, vu comme une réécriture de la téte (littéral positif) dans le corps (littéraux
négatifs).

On appelle fonction de sélection un ordre total sur les littéraux négatifs qui spécifie le
littéral du but a réécrire en priorité : on résoud toujours sur le littéral minimal du but. Cette
stratégie est compléte (i.e. a chaque étape il suffit de considérer un seul littéral). Par contre,
lors de la recherche d’une preuve, toutes les clauses permettant de réécrire le but devront
étre considérées.

La régle de résolution avec une fonction de sélection et pour les programmes logiques
est appelée SLD-résolution. Des considérations ci-dessus il résulte que :

Theorem 12.6 La SLD-résolution est compléte.

12.8 Programmation logique contrainte

La regle de résolution permet de savoir si un programme logique a des résultats pour les
données présentées par I’utilisateur. Il est possible de calculer ces résultats en composant
les substitutions obtenues lors des unifications qui ont conduit a la clause vide, mais cela
n’est pas trés efficace. Une formulation élégante de ce processus, et qui va ensuite s’avérer
source potentielle d’efficacité et de généralisation, conduit & la notion de programmation
logique contrainte. Nous commengons par une notion trés spécialisée de clause contrainte
pour notre probleeme.

Définition 12.7 Une clause contrainte est une paire formée d’une clause C et d’un pro-
bléme d’unification ¢ que I’on note C' | ¢.
La clause contrainte C' | ¢ représente I’ensemble des clauses {Cy | v Fr(r) ¢}-

Sachant que o =p(ry ¢ si o est une substitution close des variables libres de ¢ et ¢o est
valide dans la théorie des termes finis, ¢’est-a-dire est une solution du probléme équationnel
¢, la clause contrainte C | ¢ et la clause contrainte Co | T, ou o désigne I’unificateur
principal de ¢, dénotent le méme ensemble de clauses.

Dans ce contexte, la regle de résolution peut s’écrire :

PH)VC -N@VD | ¢
CVD | $AN() = P(1)

si Var(t) N Var(u) =0

et il faut alors lui adjoindre deux nouvelles régles (de récriture) qui ont trait au traitement
des contraintes :

R|¢ — R|¢I Si¢_)unif¢l

R|L — mni

Notons que les variables n’apparaissant pas dans le but initial et n’apparaissant plus non
plus dans les contraintes sont implicitement quantifiées existentiellement (ce qui refléte le
fait qu’on ne s’intéresse qu’aux valeurs des variables du but contraint initial).

La réponse a une requéte —B est alors la contrainte v telle que I’on ait inféré la clause
O | 4. La contrainte 1 est donnée en forme résolue. Ses solutions sont des substitutions o
telles que P = Bo.
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Le fait que les contraintes soient ici des équations ne joue de rble que pour la mise
en forme résolue et on peut donc employer d’autres systemes de contraintes plus expres-
sifs (c’est souvent le cas en pratique). De méme les clauses du programme P peuvent étre
contraintes. Enfin, on remplace généralement |=r(z) par =gr(r) afin d’éviter d’avoir a
faire le test d’occurrence dans I’unification.

Exemple 12.8 Soit le programme logique

I(z,[], z.]])-
Iz, z.l,z.0).
I(z,ylyl') « I(@Ll) | z#y

Qui a pour but d’insérer un élément dans une liste sans doublons.

Soit la requéte (0, s(0).(z.[]),y). On obtient deux dérivations possibles conduisant
a O | 1 avec une contrainte ¢ satisfiable : la premiére est (par souci de simplicité,
nous n’écrivons la contrainte compléte que dans cette séquence, puis nous écrivons une
contrainte simplifiée).

1(0,5(0).(z.]])),y) — I(z1,L,I") | 0=z1 Ayrl =s(0).(z.) Ny=w1.l' ANz1 #
— O | Fzo, 11", Ay =3(0).' Nzog =0Az2.0" = z.[] ANz l" =
~ O | z=0Ay=s(0).(0.])

La deuxiéme est :

I1(0,s(0).(z.])),y) — I(z1,L,I") | z1=0Al==x]Ay=s(0).0'
= I(mo,l1,1) | Fyo, U, I=x]]Ay=35(0).l' Az =0
ANl =y2.l1 A ' = yg.lll A Lo # Yo
— 0O | Azo, Iy, U, y0, 0,1, Iy = [| AN} = zo.]]
AN=z[]]Ay=3(0)l'Azo =0A1=1ys.l1
A= ’yglll Ao # Yo
~ O | Ay = $(0).(0.(z.[]))) Az £ 0

Nous reformulons ci-dessous les résultats de correction et de complétude de la SLD-
résolution en termes de requétes et de programmes :

Proposition 12.9 Si la réponse 1) & une requéte R pour un programme logique P a pour
mgu o, alors, pour toute substitution close 8, Ro8, P est insatisfiable.

Proposition 12.10 Si R est une requéte pour un programme logique P et si RO, P est
insatisfiable, alors il existe une réponse ¢» a R telle que 1) a pour mgu o et il existe une
substitution 7 telle que o7 = 6.

12.9 Plus petit modéle de Herbrand et sémantique des pro-
grammes logiques
Si P est un programme logique. On note B la base de Herbrand et 2% I’ensemble des

parties de B, que I’on confond aussi avec I’ensemble des interprétations de Herbrand (les
éléments de T € 2B correspondent aux éléments de la base qui s’interprétent en vrai, les
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autres s’inteprétant a faux). On note Mp le "plus petit modéle de Herbrand de P", c’est-a-
dire I’intersection de tous les modéles de Herbarnd de P :
Mp= () L
1€28,I=P

Exemple 12.11 Soit P le programme :

Q(s(=)) v ~Q(z)
P(0) v =Q(s(z))

Alors Mp = () car I’interprétation vide (tout est faux) satisfait bien P.
Proposition 12.12 Pour tout programme logique P, Mp |= P.

Preuve

Il suffit de remarquer que I’intersection de modéles de Herbrand de P est aussi un
modéle de Herbrand de P. On fait le raisonnement sur des clauses closes pour simplifier.
Soit AV —-By V...V B, uneclause C. Il y adeux cas.

A€ Mp. Alors Mp = C.

A & Mp. Alors, par définition de Mp, il existe un modele de Herbrand I de P tel que
A ¢ I. Mais comme I = C, il existe j tel que B; ¢ I, et donc B; ¢ Mp par définition de
Mp,d’ou Mp |=C O

Ainsi Mp constitue une interprétation "standard" du programme logique P. De facon
classique, on peut aussi construire M p a I’aide de I’opérateur de conséquence immédiate :

Si P est un programme logique, on note T'» I’opérateur de conséquence immédiate
défini sur 25 par

Tp(I) ={A€B| AV -A; V...V -A, estune instance close d’une clause de P,
etd,..., A, € I}

Exemple 12.13 Reprenons I’exemple 12.11. Alors T'p()) = @, et donc I’itération s’arréte
immédiatement. Par contre :

Tp({Q(0)}) = {Q(s(0))}, Tr(Tr({Q(0)})) = {Q(s(s(0))), P(0)}, etc., et

Tp(B) = {P(0)} U{Q(s™(0)) | n > 0}, Tp(Tr(B)) = {P(0)} U{Q(s"T'(0)) | n > 0},
etc.

On sait que 28 est muni d’une structure de treillis complet pour I’ordre C (i.e. I’ordre de
prolongement des interprétations). Cela va nous permettre d’appliquer la théorie du point
fixe de Tarski.

Proposition 12.14 Tp est croissant sur les interprétations de Herbrand.

La preuve est laissée au lecteur.

Soit une famille croissante de parties de B, {I} }, .. dont le sup, le treillis des parties
etant complet pour I’ordre, est noté S = (J,, Iy. Tp étant croissante, {Tp ()}, N, €st une
autre famille croissante dont le sup est noté U, T (I%).

L’équation T (U, Ix) = Ui Tr(Ix) exprime la continuité de I’opérateur T'p. Le théo-
réme de Tarski énonce que tout opérateur continu posséde un plus petit point fixe qui est le
sup de ses itéres (75 pour tout entier » > 0) a partir du minimum du treillis.
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Proposition 12.15 Tp est continu sur les interprétations de Herbrand.

Preuve

Tp( U Iy)= {AeB|AvV-A;V...V-A, estune instance close d’une clause

kelN
de PetViA; € UpeN Ix}

= {AeB|Vidke N,AV-A; V...V -A, estune instance close
d’une clause de P et A; € I}
= {AeB|JFkeN,AV -4, V...V A4, estune instance close
d’une clause de P etVi A; € I}
= U Trk)
keN
Notons I’utilisation du fait que {Ij}s est une chaine croissante pour faire commuter les
quantificateurs. O
Il est possible de généraliser la definition de T'p aux clauses arbitraires :

Tp(I) ={A € B| AV C estune instance close d’une clause de P et I = -C}
Mais dans ce cas T'p n’est plus nécessairement continu.

Exemple 12.16 Supposons P réduit a la seule clause A vV B. Tp(#) = {A,B} et
Tp({A,B}) =0,Tp({A}) = {A} et Tp({B}) = {B}. Par exemple pour la partie dirigée
S =A{0,{4}}, Tr(Ures I) = Tr({A}) = {A} # {4, B} = Tp(0) = Ures Tr(I).

Proposition 12.17 Soit I une interprétation de Herbrand et P un programme logique. I
est un modele de P si et seulement si Tp(I) C I.

Preuve
I | P ssipour toute instance close AV—-A;V...V-A, d’uneclausede P, I = A4,..., A,
implique I = A. O

Theorem 12.18 Si P est un programme logique, Mp = T%(0) est le plus petit point fixe
de Tp.

Preuve
Le théoréme du point fixe nous assure que T (() est le plus petit point fixe de I’opérateur
continu T’p. Il nous reste a montrer que M p est égal au plus petit point fixe de T'p.
Tout point fixe de T'p est un modeéle de P par la proposition 12.17, et il nous sufit donc
de montrer que Mp est un point fixe de T de maniére a conclure par minimalité de Mp.
Mp étant un modéle de P, Tp(Mp) C Mp par la proposition 12.17. D’autre part,
d’apres la proposition 12.14 on aaussi 73(Mp) C Tp(Mp) etdonc Tp(Mp) est un modéle
de P par la proposition 12.17. Par minimalité de Mp on a donc Mp C Tp(Mp) et donc
TP(MP) = Mp. O
De fagon générale, lorsque T’p est monotone, 7’5 pour un ordinal « est défini par récur-
rence transfinie par : 7% = 0, si T3 = Tp(T%) et, si « est un ordinal limite, 7' est la
borne supérieure des TI/_-’, pour 8 < «. C’est la continuité qui implique que o = w.
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12.10 Sémantiques des programmes logiques

En conclusion, on a vu une sémantique de plus petit point fixe pour un programme
logique, c’est sa sémantique mathématique, une sémantique donnee par I’ensemble des ré-
ponses a une requéte, c’est sa sémantique opérationelle, et une sémantique logique, définie
comme I’ensemble des modéles d’une certaine formule. Ces trois sémantiques coincident.
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12.11 Exercices

12.11.1

1. La stratégie unitaire consiste a ne considérer que des résolutions dont une des pré-
misses est une clause réduite a un littéral.
Montrer que la stratégie unitaire est en général incompleéte. (Autrement dit, donner un
ensemble de clauses insatifiable tel que factorisation + résolution unitaire ne permet
pas de dériver la clause vide).
Plus généralement, montrer qu’il existe une réfutation d’un ensemble S de clauses par
la résolution unitaire si et seulement si il existe une réfutation de S par la stratégie
"input".
La stratégie unitaire est donc compléte pour les clauses de Horn. Est-ce une stratégie
intéressante ?

2. Donner un ensemble de clauses tel que 7' n’est pas un point fixe alors que TI?,X“’ est
un point fixe.
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Chapitre 13

Théorie des arbres finis ou infinis

Nous avons vu le treillis des termes au chapitre 7. Nous avons vu qu’on peut ainsi
calculer I’intersection de deux ensembles infinis de termes représentés par des instances
d’un terme : [t] N [u] = [to] si o est un plus général unificateur de ¢ et w. Une autre
opération est fondamentale : le complémentaire. Par exemple, dans le cas d’un

** Introduction : opération sur les ensembles de termes, transformation de programmes
fonctionnels ou logiques **

13.1 Axiomes des algébres de termes

** Cas des termes finis, cas d’un alphabet fini ou non

13.2 Formules équationnelles

** regles de normalisation

13.3 Formes resolues
13.4 Regles de transformation

13.5 Terminaison et complétude
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