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Chapitre 1

Logique du premier ordre

1.1

Syntaxe

1.1.1 Vocabulaire

Un langage du premier ordre est constitué a partir d’'un vale@le comprenant

1.

un ensemble (supposé infini sauf mention express du aentoee symboles de va-
riablesX = {z,y,z2,...},

. un ensemble dgymboles de fonction& = {f,g,h,...,a,b,c,...} munis darités

tel queF,, est le sous-ensemble des symboles de fonction d'ayité

. un ensemble dgymboles de prédica®® = {P,Q, R, ...,p,q,r, ...} munis d'arités

tel queP,, est le sous-ensemble des symboles de prédicats darité

. desconnecteurs logiquessuels :A,V,—, =, des constantes, 1, et des quantifi-

cateursd, V. On utilisera également des symboles auxiliaires de dégaiaipn
comme(,), [,],{ et}.

1.1.2 Formules logiques

Le langage logique est formé de quatre entités syntaxidegesymboles de variables
(ou variableg, lestermes les atomeset lesformules construites successivement comme

Suit :
1.

'ensemblel’(F, X') des termes finis est défini comme le plus ensemble tel que

- toute variable est un terme;;

- si f est un symbole de fonction d'aritgé et ¢,...t, sont des termes, alors
f(t1,...,t,) estun terme.

Exercice 1.1 Montrer que I'ensemble des termes représentés comme dsssaorot
l'alphabet X U F est un langage hors-contexte lorsghieet X’ sont finis.

Un terme est dit clos s'il ne contient pas de variable. Onnagtar?’(F) 'ensemble

des termes clos sur le vocabulaife On représentera sovent les termes par des arbres
étiquettés. Lgrofondeurd’un terme { € T'(F, X)) est la longueur de sa plus longue
branche. Saaille est celle de 'arbre associé. S T'(F, X), Var(t) désigne I'en-
semble des variables deEnfin, I'égalité “syntaxique” entre termes est notée
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Les mathématiciens ont pour habitude de remplacer les théxsas par des regles
d’association et de priorité qui permettent de désambilgidsiormules, donc de faire

leur analyse syntaxique. On supposera ainsi que tous ldsdgsassocient a gauche,
et que leur ordre de priorité décroissant est donné-parA > V >=-.

2. Lensemble des atomes est 'ensemble des expressioasfaere P(¢4, ... ,t,) ou
P est un symbole de prédicatigt . . . , ¢, sont des termes.

3. Le langageF (R, F,X) des formules du premier ordrébati sur le vocabulaire
R,F,X est le plus petit ensemble contenant les constantes lagigee1 et les
atomes, et clos par les opérations qui
- a la formuleA associent sa négationA,

- aux formulesA, B associent leur conjonctiod A B, leur disjonctionA v B, et
'implication A = B,

- a la formuleA et a la variabler associent la formulexistenciellement quantifiée
Jz A, et la formuleuniversellement quantifiéér A.

Le langage deformules propositionnellesst obtenu pout’ = (), F = (), P = P,.

Un littéral est un atome (auquel cas il est gitsitif) ou la négation d'un atome (au-
quel cas il est dihégati). Une formule sans variable est ditkose Une formule dont les
guantificateurs apparaissent tous en téte estpi#aexe Une formuleuniverselle(resp.
existentiell¢ est une formule prénexe close dont les seuls quantificatamt universels
(resp. existentiels).

On appelleclausetoute formule universelle dont les sous formules non qtiéas sont
des littéraux ou des disjonctions de littéraux. Une clauderg la forme générale

le...Vanl\/...\/Ap\/ﬂBl\/...\/—'Bq
OUAy,...,Ap, Bi,..., B, désignent des atomes.

Exercice 1.2 Montrer que I'ensemble des formules et des formules prénemésentés
comme des mots sur I'alphab&tu F U P est un langage hors-contexte lorsglieP et X
sont finis.

Qu’en est-il de I'ensemble des clauses ?

1.1.3 Variables libres et variables liées

Les quantificateurent les variables sur lesquelles ils portent. On définit donwdes
riableslibres Var() et les variable§iéesBVar() d'une formule par récurrence sur la struc-
ture de la formule :

Variables Var(xz) = {x} siz est une variable

BVar(z) = 0 siz est une variable

TermesVar(f(t1,...,t,)) = Var(t1) U...UVar(ty,)

BVar(f(ti,...,tn)) =

Atomes Var(P(ty,...,t,))

BVar(P(ti,... ty)) =10
FormulesVar(A A B) = Var(A) U Var(B)
BYVar(A A B) = BVar(A) UBVar(B)

Var(AV B) = Var(A) U Var(B)

|
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BYVar(AV B) = BVar(A) UBVar(B)
Var(A = B) = Var(A) UVar(B)
BVar(A = B) = BVar(A) U BVar(B)
Var(—A) = Var(A)

BVar(—A) = BVar(A)

Var(3zA) = Var(A) — {z}
BVar(3zA) = BVar(A) U {z}
Var(VzA) = Var(A) — {z}
BVar(VzA) = BVar(A) U {z}

1.1.4 Positions

On représente souvent les formules comme des arbres, dtis@ dés mots sur le vo-
cabulaire des entiers naturels pour désigner les positleassous formules. Cela permet
de parler plus précisément des occurrences libres ou liéae dariablex. Par exemple,
la variablez a une occurrence libre (a la position 1.1) et une occuregee(d la position
2.1.1) dans la formulé(z) V VzQ(z), a condition de considér&tr comme un opérateur
unaire indexé par la variable Cela a un sens informatique trés précis : la variablediée
est représentée par un pointeur sur le noeud corresporigieumt.occurrences d’'une méme
variable liées par le méme quantificatedrou 3) pointeront donc sur le méme noeud (éti-
guetté paiv ou ). Deux variables distinctes ou bien liées par des quarttfica différents
pointeront sur des noeuds distincts. Les variables libogstgront sur des noeuds 6u Vv
selon les cas) fictivement rajoutés au dessus du terme. @ptiEsentation des termes est
due a De Bruijn.

Formellement, soiN I'ensemble des entiers natureld, I'ensemble des entiers na-
turels non nulsN*. I'ensemble des suites (ou séquences) finies d’entiersaistuon nuls
(ou des mots sur le vocabulaike, ), et A € N la suite (ou mot) vide. Chaquec N est
identifié a la séquence contenant I'unique élénieBtp, ¢ € N, p- ¢ dénote leur concaté-
nation, opération interne dont la séquence vide est élénsrite a droite et a gauche. On
comparera des positions paoidre préfixe: ¢ <,,..¢ p S'il existe une position- telle que
p=q-T.

On appelleensemble de positiorteut ensemble finP C N, clos par I'ordre préfixe et
sanstrou¥Yp-i € P, p € Petp-prec(i) € Psii > 1, ouprec(i) désigne le prédecesseur
dei.

Etant donnée une signatufe un terme sur cette signature peut étre vu commarbre
étiqueté c’est-a-dire une applicationd’un ensemble de positions naRs(t) dansF, qui
respecte l'arité des symboles de fonction :

— t(p) € Fy ssip est une feuille déPos(t)
— Sit(p) = f d'aritén, alorsVi € N, p-i € Pos(t) < 1 <i <n.

On notera pap|, la sous-formule de a la positionp, et parg[i], la formule obtenue en
remplganty|, pariy dans¢. Bien entendu, il faudra toujours respecter la catégavisan
termes et formules de maniére a construire des objets hieréfo
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1.1.5 Substitutions

On appelle substitution toute application de 'ensemble \diables dans les termes.
On utilisera une notation postfixée pour leur application.appelledomainede la substi-
tution o 'ensembleDom (o) = {x € X | xo # x}. Une substitution de domaine fini
sera noté en extension, sous la forfng +— t1,...,x, — t,}. On notera pav x la res-
triction deo au domaineDom (o) N X. On appellémaged’une substitutiorr 'ensemble
S(0) = Uzepom(s) Var(zo). L'application d'une substitution est étendue successem
aux termes, aux atomes, puis aux formules :

Variables zo = o(z)

Termes f(t1,...,ty)o = f(t10,...,t,0)

Atomes P(ty,...,tn)o = P(t10,...,t,0)

Formules (A A B)o = Ao A Bo

(AV B)o =Aoc V Bo

(A= B)o = Ao = Bo

(mA)o = —(Ao)

(3zA)o = Jy(Ao’) whereo' = o), U {zx — 2} pour z & (o)
(VzA)o = Vy(Ao') whereo' = o, U {zx — 2} pour z & (o)

1.2 Sémantique

La sémantique de Tarski a pour but d’associer une valeur ik y&rmi (" pourtrue
et ' pourfals@ a toute formule close, et une fonction a valeur dans lesuvslde vérité
a toute formule possédant des variables libres. Certaémaargtiques utilisent trois valeurs
de vérité (en ajoutant la valeumdéfinipar exemple). Nous avons fait attention de distinguer
les noms dans la syntaxe et la sémantique. Airest une constante logique de la syntaxe,
alors queF' est une valeur du domaine sémantique.

1.2.1 Sémantique des connecteurs logiques

On munit les valeurs de vérité d’'une structure via une tableétité qui décrit I'action
des connecteurs Booléens sur les valeurs de vérité. Cesatenrs Booléens expriment les
propriétés des connecteurs logiques via les notions foadtaies de structure et d'inter-
prétation.

_‘Bool(T) =F, _'BOOI(F) =T
/\Bool(T, T) = T, /\Bool(Ta F) = F, /\Bool(F, T) = F, /\Bool(Fa F) =F
vBool(T7 T) - T7 vBool(T7 F) = T7 \/Bool(F7 T) - T7 vBool(F7 F) =F
= Bool (T, T) =T, = Bool (TaF) =F, = Bool (F, T) = T, = Bool (F, F) =T

1.2.2 Structures

Définition 1.3 Une (F, P)-structure(ou simplemerstructurg est une pairéS, I) ou .S est
un ensemble appetfomaine de discoumst I est unenterprétationqui consiste d’'une part
en un homomorphisme d&F) dans uneF-algebrede domaineS munie d'un ensemble
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d'opérationsI (F) tel quef; € I(F) d'arité n ssif € F d'arité n, et d’autre part en une
interprétation des symboles de prédicats telle gec I(P) est un sous ensemble d¢
SsiP € P,.

On abrégera souverits, I') enS lorsque l'interprétation est déterminée sans ambiguité
par le contexte.

Lorsque le symbole est d'arité nulle, la relationg; est alors unevaleur de véritéT
(pour true) ouF" (pour false).

Quelques exemples de structures importantes :

Exemple 1.4
Domaine| Opérations| Relations Nom Notation
N 0,5, + =< Arithmétique de PresburgerPresburger
N +,%,0,8 =< Arithmétique de Peano Peano
R +,%,0,8 =,< Théorie des Réels Tarski
{T,F} 0 {po,...,pn} | Structure propositionnelle Prop
T(F) F {=} Structure algébrique | F-Algébre
T(F) F R Modele de Herbrand | Herbrand

Dans le cas d’'une structure algébrique, et plus générateduemodeéle de Herbrand, les
opérations et relations qui servent a l'interprétationadgyihtaxe sont définies comme suit :

VieF, ftr,....tn) = f(t1,... tn)
s=testégal & ssis=t
VR e P\{=},R(t,....t,) € {T,F}

1.2.3 Interprétation des formules

Nous allons maintenant interpréter les formules, et il y axdacons de procéder. La
premiére consiste a interpréter une formule comme uneitonBooléenne de ses variables
libres. Une formule close sera donc interprétée par unaivale vérité. Techniquement,
I'ensemble des variables libres d’'une formule n'étant pkentique a celui de ses sous-
formules, il va étre nécessaire de calculer la fonctiontefprétation d'une formule vis a
vis d’'un ensemble quelconque de variables contenant sieble libres.

La seconde consiste a se donner a priori des valeurs du dem@terprétation pour
toutes les variables d&. Techniquement, cela nécessite I'introduction d’une fiomc(ar-
bitraire) deX” dans le domainé, appelléevaluation Une valuation étant donnée, l'inter-
prétation d’'une formule relativement a cette valuationielgvune valeur de vérité. Cette
solution évite donc la gestion d’'un ensemble de variables tidéfinition des interpréta-
tions, au prix d’'un concept supplémentaire, celui de vaunatgue I'on peut voir comme
une variable globale donnant la valeur de toute les vagahfa que les interpretations
soient des valeurs plutét que des fonctions.

Dans ce cours, nous avons choisi la premiére solution. Hrpdiire utile pour le lecteur
de reformuler les énoncés et refaire les preuves avec ladeco

On notera pafAj; (... .1 (d1, .., dy) la valeur pour len-uplet (di, ..., d,) de la
fonction d’interprétation de la formulel vis a vis de l'interprétation/ et de 'ensemble
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de variablegz1, ..., z,} contenan®ar(A). On omettra I'indicel lorsque cela sera sans
ambiguité. On utilisera la notatiom pour la liste de variable$z,...,z,} prises dans
cet ordre, la lettrel pour désigner un élément du domaifieet d pour la liste de valeurs
{dy,...,d,} prises dans cet ordre.
Variable [y];.. . }( cd, ) =
Terme [f(t1, ... tp)|z(d) = fl([
Atome [R(t1, .. ,tp)]f(
Formules[0]z(d) = F, [l
[_‘A] (d) - _‘Bool[A]f(d)

[A A Blz(d) = [Alz(d) Apool [Blz(d)

[AV Blz(d) = [Alz(d) VBoo [Blz(d)

[A = B]_E(d) = [A] (d) = Bool [B] (d) _
[FxAlz(d) = T ssiil existed € S tel que[A], z(d,d) =T
[VzAlz(d) = T ssi pour toudd € S, [A], z(d,d) =T

Dans la définition ci-dessus, notons quene doit pas apparaitre dans la ligte Si
cela était le cas, il faudrait renommer la variable li€ece qui est toujours possible. Par
ailleurs, I'utilisation du ssi implique que l'interprétan est égale &' lorsque les conditions
indiquées ne sont pas satisfaites.

Lemme 1.5 Soient deux ensembles de variabiest 7 tels queVar(A) C Z. Alors la
restriction de[A]zy a7 coincide aveg¢Als.

Preuve
Par récurrence sur la structure de O

Définition 1.6 On appelle interprétation ded dans la structure(S,7) la fonction
[A]7,var(a) €NCOre notéeA]; ou tout simplemerjtd] lorsque cela n’est pas ambigu.

Le lemme suivant indique que les notions d'interprétatibdessubstitution sont com-
patibles :

Lemme 1.7 [Ac)3(d) = [Alz([z10]3(d), ..., [z,0]5(d)), avec les conventions habituelles
Var(A) C T, etVar(z;o) C 7 pour toutl S 1 < n.

1.2.4 Validé et satisfiabilité

Définition 1.8 Soit (S,I) une structure interprétant le langage du premier ordre
CP1(F, P, X), et A une formule de: variables libres. On dit que :

- A estsatisfiable(ou, mieux encoresatisfaisablpdans(S, I) s'il existed € S™ tel que
[A](d) =T,

- A estsatisfiables’il existe une structur¢sS, I) dans laquelled est satisfiable, éhsa-
tisfiabledans le cas contraire,

- A estvalidedans(S, I), noté(S, I) = A, si pour toutd € S™, alors [A](d) = T, et
on dit dans ce cas ques, /) est unmodélede A,

- A est (universellementalide, noté|= A, si A est valide dans toute structu(é, I),
et on dit alors également qué est ungautologie
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Une formule est donc satisfiable si sa cléture existenti®ler(A) A s'interpréte erl”
dans une certaine structufé, I), et valide si sa cl6ture universel®ar(A)A s'interpréte
enT dans toute structurgS, I'). On peut donc toujours raisonner sur des formules closes.

Notons qu’une formule peut étre satisfiable sans possédandele. Notons également
gu’'une formuleA est valide ssi sa négationA est insatisfiable. Celle derniére remarque
est a la base des méthodes de preuve par réfutation.

1.2.5 Conséguence et équivalence sémantiques

Définition 1.9 B estconséquence sémantiqde A, noté A |= B, si pour toute structure
(S,1), [Blz(d) = T chaque fois quéA]z(d) = T. La relation de conséquence séman-
tique s’étend naturellement a des ensembles de formulsskdaa a droite qu’a gauche du
symbole=.

Pour des formules closed, = B ssi(S,I) = B pour tout modelés, I) de A.
La relation de conséquence sémantique est un préordre’éqguivhlence associée est
I’ équivalence sémantiqumtée=.

Exemple 1.10A= B=BV -4

Cette équivalence nous aurait permis de définir un calcupdidicats sans I'implica-
tion, puis de rajouter l'implicationrA = B comme une abréviation de la formule équi-
valente B v —A. C’est pour cette raison que nous nous sommes dispenséselipieg
autres opérateurs logiques importants, comme I'équicalet <~ B étant I'abbréviation
de(A = B)A(B = A), le ou exclusif,A® B étant I'abbréviation déAV B) A—=(AA B),
etc ...

L'équivalence sémantiqgue permet de munir I'ensemble desules d'une structure
d’'algébre de Boole. Le choix d'un ensemble d'opérateursjaak(basé sur le ou exclusif
noté &) résulte méme en une structure d’anneau Booléen. Nous dsroialessous les
axiomes de I'algébre de Boole :

Av(Bv(C) = (AvB)VvC ANBANC) = (AANB)AC
AvVB = BVA ANB = BAA
AV0 = A ANO = 0
AVl = 1 ANl = A
AVA = A ANA = A
AV(BANC) = (AVB)AN(AVO) ANBVC) = (AANB)V(ANC)
-(AVB) = (-A)A(=B) -(AAB) = (=A)V(—-B)
-1 = 0 -0 =1
Av-A = 1 AN-A = 0
-—A4 = A

Ces égalités ne font pas intervenir explicitement les dfieateurs —ni les symboles de
fonction ou de prédicats—, ce sont des égali@positionnellesSi on les supprime, on se
retrouve dans le calcul propositionnel. Savoir si une fdenpuopositionnelle est satisfiable
est le probleme NP-complet qui a recu la plus grande attent@mt pour son importance
théorique que pour ses applications pratiques, en paetiuila preuve de circuits logiques.
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Ces axiomes égalitaires peuvent aussi s’appliquer a desssipns quelconques, pou-
vant éventuellement contenir des quantificateurs. La piiseompte explicite des interac-
tions entre les quantificateurs et la négation fait apparaite nouvelle série d’axiomes :

VA = dz-A ﬂHmA = Vz-A
(VzA)ANB = Vz(AAB) (VzA) Vv = Vz(AV B)
if © & Var(B
(A=VzB) = Vz(A=B) (A= 3zB) = 3Jz(A= B)
if x & Var(A)

(VxA= B) = 3Jz(A= B) (3zA= B) = Vz(A= B)
if x & Var(B)

Ces axiomes joueront un réle essentiel plus tard lors deda am forme normale des
formules logiques. La question se pose bien sir de leurcgiglh dans le cas ou la condi-
tion d’application portant sur la variable quantifiée n’pat satisfaite. Il suffit alors de la
renommer :

Lemme 1.11Vx A = Vy A{z — y} pourvu quey & Var(A).

La preuve de ce lemme simple est laissée au lecteur.

1.2.6 Théorie d’'une structure

Définition 1.12 La théorie d’'une structure(S, I) est 'ensemble des formules closes de
C'P1 dont(S,I) est un modele. On la notEh(S, I).

Définition 1.13 Un ensemblé&" de formules closes est utteéories’il est clos par consé-
guence sémantique, catle I' ssiT" = A.

La théorie d’'une structure est bien-entendu une théorie.

Définition 1.14 Une théoriel” estconsistantesi elle ne contient pas a la fois une formule
A et sa négatiomA.

Une théoriel” estcompletesi pour toute formuled, A € T ou (—A) €T

Une théoriel” estfiniment axiomatisabla'il existe un sous-ensemble fini BedontT"
soit conséquence sémantique.

Une théoriel’ estrécursivement axiomatisabgil existe un sous-ensemble récursif
(reconnu par un algorithme qui termine toujours)delontI” soit conséquence sémantique.

Une théoriel" estdécidables’il existe une procédure qui termine toujours, telle que
pour toute formuleA la procédure retourne oui sit € T" et non dans le cas contraire.

Une théoriel’ estsemi-décidable’il existe une procédure telle que pour toute formule
A la procédure retourne oui sil € T et non ou ne termine pas dans le cas contraire.

Exemple 1.15 L'arithmétique de Presburger (resp. Peano, Tarski) eshéorie de la struc-
ture Presburger (resp. Peano, Tarski) de I'exemple 1.4.

Notons que l'usage veut que I'on appelle théorie de Tarskitiéorie des réels) I'arith-
métiqgue du méme nom.
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Lemme 1.16 L'arithmétique de Presburger est décidable. L'arithmégcgde Peano est in-
décidable. La théorie de Tarski est décidable.

Les preuves de ces assertions ne sont pas immédiates, lardestant difficile. La
décidabilité de I'arithmétique de Presburger peut s’abfear des techniques d’automates.

Exemple 1.17La théorie du graphe({1,2},{(1,2),(2,1)}) contient les formules
Vaey(zEy = yEz), Ve.~xEx,Vry(xEy V —~zEYy), ..., OUE € P;.

Exemple 1.18Le prédicat d’égalité est en général implicitement présgems le voca-
bulaire d’'un langage du premier ordre. Sa théorie (dite déghlité) est définie par les
axiomes :

réflexivité : Ve z = =
symétrie :\Vayxr =y=y==x
transitivité : Vayz e =yAy=z=>x=2
Pour chaque entien et chaque symbole de fonctigne F,, :
congruence Nty T =7 = f(T) = f(7)
Pour chaque entien et chaque symbole de prédicte P, :
VIyT =y = R(T) < R(Y)

Cette théorie possede donc un ensemble fini d’axiomes sidadeC P1 possede un
vocabulaire fini.

Exemple 1.19La théorie des groupes est engendrée par exemple par lesakiomes
suivants :

Veyzax* (y*x2) = (xxy)*z, Veexx =z, Yadyxxy=ce

La théorie des groupes n'est pas compléte, car il existe despgs commutatifs et
d’autres qui ne le sont pas.

Exemple 1.20 L'arithmétigue de Peano est engendrée par les axiomesisiva
Vo =(S(z) =0), Vey S(z) =S(y) = x =y
Vex4+ 0=z, VYeyx+ S(y) =S +y)
Veaxx0=0, VeyxxS(y) =z*xy+z
Vo —(x <0), V0 < S(z), Yey S(z) < S(y) =z<y
Pour toute formuled, et pour toute variable: libre dansA,
[A(0) AVz(A(z) = A(S(x)))] = VxA(x)

Cette derniére expression est le schéma d’axiomes de sfmer Il y a donc un axiome de
récurrence par formule et variable libre de la formule. Litmétique de Peano n’est donc
pas finiment axiomatisable, mais elle est récursive carigtexune procédure qui termine
toujours qui, étant donnée une formule, réponde oui s'ijg’d’'un axiome de récurrence
et non dans le cas contraire.
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Lemme 1.21 L'arithmétique de Peano est incompléte.

La preuve d’incomplétude est due a Godel. Sa lecture estmaemdée.
Nous avons donc maintenant deux définitions de l'arithrnétige Peano. Montrer
gu’'elles coincident est laissé a la sagacité (ou a I'éralitdu lecteur.

Exemple 1.22 La théorie des arbres finis étiquetés sur un alphabet finieatdmentale a
l'informatique. Elle joue un réle clé en programmation Iqge en particulier, ou elle sous-
tend la notion d’unification et les axiomes de Clarke pourd@&ément de la négation. Elle
sera étudiée plus en détail dans le chapiife Cette théorie est engendrée par les axiomes
de I'égalité que nous avons déja vus ainsi que par les axisup@nts qui expriment la
"liberté" de l'algébreT'(F) :

Décomposition :Pour chaque entier et chaque symbolg € F,, :

Vgl (@) = £(@) < T =]

Conflit : Pour chaque couple d’entiers, n et chaque couple de symbolgs F,,,g €
Fn
vzylf (@) = 9(y) < 0]

Occurence :
Vaylz[ylpzn =y < 0]
ou z[y],A est une notation signifiant queest un sous-arbre de a une positiorp diffé-

rente de la racine. La définition axiomatique de cette notasist laissée au lecteur.
Monde clos :

Va(3ga = F@) V...V (T = g(2))
la disjonction précédente énumérant tous les symbolesragida deF. Cet axiome est
donc finitaire siF est fini.

Notons que cet ensemble de formules est infini, a cause desesd’occurrence, mais
récursif.

Theorem 1.23 La théorie des arbres finis étiquetés est compléte.

Ce résultat est di a Mal’cev. Une axiomatisation récursrgelement différente a été
donnée par Maher, qui se généralise aisément au cas des mfinis (rationels ou pas).
Une preuve récente, qui se généralise volontiers a deswstaa’arbres quotients par des
axiomes comme la commutativité d’'un symbole, est due a Co@es questions font I'ob-
jet du dernier chapitre.

Définition 1.24 Deux structuregS, I) et(S’, I,) sontisomorphes'il existe une bijection
¢ de S dansS’ (étendue aux produits cartésiefi8) telle que :
- pour tout symbole de fonctigh € F,, et toutd € S™, f;(d) = cssi fr(£(d)) = &(e),
- pour tout symbole de relatioR € P, et toutd € S", d € R; ssi¢(d) € Ry,

Par exemple, deux graphes qui ne difféerent que par le nom atessts sont iso-
morphes.

De difficulté trés inégale, les preuves des lemmes qui susa@nt laissées au plaisir du
lecteur.
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Lemme 1.25 Deux structures isomorphes sont modeles des méme formules.

Lemme 1.26 Deux structures finies qui valident le méme ensemble de fesnsont iso-
morphes.

La réciproque de ce théoréme est fausse. Les deux stru¢@réso}) et (R, {<r})
ne peuvent étre isomorphes puisque leurs domaines n’onapaéme cardinalité. Toute-
fois,

Lemme 1.27 Les deux structures@, {<g}) et (R,{<r}) sont modéles des méme for-
mules du premier ordre.

En fait, les deux structures sont bien sir distinguabless pes par des formules du
premier ordre construites sur le seul symbole relatiorndlifaut soit rajouter des symboles
de fonctions, par exempleou S, soit considérer des formules de second ordre.

Lemme 1.28 Si un ensemble de formules a un modéle unique a isomorphigreeators
sa cloture par conséquence sémantique est une théorie etanpl

Le probléme dual, la définissabilité, est par essence irgtigue : il consiste a program-
mer dans une structure au moyen du langage du calcul desaedu premier ordre. Ce
probleme a été trés étudié dans le cadre des langages dedbad@snées, pour lesquelles
les structures peuvent étre considérées comme finies.

Définition 1.29 Une relation R d’arité n sur une(F, P)-structure (S, I) estdéfinissable
dans la logique du premier ordre s'il existe une formdles CP1(F, P, X') dépendant des
n variables libresz telle que[A]; z(d) = T ssid € R. La définition s’étend aux classes de
structures.

Exemple 1.30 La relation de la structure PeanB(z) ssix est premier est définissable par
la formule :

Vyzez=yxz= (y=xANz=5(0))V(z=xzAy=5(0))

L'interprétation de cette formule dans la structure Peaaotven effefl” pour tout nombre
premier etF' pour tout nombre non premier.

De trés nombreuses propriétés élémentaires des struasuweles comme les graphes
ne sont pas exprimables on logique du premier ordre (voiekxescices). La logique du
premier ordre est donc assez pauvre. Pour remédier a ceprepla solution consiste a
enrichir le langage logique, en autorisant la quantificasior des variables de fonctions ou
de prédicat. On obtient ainsi la logique du second ordret doa restriction, la logique
monadique du second ordre, n'autorise que la quantificatimries symboles de prédicats
unaires, cad sur des variables interprétées comme deessesibles du domaine d'inter-
prétation. Ce fragment de la logique a une grande importandaformatique théorique,
puisqu’il permet de caractériser les langages (de mots anbies) reconnaissables par un
automate fini (de mot ou d’arbre). Il a une grande importaneéque également, puisque
les automates sont utilisés de maniéere routiniére pour lisedées circuits logiques.
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1.3 Exercices

1.3.1

Soit la structure propositionnelles, {}, {p1,...,pn}).

1. Soitn = 3. On consideére la formuld = (p; Apa A—p3) V (p1 A—p2 Aps) V (—p1 A
P2 A p3)-
A et—A sont-elles satisfiables ? valides ?

2. SoitB la formule oUp; est remplacé pafp;.
Est-ce queA = BouB = A?

3. Soit maintenant = 4. Trouver une formulel qui s’interprete er?” dans la struc-

ture propositionnelle ssi le nombre de symboles propositits égaux & dans la
structure est égal au nombre de symboles propositionnalsxég-.

4. Peut-on généraliserra= 2k ?

1.3.2

Exercice 1.31Le but de cet exercice est I'axiomatisation de la théorie desBurger. On
considére donc un langage qui contient une constante symbol de fonction unairg et
comme seul symbol de prédicat

On désire étudier une classe de graphes considérés comme stiestures
{E,{rg,Sg},{=}}. r estinterprété comme la racine (supposée unique) du gragitte,
comme une fonction injective donnant le successeur de ehagpud (élément dg) dans
la relation du graphe, qui est donc fonctionnelle. Ces pigiig's sont axiomatisées par les
trois axiomes :

AV =(S(z)=r)

B: Ve (Vy-(S(y) =2))=x=r
C: Vay (S(z) = S(y) =z =1y)

On considére les structures :
N = {Nv {07 Succ}v {:}}7 Z = {Zv {SU,CC}, {:}}7 Z/p = {[O..(p - 1)]7 {Succ}v {:}}

et appelleronsVZ « Z / px 'ensemble des structures formées d’'une copie uniqu¥ d#un
nombre fini ou infini (de cardinal arbitraire) de copies dg et d'un nombre fini ou infini
(de cardinal arbitraire) de copies d&/p.

1. Montrer que les axiomed, B, C n'ont pas de modéle fini.
2. Montrer que toute structure d¥ 7 « Z/px est un modéle dd, B, C.

On se propose maintenant de montrer que tout modélé, d& C est isomorphe a une
structure deN Z « Z/p«. Pour cela, on considére les trois sortes de composanteseses
d’'un modéle, infini avec racine, infini sans racine, et fini.
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1. Considérons une composante connexe infinie avec racB@it¢ I'application de NV
dans les sommets de la composante connexe définig@ar= r et&(succ(z)) =
S(&(x)) pour tout entierz > 0. Montrer successivement ggest une application de
N dans les sommets de la composante connexe joigis qu’elle est injective, enfin
gu’elle est surjective. En déduire que la composante canesekisomorphe &.

2. Considérons une composante connexe infinie sans raaiies Bapplication de Z
dans les sommets de la composante connexe définig@ar= a, ol a désigne un
sommet arbitraire de la composante connexXeyucc(z)) = S(£(x)) pour tout entier
x >0, et¢(pred(z)) = y tel queS(y) = x pour tout entierz < 0, et En déduire que
la composante connexe est isomorphé.a

3. Considérons une composante connexe finie gyaatmets. Montrer que cette com-
posante connexe est en fait un cycle Hamiltonien élémenfad@issant une fois et une
seule par chague sommet). En déduire qu’elle est isomorgpa

4. Endéduire que tout modeéle de B, C est isomorphe a une structure 8&7 « Z/px.

On se propose maintenant d’éliminer certains modeles $uguour se rapprocher du
modéle “standard” des entiers qui est formé d’une unique posante connexe. Pour cela,
on va rajouter le schéma d’axiomes d’induction :

D :®(0)[Va(®(z) = ®(S(x)))] = Vad(x)

pour toute formuled et variable librez de ®. Soit ¥ la formule Vx—SP(z) = x, ou SP
désigne I'applicatiorp fois deS.

1. Montrer que¥ n’est pas valide dans un modéle qui contient une copig e
2. Montrer que-S?(0) = 0 est valide dans les modéles deB, C, D.

3. Montrer quevz (-SP(z) = x = ~SP(S(x)) = S(z)) est valide dans les modéles
deA, B,C.

4. En déduire qu& est valide dans les modéles deB, C, D.

5. En déduire que les modeles deB, C, D sont formés d’une unique copie @& et
d’'un nombre arbitraire de copies dg.

6. Peut-on éliminer les copies dé en rajoutant de nouveaux axiomes ou schémas
d'axiomes ?

On dit gu'une théoriel’ estcatégoriellepour un cardinala ssi tous les modéles de
de cardinala sont isomorphes.

— Pour quels cardinals: la cléture deA, B, C est-elle catégorielle ?

— Méme question pour la cléture dg B, C, D.

Le théoréme de tos-Vaught énonce gue si une th&osigr un langage fini n'a que des
modéles infinis, et &' est catégorielle pour un cardinal infini, alofg est compléte.

— La cléture par conséquence sémantiquedd®, C' est-elle compléte ?

— La cléture par conséquence sémantiquedd®, C, D est-elle compléte ?
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1.3.3

Trouver une formuled batie sur le langage défini par la constaftde symbole de
fonction unaireS, le prédicat d’'égalité= et le prédicat ternair@lus telle que la structure
N soit un modéle ded ssi le symbole de prédicdtius est interprété par la relatioR+
définie par(x,y, z) € P+ SSiz =z + v.

Afin de montrer queP+ est la seule relatiol® qui convient, on pourra considérer un
plus petit triplet(z, y, z) pour lequelR et P+ different.

1.3.4

On considére la structurfg, {0, 1, 4+, —, *, +}, {<}).
1. Evaluer laformuled =Vay3z (z < y) = (x <z Az < y).
2. La structure est-elle un modéle de

3. Trouver les relationsQa telles que (R,{0,1,+,—,* =} {<,Qa}) E
Vey(Q(z,y) = Qy,z)) = (x # y), ou @ désigne un symbole de prédicat
binaire.

4. Construire une formul® exprimant la transitivité d’une relation binaire, et une-fo
mule C' exprimant son antisymmeétrie. Est-ce gde\ C' = A ?

5. Construire une formule exprimant que I'ordre partiel migfiar B et C' est en fait un
ordre total.

1.3.5

Peut-on caractériser la connexité d’un graphe quelconguarge formule d€'P1 ?

1.3.6

Soient¥ = {a}, P = {P} et¢ laformule—P(a) vV xP(z). ¢ est elle satisfaisable ?
Possede-t-elle un modéle de Herbrand ? Que faire ?

1.3.7

Décidabilité de I'arithmétique de Presburger par des tiectes d’automates.

Le principe sera d’associer a toute formule un automate egormait le langage des
entiers (en représentations binaire) qui satisfont la fdemComme une formule peut avoir
plusieurs variables libres, ces automates vont donc déiplusieurs mots a la fois, que
I'on représentera sur autant de lignes gu'il y a de varididess. Ces lignes de mots peuvent
étre vus comme des mots sur I'alphalét1}™ ou n est le nombre de variables libres.
Comme les mots associés a deux entiers distincts n’ont paér@e longueur, on les com-
pléte par des zéros non significatifs de facon a les égatiser t

La premiére étape est celle de la représentation d’'un nooalonene un mot sur I'alpha-
bet{0,1}. Comme on désire lire les mots sur 'automate en partantitiedéfaible poids,
ils seront représentés a I'envers. Ainsi le nombre 11 ailrd4101, 11010, 110100, ...}
parmi ses représentations possibles.

1. Quelle est la taille minimale de la représentation du rmendle valeur, ?
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2. Donner les automates déterministes minimaux recorargisss formule$ et 1.

3. Donner les automates déterministes minimaux recorardisss formules de la forme

N oo o s

10.

11.

12.

13.
14.

S™(0) = S™(0) et S™(0) < S™(0).

Enumérer les diverses formes d’atomes clos possibles.

Enumérer les diverses formes d’atomes possibles ayaninique variable libre.
Enumérer les diverses formes d’atomes possibles ayartvagiables libres.

Pour chaque forme d’atome possible, donner I'automadtgméiste minimal recon-
naissant le langage des mots qui satisfont la formule.

Soit A un automate reconnaissant le langage des mots qui satlafémtmule ¢.
Donner un automate reconnaissant le langage des mots gfbsala formule—¢.

A partir de maintenant, on suppose que les variables sdohpées, on les notera
LlyeeesLpyeeon

Soit.A un automate reconnaissant le langage des mots qui satsfontnule¢(z, z)
une formule que I'on considére maintenant comme dépendepiue de la variable
z. Donner un automate reconnaissant le le langage des masatigfont la formule
O(T.y, 7).

SoitA; et A; des automates reconnaissant le langage des mots qui iskesfdor-
mulesg¢; et ¢,. Donner un automate reconnaissant le langage des motstigfoisa
la formuleg; A ¢s.

Soit. A un automate reconnaissant le langage des mots qui satlaféotmule ¢.
Donner un automate reconnaissant le langage des mots igibsata formule3zo.

Soit. A un automate reconnaissant le langage des mots qui satlaféotmule ¢.
Donner un automate reconnaissant le langage des mots igflosata formulevz¢.

En déduire que la théorie de Presburger est décidable.
Quelle est la complexité de I'algorithme obtenu ?
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Chapitre 2

Séguents, Clauses et Résolution

Ce chapitre a pour but d'introduire des méthodes calcutgajui trouvent leur origine
dans des travaux de Herbrand et de Robinson. Ces méthodsgmegur la transformation
de formules en clauses. Leur justification dans ce coursafgpal aux travaux de Skolem et
Gentzen.

2.1 Feuille de route

Un théoréeme se présente sous la forme d’'un ensemble d’'geshl,,..., H, et
d’'une conclusionC, et il s'agit donc de montrer que la formulé, ... A H, = C est
valide, et, en utilisant la complétude du calcul des ségudmiGentzen, d’en construire une
preuve dans ce calcul. En fait, nous allons utiliser une démeaplus complexe dans le but
d'utiliser les propriétés du calcul des séquents pour icertypes de formules appellées
clauses.

1. Dans une premiére étape, nous remargquons que
Hn...NH, = C estvalide ssi
H, ...\ H, A —=C estinsatisfiable.
Par exemple, si I'on désire se convaincre du bien-fondé idonmaement
tous les hommes sont grecs ; Socrate est un homme ; donc &estajrec.
on doit tout d'abord le formaliser, ce qui donne :

(VzH(z) = G(x)) NH(S) = G(S)
et on est donc amené a vérifier que la formule
(VzH(z) = G(x)) N H(S) A (-G(S5))

est insatisfiable.

2. Dans une seconde étape, nous allons transformer la fefhul. . A H, A—~C enun
ensemble de claus¢§’, ... C,}, c'est-a-dire de formules de la forme

VZA1V...VAy VB V...V-B,

19



ou lesA; et lesB; sont des formules atomiques, tout en préservant I'insalsilifé.
On verra que cela est équivalent a transformer chaque ét&ada conjonction en
clauses. Dans I'exemple précédent, cela donne I'ensemalttadses :

{H(x) = G(z), H(S), ~G(S)}

. Dans une troisieme étape, nous reviendrons a la proitgathiins le calcul des sé-
guents, grace toujours au théoréme de complétude : I'dfisddilité de 'ensemble de
clauses{C1, ... C,} équivant a la validité de la formulé; A ... A C, = L etdonc

a la prouvabilité du séqueat,, ... C, —.

. La quatrieme étape consistera en I'application du timdéerée Herbrand, qui permet-
tra de ramener la prouvabilité du séquéht. . . C;, — a celle d’un nouveau séquent
C1,...C,, — dontles clause§’; sont des instances sans variables ni quantificateurs
des clause§’;.

. La cinquiéme étape consistera a analyser la preuve deyenpositionnelle du sé-
quentCy,. .. CI’), — en groupant certaines étapes structurelles avec la régteod’
ductionVv@G, donnant naissance au calcul des séquents clausal.

. La sixieme étape aura pour but d’en déduire la compléteda tkgle dite de résolu-

tion close :
AvC —-AvD

CcvVvD
Dans cetterégle d'inférence A dénote un atome, &' et D dénotent des clauses
(éventuellement vides). Les clausés C, AV D, C' vV D sont supposées en forme
normale vis a vis des régles de l'algébre de Boole. En comségy niAd ni —=A
ne peuvent apparaitre da@sv D. Elles sont également supposées ne pas avoir de
variables communes, ce qui peut nécessiter des renommagepaeés.
La complétude de la régle de résolution s’énoncera comnppdidennace de la
clause vide a 'ensemblBes*({C1, ..., C,,}) des clauses inférables par résolution
a partir de 'ensemble de clausgsy, ..., C,, }.
La complétude de la résolution close sera une conséqueramdedde la complétude
du calcul des séquents clausal.

. La septieme étape sera celle du lemme de relévement quefiea en fait de travailler
avec des clauses avec variables, en généralisant la regésalation close en une
regle de résolution générale grace a I'opération d'unificat
PvVv..VP,VvC =Ny V...V-N,VD

CoV Do
Dans cetteégle d’inférencede résolutiong désigne I'unificateur principal du pro-
bléme d’unification

P1:P2/\.../\P1:Pp/\P1:Nl/\leNg/\.../\leNn

Résolution :

On peut alors terminer notre exemple, avec les preuveshpessiuivantes :
G(z)V—-H(z) H(S) G(z)V-H(z) -G(S)

—G(S) H(S)

G(S) —H(S)

g a
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qui engendre la clause vide a partir des clauses de départ.

L'opération d'unification permet en fait d'assurer que sixelauses ont des ins-

tances closes qui peuvent se résoudre par résolution alosg la résolvante (close)

est une instance close de celle obtenue par résolutionr@énéles deux closes de

départ. Il ne sera donc nul besoin dennaitreles instances closes fournies par le
théoréme de Harbrand, seule leur existence est importante.

8. La derniére étape sera celle de 'unification, dont notailti&ons les propriétés al-
gorithmiques.

Nous allons maintenant considérer en détail ces difféseftimpes.

2.2 Mise sous forme clausale
On commence par la mise des formules sous forme prénexe.

Définition 2.1 Une formule est en formarénexesi elle est non quantifiée, ou de l'une des
deux forme&/z¢ ou Jx¢ ouU ¢ est une formule prénexe.

Lemme 2.2 Toute formule logique est équivalente a une formule prénexe

Il suffit pour cela d'utiliser les axiomes vus précédemmantpgrmettent de repousser
les quantificateurs a I'extérieur des formules lorsquidstsappliqués (arbitrairement) de la
gauche vers la droite (un nombre nécessairement fini de €@é$x peut bien slr nécessiter
de renommer les variables liées d’'une formule.

Définition 2.3 Uneformule clausalest une formule prénexe close sans quantificateur exis-
tentiel.

Uneclauseest une formule clausale de la formg(A; A ... AN A, = B V...V By),
ou, de maniére équivalent&r(—A;) V...V (=A4,) V By V...V B,. Les quantificateurs
d’'une clause étant tous universels, ils sont souvent oirgsra parfois utile de distinguer
la version quantifiée d'une clause de sa version non quaatéig écrivantvzC pour la
premiére etC' pour la seconde. Une clause sera dite close si elle nést pastifjge et si
elle ne contient pas de variable.

On dira qu'une clause clos€” est une instance d’'une claus&C si elle est obtenue
par mise sous forme clausale df’'une formule de la fofaeou y est une substitution close
de domain&’ar(C).

Lemme 2.4 Toute formule clausale est équivalente a une conjonctioclaieses.

Preuve

La preuve et constructive. |l suffit d’appliquer les reglesldlgebre de Boole (sauf les
axiomes de commutativité et associativité), et de remarque ces regles terminent
lorsqu’elles sont appliquées de gauche a droite sur lesedag’équivalence de formules
modulo la commutativité et I'associativité de la conjoantiet de la disjonction. La forme
normale est une conjonction de clauses. On peut aussi fagreneuve par récurrence.

L'importance de la notion de clause vient du théoréme deeskol
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Theorem 2.5 Pour toute formule closd, il existe un ensembl€ de clauses tel qus est
insatisfiable ssi I'est.

Preuve

Par récurrence sur le nombre de quantificateurs existenlgel supposée en forme prénexe
sans perte de généralité, on démontre I'existence d’umeuerclausaled’ telle queA’ =

A. Et doncA’ est insatisfiable puisqué I'est. Mais il ne serait pas correct de dire qde
et A’ sont équivalentes, car on va voir que les deux formules nepsanconstruites sur le
méme langage logique.

Si A ne posséde pas de quantificateur existentiel, c’est ternfiimdn, soitA =
VZ3y B, ol B est donc une formule prénexe. Sditin nouveau symbole de fonction (dit
symbole de Skoléndont l'arité est égale au nombre de variables danst C' la formule
prénexeVzB{y — f(Z)}. On vérifie queC' = A grace au lemme 1.7 contient un
guantificateur existentiel de moins qude donc il existe une formule clausalf telle que
A" = C. On conclue par transitivité de la relation de conséqueéan®aatique, et applica-
tion du lemme précédent.

Notons que siC' était satisfiable dans une interprétatios I), alors on en déduirait
aisément une interprétatiart, I’) (prenant pourl’ la restriction del au langage ded)
telle queA soit satisfiablem

Exemple 2.6 Mise en forme clausale de la formutéVz3y. P(x,y)) V 32.Q(2) :

—(VxJy.P(x,y)) V3Iz.Q(z) — FzVyIz.—P(x,y)V Q(z)
— Vy—P(a,y) vV Q(f(y))

Mais la forme clausale n’est pas unigue ; on peut aussi efeeda transformation :

—(Vedy.P(x,y)) V3Iz.Q(z) — Fz.(Vy.—P(x,y)V Q(x))
— Vy.=P(a,y) vV Q(a)

On peut bien sdr également s’intéresser a minimiser le n@idclauses, ou tout autre
mesure de la taille du probléme final a résoudre.

2.3 Théoreme de Herbrand

Le théoréme d’élimination des coupures de Gentzen peutrétfercé, de maniere a
obtenir le théoréme dit “du séquent intermédiaire” qui ésoque tout séquent valide :
I' — A posséde une preuve organisée en deux parties :
— une partie supérieure propositionnelle, c'est-a-dires sdilisation des régles portant
sur les quantificateurs, aboutissant a la preuve d'un unsgogenty’ : IV —
A’ dont toutes les formules sont des sous-formules non quetifiel’, A au sens
suivant : & la notion de sous-formule structurelle habligueln ajoute qued(t) est
uns sous-formule déz,A(x) & condition que soit un terme de type construit sur
la signature disponible.
— une partie inférieure dont toutes les régles sont desduttdns de quantificateurs
ou des contractions.
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Nous allons décrire ce théoréme et sa preuve dans le casobgaplus simple des
clauses. Ce cas élimine le besoin d’appliquer des reglé@esi@nsi que la régléL, et donc
le vocabulaire de la preuve ne change pas pendant la preugej permet de I'omettre.

Théoreme 2.7 Tout séquent validE — ouT" est une conjonction de clauses posséde une
preuve organisée en deux parties :
— une partie supérieure propositionnelle, dont les seudggas autorisées sont dess
et des regles structurelles gauches, aboutissant a la prelam séquenl’ —
formé de clauses qui sont des instances closes des claufes de
— une partie inférieure dont toutes les regles sont desdintctionsyG ou des contrac-
tions gauches.

Preuve

Par récurrence appropriée et transformation (récursiwda greuve par des régles de per-
mutation adéquates a partir d’'une preuve initiale suppsaés coupure. Notons quil faut
modifier la régle Initial, de maniere a manipuler des clauBée devient :

A,—|A —

ol A désigne un atome.

Donnons un exemple de permutation de facon a voir son impata preuve.
Preuve initiale :

Alt/«],T" —
VL
Vz AT —

Reégles Structurelles RS  C,VzA,T —

B,VzA, ' —
VL
BV CVzA T —
Preuve transformée :
Alt/x], TV —

- WL

Alt/z],Vz A, T — -
C,VzAT —

Regles Structurelles RS WL

C,Alt/z],Vz A, T —
B, Alt/z], Yz A,T —

VL
BV C,Alt/x],Vz A, T —
VL
BV CVzA VAT —
CL

BV C,VzA,T —
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On peut remarquer que la distance de la r&dleé la racine de la preuve a décru. Il y a
bien s(r d'autres cas a considérer, et il faut trouver unaireede la complexité de preuve
qui convienne a tous.

Notons que I'on pourrait également intégrer a cette étaphadase de skolémisation. Il
suffirait pour cela de partir d’'un séquent I' — ouI" devrait alors étre formé de formules
prénexes. Mais la théoreme du séquent intermédiaire galers beaucoup plus difficile a
prouver.

2.4 Calcul des séquents clausal

Les regles en sont :

—— Ael,—-A eI for some atomd

I —
Ci,...,Cp, TV — BT —
DiwVvB,....D,vB,I' —

ou
(i) IV, T sont des sous-ensembles{d®, v B, ..., D, vV B,T'}
(i) {C1,...,Cy,} estun sous-ensemble non vide{d®,, ..., D,}
(i) B estun littéral

Théoreme 2.8 Le calcul des séquents clausal est correct et complet.

Preuve
Il s'agit cette fois de regrouper des séquences d'applicate regles d'inférences du calcul
des séquents dans la partie propositionnelle d'une preeie fdrme précédente.

On regroupe tout d'abord la régle d'initialisation avec tegles structurelles qui la
suivent et on obtient ainsi la premiére régle du calcul.

On regroupe ensuite plusieurs étapdssuccessives pourvu qu’elles mettent toutes en
jeu des séquent de la formie, I' —, ainsi que les régles structurelles qui les suivent, ce
gui donne la seconde régle du calcul.

2.5 Complétude de la résolution close

Preuve
Par récurrence sur la structure de I'arbre de preuve duladdsuséquents clausal.

Cas de base : la preuve se réduit a une feuille de la fdvpe. . , D,, —, auquel cas il
existeD; et D; aveci # j auxquels appliquer la résolution close pour en déduirediasel
vide.

Cas général : La preuve dans le calcul des séquents clausairgre donc par I'appli-
cation de larégle , et I'arbre de preuve a donc la forme :

11 15

Ccl,....Cp, I — B, T —

CivB,..C,VBIT —
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Par hypothése de récurrence, € Res*(CY,...,C,,T") (réfutation R;) et O ¢
Res*(B,T") (réfutationRy).

Cas 1: L'une des réfutations est a partiride, . . ., D,, et c’est terminé.

Cas 2 : Aucune des réfutations ne travaille a partiride..., D, et doncB ¢
{D1,...,Dy}. On remplace alors tout d'abord;, ...,C, parC} Vv B,...,C, vV B dans
Ry, ce qui fournit un arbre de résolutid®), aboutissant er®. Il suffit alors de brancher cet
arbre dansi?, aux occurrences dB pour avoir une réfutation de la clause vide a partir des
clauses de départ.

2.6 Relévement et Complétude de la résolution

Lemme 2.9 SoientAVC~v et—AV Dn deux instances closes (en forme normale disjonctive)
des clause®VC et NV D, telles que (iVar(P VvV C)NVar(N Vv D) = (), et (i) les atomes

de P~ soient tous égaux & et ceux den a ~A. Alors P = N posséede un plus grand
unificateuro tel queCo V Do € Res(PV C,NV D),etC~V Dn = (CoV Do)t pour

une certaine substitution.

Preuve

Comme on peut toujours supposer que les claiseg” et N vV D ont des variables toutes
distinctes, on en déduit que la substitution clgsen égale &y pour les variables libres de
PV C etan pour celles deV Vv D unifie le problémeP = N. Soito I'unificateur principal
du probléme, et la substitution telle que U n = o7. On vérifie sans peine la propriété
annoncéeld

On en déduit :

Theorem 2.10 (Robinson) Un ensemblg de clauses est insatisfiable ssi la clause vide
appartient aRes*(S5).

Preuve
Elle utilise le théoréme de Herbrand, la complétude danadeclos et le lemme précédent.
Par le théoréeme de Herbran§l,est insatisfiable ssi cela est le cas de I'ensemble fini
E des instances closes de Par le lemme de relevemenRes*(E) est inclus dans les
instances closes dees*(.S). La clause vide ne pouvant étre I'instance que d’elle méme, o
en déduit le résultat.
Notons que l'utilisation du lemme de relévement imposedniéation par résolution
de tous les atomes qui deviennent égaux dans I'unification. O

2.7 Lectures
[12, 13, 8]
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2.8

1
2

3

4
5

6

Exercices

Décrire un algorithme qui engendre comme précédemmenthsanle de clauses
insatisfiables pour lequel le nombre de symboles de Skoleutés soit minimal.
Montrer la correction du raisonnement suivant : Les Csétont tous des menteurs.

Je suis Crétois. Donc je suis menteur.
SoitFreres(z,y) une relation symétrique, transitive et antiréflexive. Menta cor-
rection du raisonnement suivant qui se passe en Créte,meyeas menteurs :

1. tout Crétois a un frére menteur ;
2. tout Crétois a les cheveux blonds ou bruns;

3. deux freres ont la méme couleur de cheveux ssi ils sontauentous deux ou
pas menteurs tous deux ;

4. Donc, en Créte, si deux fréres n'ont pas la méme couleuhéeccix, alors ils
ont un troisiéme frere.

Montrer que tout ensemble insatisfiable de clauses camtiernoins une clause dont
tous les littéraux sont négatifs.
Montrer que tout ensemble insatisfiable de clauses camtieroins une clause dont
tous les littéraux sont positifs.
On suppose les vocabulairgs X' et A dénombrables. Soil (F) I'ensemble des
termes clos, appellé univers de Herbrand et nat&oit A(P, F) I'ensemble des
atomes clos, appellé base de Herbrand et Boténe interprétation? de Herbrand
- a pour domaine l'univers de Herbragd
- interprete le symbol¢ € F,, par 'opérationfy d’arité n telle quefy () = (),
- interprete le symbole de prédic&t € P,, par un sous-ensemble arbitraiy; de
gn.
On demande de montrer les propriétés suivantes :

1. Un ensembles de clauses est satisfiable ssi il I'est dans une interpoétate

Herbrand.

2. La base de Herbrand est dénombrable, et @nrc{A;};cn.

3. Etant donnée une énumération de la base de Herbrand rdantédinition d’un
arbre binaire, appellérbre des interprétationgdont les branches soient en cor-
respondance biunivoque avec les interprétations de Hetbra

4. Donner I'enumération de la base de Herbrand dans le caartieel des inter-

prétations de la figure 2.1, pour lequel le vocabulaire eshéodes symboles
0 (symbole de constante}, (symbole de fonction unaire) €& (symbole de
prédicat binaire).

Un chemin de la racine a un noepde (N*)* de l'arbre sera notéi, et appellé

uneinterprétation partielledes atomesly a A, _;. On dira que l'interprétatiod,

prolonge l'interprétation I,, si le cheminp est un préfixe du chemin. On définit

un calcul des interprétations partielles dans une logigualttée (avec une nouvelle

valeur_L qui se veut représenter la valeur indéfinie) de la maniékasté :

Pour toute claus€’,

— H,(C) =T si H(C) = T dans toute interprétation totale qui prolonge.
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P(0,0)

P(0,5(0))

P(s(0),0)

P(0,s(s(0))

Fic. 2.1 — Exemple d’arbre des interprétations

- H,(C) = F si H(C) = F dans toute interprétation totale qui prolongg.
— H,(C) = 1L dans le cas contraire.
On demande de répondre aux questions suivantes :

4. Soit H,, une interprétation partielle qui €numere tous les atomela déause
closeC'. Montrer que{Cly, # L.

5. SoitC une clause telle qu&zC]y = F. Montrer qu'il existe une interprétation
partielle H), telle que[vzC|g, = F'.

On dit quep est unnoeud d’échepour I'ensembles = {C1, ..., C,} de clauses s'il
existe une claus€’; et une substitution closetelle que[C;y]x, = F et la propriété
n'est vrai pour aucun prédécesseurpdians 'arbre des interprétations.

On appellearbre sémantiquel’'un ensembleS de clauses I'arbre obtenu a partir de
l'arbre des interprétations en élaguant les sous-arlbsas fun noeud d’échec et en
étiquettant ce dernier par les instances des clausesagfuté

Un arbre sémantique sera dibssi toute branche se termine en un noeud d’échec.

7. Supposons qug est réduit a un symbole de constaftet & un symbole unaire
s, P étant réduit au symbole de prédicat unalreSoit.S 'ensemble de clauses
{-A(z) v A(s%(z)), A(0), A(s(0)), ~A(s3(0)) vV ~A(s(0))}. Dessiner l'arbre
sémantique associé pour une énumération naturelle degsitdos de la base
de Herbrand.

8. Cet ensemble de clauses est-il satisfiable ?

9. Quel est I'arbre sémantique clos pour I'ordre sur les a®nui énumeére tous
les atomes de la formd (s> +1(0)) avant d'énumérer les atomes de la forme
A(s*(0)) ?

10. Montrer la propriété suivante [Théoréme de Herbrandh ensembleS de
clauses est insatisfiable ssi il posséde un arbre sémaictmgie

11. En déduire qu'un ensembfede clauses est insatisfiable si et seulement si cela
est vrai d'un ensemble fini d’'instances closes de clausés de

12. En déduire la complétude réfutationnelle de la résmiutiose.

13. En déduire la complétude réfutationnelle de la résmiutiose négative, c'est-
a-dire faisant nécessairement intervenir une clause dastles littéraux sont
négatifs.
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Chapitre 3

Unification

Les termes avec variables servent a représenter I'ensatebleutes leursnstances
closes Par exemple, si les entiers naturels sont représentésaine an'aide des symboles
0 ets (successeur), le termgx) représente 'ensemble infidis(0), s(s(0)),...}. Cer-
taines opérations sur les termes sont alors fondamenidesxemple, 'intersection des
ensembles d'instances de deux termes est obtenue gracefiadition L'opération d’unifi-
cation correspond également a la borne supérieure de desesémodulo similarité) pour
le préordre d’inclusion des instances.

3.0.1 Problemes d'unification
Définition 3.1 Un probléme d'unification” est ou bien la formule. ou bien une formule
tir=u1 N...Nt, = up

outy,...,tn,ui,...,u, sont des termes. Lorsque = 0, le probléme obtenu est par
convention la formulé’.
On note parVar(P) 'ensemble des variables de.

Le signe =" est symétrique, si bien que nous ne faisons aucune ditférentres = ¢
ett = s. Etant donné un probléme d’unification, on distingue sestismis des unificateurs
qui les représentent. On fera en général I'hypothése iitglicr’il existe une constante dans
F.

Définition 3.2 Etant donné un probléme d’unificatian = u; A ... A t, = uy,
— unesolutionest une substitution closetelle queos(t;) = o(u;) pour touti ;
— ununificateurest une substitutioa telle que toute substitution close soit solution du
probleme d'unificationt;oc = uio A ... A tjoc = u;o.
Toute substitution close est solution @deet aucune substitution close n’est solution.de
Deux problémes d’unification soéguivalentss’ils ont mémes ensembles de solutions.

Exemple 3.3 Le probléme d'unificationf(x, g(z)) = f(h(y,z),y) n'a pas de solution
dansT'(F, X).

Un unificateur sert donc a décrire (en utilisant des var@ghdes ensembles potentielle-
ment infinis de solutions. L'opération d'instantiation sqermet de passer d'un unificateur
a un autre, et donc de les comparer :
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Définition 3.4 étant donné un probléme d'unificatid?, on dit que l'unificateurs est plus
général que l'unificateur, notéo < 7 S'il existe une substitution telle ques = ).

Définition 3.5 Un unificateur deP est ditprincipal (ou plus général) s'il est minimal pour
l'ordre <.

Propriéte 3.6 Sic etr sont deux substitutions principales Healors elles sont similaires,
c’est-a-dire s'échangent par renommage de leur variables.

Preuve
Laissée au lecteur. O
L'unificateur principal de deux termes, lorsqu’il existet donc unique modulé:-.

3.0.2 Formes résolues

Lesformes résoluesont des problémes d’unification plus simples pour lesdaetal-
cul des solutions comme des unificateurs (qui forment togjdeux ensembles non-vides)
est immédiat ; plusieurs formes résolues sont interessamieus verrons les arbre-formes
résolues et les DAG-formes résolues et comment les calculer

Définition 3.7 Un probléme d'unification est unarbre-forme résoluéou forme résolue
tout court) si c’estl. ou T ou s'il peut s’écrire :

=0 N...\Nxp =1,

ouz,...,x, Sont des variables distinctes qui n'ont pas d’'autre ocauce dans le pro-
bléme (L est une abbréviation pour le cas= 0).

Lemme 3.8 Les solutions d’'une arbre-forme résolug = t; A ... A 2, = t, sont les
instances closes d’une substitution= {xy — t;...,z, — t,} qui en est lunificateur
principal

Preuve

On vérifie aisément que est un unificateur, car;o = t; ett;oc = t; d’aprés la condition sur
les variables. De plus, siest un unificateur arbitraire;;60 = ¢;,0 = (z;0)0, d'ou = o0,

ce qui montre qué est une instance de qui est donc une substitution principale pour
'ensemble des unificateurs. Comme toute solution est uficateur particulier, et toute
instance close d’'un unificateur est une solution partiogfién en déduit le résultat. O

Définition 3.9 Un probléme d’unification est une DAG-forme résolue si c’est. ou s'il
peut s’écrire :
=0 N...Nzp, =1,

ouzy,...,x, sont des variables distinctes telles que, pour todtyj, x; ¢ Var(t;).

Ces formes résolues ne font que représenter un plus géméfiehteur de facon com-
pacte :
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Lemme 3.10Sixz; = t1 A ... Az, = t, est une DAG-forme résolue équivalente & ¢,
alorso = 0103 ...0,,0U00; = {x; — t; pourtout: € [1..n], estun plus général unificateur
des ett. O

Preuve
On montre d’abord que est un unificateur. Ona;c = x;0;...0, = t;0411...0, = t;0
grace a la condition sur les variables de la forme résolue.

On montre ensuite gueest principale parmi 'ensemble des unificateurs par réoge
surn. Le cas de base = 0 est trivial. Dans le cas général= o105 . .. 0,1 €St unificateur
principal de la forme résolu®’ = z; = t; A ... A x,_1 = t,_1. Mais tout unificateur
~ de s = t est en particulier unificateur d&’, et doncy = 76. Comme~ unifie aussi
'équationz, = t,, on az,70 = t,76, d'ou z,0 = t,0 par condition sur les variables
de la forme arbre-résolue, et dofi@st une instance de la substitution,, — ¢, } qui est
unificateur prioncipal de cette équation par le lemme 3.8ldBt~ est une instance de
ce qui termine la preuve. O

Le lecteur aura intérét a se demander ou a été utilisée ngdtbdse d'existence d’'une
constante.

3.0.3 Regles de transformation

Nous donnons maintenant des régles de transformation guigtkent de réécrire un
probléme d’unification en un probléme d’unification équivdljusqu’a obtenir une forme
résolue.

Les regles de la figue 3.1 sont ici volontairement redondafrteus verrons pourquoi
dans le paragraphe 3.0.5). Ce sont des (schémas de) regkascdure dans 'algébre des
problémes d'unification. En particulier elles peuvent plaper a n'importe quel sous-
probléme, remplacant le membre gauche par le membre dogwila condition d’appli-
cation est vérifiée. Le symbole est ici supposé associatif et commutatif.

Proposition 3.11 Chacune des regles de la figure 3.1 transforme un problenrefatation
en un probleme équivalent.

Preuve
Les regles d’élimination ou de remplacement de variabléipdnation des équations tri-
viales et de fusion sont des conséquences des axiomes dkt€équ, si I'on préfére, ce
sont des conséquence du fait que I'égalité des termes esbageuence.

Les regles de décomposition et d'incompatibilité sont wreséquence des axiomes des
termes.

Enfin, le test d’'occurrence exprime qu’un terme fini ne pewt é&gal a un de ses
sous-termes stricts. En effet, si c'était le cas, par pédprile congruence de I'égalité, on
obtiendrait par récurrence un arbre infini.

3.0.4 Terminaison

Les régles de la figure 3.1 ne précisent pas de stratégieplidaon : a partir de ces
regles on peut fabriquer de nombreux algorithmes d’unificagén spécifiant un peu plus
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équations triviales

Decompose

Conflit

Coalescence

Elimination de variable

Fusion

Test d’occurrence

Absorbsion

Neutralisation

f(Sl,... ,Sn) = f(tl,... ,tn)

—

S1=t1N...N8, =1p

f(s1y.0y80) = g(t1, ... tm)

—

1
Sif#yg

r=yAP

—_—
r=yAP{zx— vy}
Siz,y € Var(P), z £y

r=8AP

N

r=sAP{x— s}

Siz € Var(P),z ¢ Var(s) ets ¢ X

rT=sANx=1

N

T=sAs=1
Siz e X et0 < |s| <t

T = tl[.%'g]pl N... N2y = tn[.%'l]p"
—

il
Sipy-...-pp #A

1L AP

FiG. 3.1 — Régles d'unification
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dans quel ordre et a quelle sous-probléme appliquer lessiélylais nous allons montrer
que, quelle que soit la stratégie d'utilisation des regdlatgorithme obtenu termine tou-
jours. Ceci permet de factoriser les preuves de terminaleatifférents algorithmes d’'uni-
fication.

Theorem 3.12 Le systéme de régles de la figure 3.1 définit un ordre striat fnadé sur
les probléemes d'unification.

Preuve
On considére les fonctions d’interprétation suivantespiebléemes d’unification :
— Une variabler est diterésoluedans un problem@& si P =z = sAQ etx ¢ Var(s)

etz ¢ Var(Q).
¢1(P) est le nombre de variables non résolues’de

— SiP=s1 =t A... \ S, = ly, alors¢s(P) est le multi-ensemblém, ..., m,}
oum; = m(s; = t;) etm(s = t) = max(|s|, |t|). Par convention, on pose(Ll) =
m(T)=0

— ¢3(P) est le nombre d’équations dedont I'un des membres au moins est une va-
riable.

¢(P) est le triplet(¢1(P), ¢2(P), ¢3(P)). Lensemble de ces triplets est muni de la com-
posée lexicographique de trois ordres :

1. L'ordre habituel sur les entiers naturels
2. L'extension multi-ensemble de I'ordre sur les entiersirels
3. L'ordre habituel sur les entiers naturels

Il est ainsi muni d’'un ordre bien fondé puisque construit &ipa’extensions multi-
ensemble et lexicographiques d'ordres bien fondés.

Il suffit maintenant de montrer que Bi — @ alors¢(P) > ¢(Q). Le sens de varia-
tions des trois fonctions d'interprétation est résumé dautsbleau ci-dessous :

¢1 | P2 | P3
équations triviales <] <
Decompose < | <
Incompatibilité <] <
Elimination de variablg <
Fusion =] =1]<
Test d’'occurrence <] =<
Absorbsion ==
Neutralisation <] =<

Il n'est pas difficile de vérifier qu'aucune régle ne crée davatle variable non-résolue.
Les conditions d’application des deux regles d’éliminat de remplacement de variables
garantissent par ailleurs qu’une variable non résatudans la formulation des régles doit
apparaitre dan®) devient résolue aprés leur application.

Notons également que la régle de décomposition fait bierottéed, puisqu’elle rem-
placem = max(|f(s1,...,Sn)|,|f(t1,...,t,)|) parn entiers strictement inférieurs.

La régle de fusion conserve bien a cause de la conditios| < |t| : max(|z|,|t]) =
max(|s|, |t]). Enfin, ¢3 est bien décroissante par fusion & cause de la conditin: qui,
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avec|s| < |t|, garantit ques = t est une équation dont aucun des membres n'est une
variable.

Bien entendu certaines fonctions d'interprétatiafy (OQu ¢3) peuvent croitre par
application de certaines regles, mais la composée lexapbigue des trois interprétations
est toujours décroissante comme le montre le tableau siides

3.0.5 Complétude

Nous extrayons successivement 3 ensembles de régles deréa3id et nous montrons
gue dans chaque cas, I'ensemble de régles permet d’olderiormes résolues souhaitées,
ce qui fournit trois algorithmes d’unification.

Proposition 3.13 Si P est un probléme d’unification auquel aucune régle de la figute
ne s’applique, alors? est une arbre-forme résolue. (NB : les régles de fusion etapla-
cement de variables sont inutiles pour obtenir ce résultat)

Preuve

Comme les régles d’'incompatibilité et de décomposition 'appdiquent pas, toutes les
éguations ont une variabledans un de leurs membres. Comme le test d’occurrence et la
regle des équations triviales ne s’applique pas,=sit est une des équations dk x n'est

pas une variable de Comme la régle d’élimination de variable ne s’applique, pasu ¢

doit de plus étre une variable résolue, ce qui conduit altedsouhaitéd

Définition 3.14 Deux termess et ¢ sont ditsunifiablessi s = ¢ posséde au moins une
solution.

Corollaire 3.15 Deux termes ett sont unifiables si et seulement si ils ont un plus général
unificateur.

Property 3.16 Il existe des termes ett dont la forme résolue est exponentiellement plus
grande ques ett.

La preuve est a faire en exercice.

Proposition 3.17 Si P est un probléme d’unification auquel la seule régle (perg)}é&ip-
plicable parmi les régles de la figure 3.1 est I'éliminatioa dariables, alorsP est une
DAG-forme résolue.

Preuve

De méme que ci-dessus, si la seule régle applicalbteeat I'élimination de variable, alors
toutes les équations dé sont de la former = t ol x ¢ Var(t). Considérons alors la
relationd’occurrence>,.. sur les variables d& définie comme la plus petite relation de
préordre telle que, st = t[y], est dang’, alorsz >,.. y. Comme le test d’occurrence ne
s'applique pas, la relation d’équivalence associée a oargne est la plus petite relation
d’équivalence=g qui contientr =g y Si x = y est dansP. Mais, siz =g ¥y, x ouy est
une variable résolue puisque la régle de remplacement dbles ne s’applique pas. On
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peut donc construire un ordee sur les variables d@ tel que : les variables résolues sont
minimales etr >,.. y = x > y. En complétant- en un ordre total, on obtient le résultat
souhaitéd

Property 3.18 La forme D AG-résolue de deux termeset ¢ quelconque est de taille li-
néaire en la taille des ett.
La preuve est a faire en exercice.

Property 3.19 La formeD AG-résolue de deux termasett quelconque peut étre calculée
en tempsO(|s| + [¢]).

La preuve (non évidente) est laissée au lecteur. |l s’agitodever un ordre d’application
des régles qui assure la linéarité du calcul.

Exemple 3.20
= f(f(z)) Nz = f(x) —Fusion = f(x) N f(f(z)) = f(x)
—Décomposition L = fx) Nz = f(x)
—Fusion r = f(x) A f(x) = f()
—équations triviales T = f(z)
—Testd occurrence -

3.1 Lectures

[6, 7,11, 3]

3.2 Exercices

1. Donner une DAG-forme résolue et une arbre-forme résatuelps problemes d’uni-
fication suivants :

(a) f(f(.%'l,l'g), f(.%'g,.%'4)) - f(f(f(w27x2)7 f(l’g,.%'g)), f(f(.%'4,.%'4), f(a7 a)))
(b) flx) =yAf(fy)=fz)Na=f(z)
© f(z, f(z,2)) = f(f(y,n), fF(f(f(2,2), fa,2")), f(f(a,a), f(a,a))))

2. On pourrait définir les unificateurs de maniére analoguesalutions, en suppri-
mant la restriction que la substitution est close. Les dedinitions sont-elles équi-
valentes ?

3. Ondit que le terme est plus général que le terme’il existe une substitution telle
quet = so.

(a) Montrer que la relation de généralité (ou filtrage) espréordre.

(b) Montrer que I'equivalence engendrée par le préordrecdéglité est le renom-
mage-=.

(c) La partie stricte du préordre de généralité est biendend
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10.

11.

12

. Montrer par des exemples que toutes les conditions dé&iain des regles de la
figure 3.1 sont nécessaires pour assurer la terminaison.

. Soient trois termes unifiablesv, w avecd pour unificateur principaly I'unificateur
principal des deux premiers et’unificateur deuo etw. Montrer queuf = wr.

. Etant donnésy termest,...,t, a unifier, quelle est la complexité d'un algo-
rithme d'unification procédant de maniére incrémentalepeifiant (en temps li-
néaire) successivement, = t, (résultatoy), puiso; A t;1 = t3, etc, jusqu'a
O1N...NOp1 ANtp_1 =1t,7?

. Sizy =t1 A ... ANz, = t, est une arbre-forme résolue, on apppllgametredes
variables autres quey, ..., z,. Montrer que deux formes résolues équivalentes ont
méme nombre de variables résolues et le méme nombre de pegani@n parlera
donc dans la suite doombre de paramétres d’'un systéme d'équations

SoientP et P’ deux problemes d’unification. Montrer que, si toute solutile P est
une solution de”’ et que, de plusP et P’ ont méme nombre de parametres, alBrs
et P’ ont méme ensemble de solutions.

Montrer que, sE possédeV parameétres ek, ..., E}, sont des problemes d’unifi-
cation ayant chacun strictement moins Meparamétres, alor& posséde au moins
une solution qui n'est solution d’aucun des problerigs

Montrer que deux arbre-forme résolues équivalentesni@e taille (i.e. méme
nombre de symboles)

Donner un exemple de DAG-forme résolue dont la taille’¥st) alors que I'arbre-
forme résolue correspondante est de tail[@™).

. Montrer que si un probleme d’'unificatidi est équivalent & une disjonctiafi; v
...V E, de problemes d'unification, alofs est équivalent & I'un deg;.
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Chapitre 4

Clauses de Horn et PROLOG

4.1 Stratégies de résolution

Dans ce paragraphe, nous ne faisons pas d’hypothésetiestsiar la forme des clauses
manipulées.

4.1.1 Reésolution binaire

La régle de résolution que nous avons donné a le désavantagfed des termes en
nombre arbitraire plutét que des couples de termes. Noossationc donner une nouvelle
version de la résolution a l'aide de régles d’'inférencessditinaires, appellég®F B, pou-
vant coder la résolution générale.

AvC -BvD

Résolution Binaire :
CoV Do

ou o est 'unificateur principal des atomeset B.

AvBvVC

Factorisation Binaire ; ———
Bo Vv (Co

ou o est 'unificateur principal des littérauA et B.

Theorem 4.1 Résolution et factorisation binaires sont correctes et pigtes, cad un en-
semble de clauses est insatisfiable ssi la clause vide appartienR&' B*(.S).

Preuve

On montre que toute résolution se code comme une séquengsali¢tions et factorisations
binaires. Ce codage utilise de facon essentielle le failegielauses résolues ne partagent
pas de variables. On part d’'une inférence par résolution :

PLV...VP,VC =N{V...V=N,VD
CoV Do

ol o désigne l'unificateur principal du probléme d’unification

P1:P2/\.../\P1:Pp/\P1:Nl/\leNg/\.../\leNn
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et on résoud le probléeme d'unification avec une stratégiguaté d’application des regles
d’unification de maniéere a faire apparaitre les factomsestibinaires successives terminées
par une résolution binaire. Il est important de noter ici tpgeclauses a résoudre sont re-
nommeées de maniére a ce gu'elles ne partagent pas de variable

Pour cela, on commence par unifief = P,, ce qui donne un unificateur principal
o9, et 'on remplace les variables d&m/(o2) dans le reste du probléme, c’est-a-dire dans
P, ..., P, Cela fait apparaitre une factorisation, et 'on recomneejusqu’a résolution
compléte du problemé;, = P, A ... A P, = P, qui fait donc apparaitre les unificateurs
partielsoy, . .., 0,. On recommence ensuite avec le probleMe= Ny A ... ANy = N,
ce qui introduit les unificateurs partiefs, . . . , 7,,. Il nous reste a terminer avec le probleme
Piosy...0, = N17o ... Ty, QUi engendre une résolution binaire.

O

On peut bien sir se demander quel est I'impact de cette gittasér la complexité
des opérations d’unification qui doivent étre effectuééasn deul coup pour l'unification
générale, et sous forme d’unifications binaires succesliags le cas binaire. Cette question
intéressante est laissée a la sagacité du lecteur.

4.1.2 Résolution négative

Une preuve par résolution consiste a explorer I'ensenlele’(S) organisé générale-
ment sous forme d’un arbre. Cet ensemble étant en général etfla clause vide pouvant
se trouver loin de la racine, il est essentiel d’en réduitailee d’une part, et d’adopter des
stratégies d’exploration efficaces d'autre part. Pour,egla méthode consiste a contraindre
I'application de la régles de résolution. Parmi les nombesuestrictions de la résolution,
'une d’elle joue un rble essentiel, la résolution négatmeur laquelle au moins I'une des
deux clauses de départ ne contient que des littéraux ngegatif

PvC NVD
CoV Do

Résolution négative :

ou o est I'unificateur principal du probleme = N, et la clauseV Vv D ne contient que des
littéraux négatifs. On notera pdtes — neg*(S) 'ensemble des clauses qui peuvent étre
inférées a partir d’'un ensembfede clauses par la régle de résolution négative.

Theorem 4.2 La résolution négative est correcte et compléte : un enseilde clauses
est insatisfiable ssi la clause vide appartienRas — neg*(.S).

Preuve
Le lemme de relévement s’appliquant sans changementfiil dafprouver la complétude
dans le cas clos. On peut le faire par une méthode sémantigugy fait I'objet de I'exer-
cice 2.8.6.13. On peut aussi le faire par une méthode sypteaxcomme nous I'avons fait
pour la résolution, en faisant des permutations appropid@as la preuve obtenue par le
théoreme du séquent intermédiaire. Le cas général dessladsitraires s'avere toutefois
assez complexe a mettre en ceuvre. O
On peut bien sir se restreindre a une régle de résolutiortivéédnaire, pourvu que
I'on conserve la régle de factorisation binaire.
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4.1.3 Stratégie Input

La stratégie diténput résout toujours une clause engendrée par résolution (ecifei
la derniére) avec une clause de I'ensemblde départ. Cette stratégie a la propriété de
ne pas faire exploser I'espace de recherche, elle a donanpwtance fondamentale. Elle
est malheureusement incompléte, comme on pourra s’enioonvaavec I'exempleS =
{AVv B, AvVv-B, -AV B, -AV —-B}.

4.2 Stratégies de résolution completes pour les Clauses defd
Définition 4.3 Une clause de Horn est une clause comportant au plus unditpérsitif.

Une remarque essentielle est que le résultat d’'une infénaégative mettant en jeu des
clauses de Horn est une clause de Horn.

L'étape suivante consiste a préciser ce que sont un progeaghome requéte en logique
de Horn.

Définition 4.4 Un programmeen logique de Horn est un ensemble fini de clauses compor-
tant chacune exactement un littéral positif. On notera sotpar A : —B;, ..., B, une
telle clausey pouvant étre nul.

Unerequéteest un ensemble fini (disjonction) de littéraux négatifs.nOtera souvent
par: —Ri,..., R, une telle clause.

Notons que tout programme posséde des modeéles, puisdfitildunterpréter tous les
atomes de la base de Herbrand par vrai.
Des définitions, on déduit facilement :

Theorem 4.5 La résolution négative input est compléte pour les prograsen logique
de Horn.

Preuve

Il suffit de remarquer que la regle de factorisation est ieudans le cas des clauses de
Horn (la preuve utilise a nouveau une stratégie d’unificaparticuliére qui va permettre
de résoudre autant de fois que nécessaire avec la méme dlapseyramme), et que seules
les clauses du programme comportent un littéral positi€legses inférées étant toutes des
requétes. Il est & nouveau essentiel de renommer les clauaestoute résolution. Les
détails de cette preuve sont laissés au lecteur. 0.

En pratique, eétant donnée une requite. . . , R, (donc chaque?; est un littéral nega-
tif), la stratégie négative consiste a unifier I'un dgsavec le littéral positifd d’une clause
HV Ay V...V A, du programme. S est I'unificateur principal dé7 et R;, on infére
Aio...,A,o qui peuvent étre considérés comme de nouvelles requétesm€ppar la
stratégie, la clause but qui vient d'étre engendrée esttiosijune des prémisses de la nou-
velle inférence, le buk; peut étre effacé. Ceci revient ainsi a réécrire le but (otbplun
des littéraux du but) en utilisant une des clauses du pragpgmu comme une réécriture
de la téte (littéral positif) dans le corps (littéraux néigat

On peut facilement montrer que le choix d’'un littéral parier du but n’a pas d'in-
fluence sur I'obtention de la clause vide. Il suffit pour ceddalre commuter les résolutions
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successives. On parle a ce propos de non-déterminismet ‘chre”, et on va donc adopter
un ordre particulier pour le choix du littéral a éliminer agne étape.

On appellefonction de sélectiomn ordre total sur les littéraux négatifs qui spécifie le
but a réécrire en priorité : on résoud toujours sur le butmahi Cette stratégie est compléte
(i.e. & chaque étape il suffit de considérer un seul but). éare; lors de la recherche d’'une
preuve, toutes les clauses permettant de réécrire ce buirdédtre considérées : on parle
cete fois de non-déterminisme “don’t know”.

La regle de résolution avec une fonction de sélection et fgsuprogrammes logiques
est appelé&SLD-résolution Des considérations ci-dessus il résulte que :

Theorem 4.6 La SLD-résolution est compléte.

Enfin, en programmation logique, on s'intéresse ausséaultatd’'une requéte, c’est-
a-dire aux valeurs des variables de la requéte claculéesuais de I'obtention de la clause
vide par résolution. Pour des raisons d’efficacité, on ndaioe pas appliquer les substi-
tutions. Pour ces raisons, on considére clasises contraintedJne clause contrainte est
une paire formée d’une clauséet d'un probléme d’'unification et notéeC' | ¢. Une telle
clause contrainte représente en fait 'ensemble des dduse | o =pp) ¢} (0 Frr) ¢
si o est une substitution close des variables libreg @t ¢o est valide dans la théorie des
termes finis). En géneéral, on remplace ayss ) par =rr(r) afin d’éviter d’avoir a faire
le test d’'occurrence dans l'unification. Dans ce contestegdjle de résolution peut s’écrire :

At)yvC —=Bu)VvD | ¢
CVD | ¢NA(t) = B(u)

et il faut alors lui adjoindre de nouveles regles qui ont aitraitement des contraintes (on
note parR | ¢ la requéte courante, exprimée comme une clause contrainte)

Rl¢ — R|¢ Si¢—ynir ¢
R|1 — échec
O]¢ — succesp) ¢ estenforme résolue

Les variables de sont supposées ne pas apparaitre libres dabe plus les variables
n'apparaissant pas dans le but initial et n'apparaissarg pbn plus dans le but sont im-
plicitement quantifiées existentiellement (ce qui refletéait qu'on ne s'intéresse qu’aux
valeurs des variables du but initial).

Laréponsea une requéte:B est alors la contrainte telle que 'on ait inféré la clause
O | 4. La contraintey) est donnée en forme résolue. Ses solutions sont des stibsiu
telles queP |= Bo.

Le fait que les contraintes soient ici des équations ne jauedté que pour la mise
en forme résolue et on peut donc employer d’autres systémesrdraintes plus expres-
sifs (C’est souvent le cas en pratiqgue). De méme les clauspsogrammeP peuvent étre
contraintes.

Exemple 4.7 Soit le programme logique

I, [}, z.[]).
I(x,z.l,x.0).

I(z,ylyl) — I(x,Ll) | x#y
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Qui a pour but d'insérer un élément dans une liste sans dmsblo

Soit la requétel (0, s(0).(z.[]),y). On obtient deux dérivations possibles conduisant
a0 | ¢ avec une contrainte) satisfiable : la premiere est (par souci de simplicité,
nous n'écrivons la contrainte compléte que dans cette s&@iguis nous écrivons une
contrainte simplifiée).

1(0,5(0).(z.[]),v) Iz, ,I) | 0=21 Aynl = s(0).(x. ) ANy =11l Nxy # 1

| Tz, I 1", Ny =35(0).' Nzg=0AN22.l" =x.[| AN " =1
| 2=0Ay = s(0).0.])

—
—
>

O
O
La deuxieme est :

1(0,5(0).(z.]),y) — I(z1,L,I) | x1=0Al==x] Ay=-s(0).0'
— I(z2,01,1)) | Jy2, LU, =2 ]]Ay=35(0)' Nza =0
Al =1yo.l1 A I = yg.lll A Ty # Yo
— O | ElIQ,ll,lll,yQ,l,l,, L = H /\lll = xg[]
N=z[[ANy=s0) ANz =0A1=ys.l4
N = yglll A To # Yo
~ O | Ay = $(0).(0.(x.[]))) ANz #0

Nous reformulons ci-dessous les résultats de correctiale €omplétude de la SLD-
résolution en termes de requétes et de programmes :

Proposition 4.8 Si la réponsey) a une requétekR pour un programme logiqué’ a pour
mguo, alors, pour toute substitution cloge Ro6, P est insatisfiable.

Proposition 4.9 Si R est une requéte pour un programme logiqeiet si R, P est insatis-
fiable, alors il existe une répongea R telle quey a pour mgu et il existe une substitution
T telle quesr = 6.

4.3 Plus petit modele de Herbrand et sémantique des pro-
grammes logiques

Le but de ce paragraphe est de préciser lequel, parmi tousddgéles de Herbrand
d’un programme logique, est celui qui sous-tend les cajsaiigésolution. On va en donner
une caractérisation abstraite, puis une caractérisasitmulatoire, et I6n montrera qu’elles
coincident.

Si P est un programme logique. On ndfela base de Herbrand ef I'ensemble des
parties deB3, que I'on confond aussi avec I'ensemble des interprétatd@Herbrand (les
éléments dd € 28 correspondent aux éléments de la base qui S'interprétentagnies
autres s'inteprétant a faux). On nalép l'intersection de tous les modéles de Herbrand
de P, dont on va montrer gu'il s’agit bien d’'un modele @ qui sera donc le "plus petit
modele de Herbrand” du programme :

Mp= () L

Ie2B =P

Proposition 4.10 Pour tout programme logiqué®, Mp = P.
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Preuve
Il suffit de montrer que l'intersection d’'un nombre quelcoagle modeles de Herbrand de
P est aussi un modéle de Herbrand "eOn fait le raisonnement sur des clauses closes
pour simplifier.

SoitAV —By V...V -B,uneclaus&. Il y a deux cas.

A€ Mp.Alors Mp = C.

A ¢ Mp. Alors, par définition deV/p, il existe un modéle de Herbrand | detel que
A ¢ I.Mais commel = C, il existej tel queB; ¢ I, et doncB; ¢ Mp par définition de
Mp,d’OL\JMp’:C. O

Exemple 4.11 Soit P le programme :

Q(s(x)) vV ~Q(x)
P0) vV -Q(s(x))

Alors Mp = () car l'interprétation vide (tout est faux) satisfait bign

Ainsi Mp constitue une interprétation "standard" du programmeglogP. De facon
classique, on peut aussi construlr® a I'aide de I'opérateur de conséquence immédiate :

Si P est un programme logique, on ndf& |'opérateur de conséquence immédiate
défini sur2B par

Tp(l)={AeB|Av-A; V...V A, estune instance close d’'une clauseltle
etd,..., A, € I}

Exemple 4.12 Reprenons I'exemple 5.10. AlofBp()) = 0, Tp(B) = {P(0)} U
{Q(s(t)) t e T(F)}, Tr(Tr(B)) = {P(0)} U{Q(s(s(t))) t € T(F)}, etc.

28 est muni d’une structure de treillis complet pour l'ordre(i.e. 'ordre d’inclusion
des interprétations). On va donc pouvoir caractériser us pktit point fixe del'’» grace
au théoreme de Tarski, comme la limite de ses approximasansessives, pourvu que
I'opérateurT’p soit croissant et continu.

Proposition 4.13 Tp est croissant sur les interprétations de Herbrand.

Preuve
La preuve en est laissée au lecteur. O

Proposition 4.14 Tp est continu sur les interprétations de Herbrand.

Preuve

Soit une famille croissante de partiesl8le{ I, } ..y » dont le sup, le treillis des parties étant
complet pour I'ordre, est not& = | J,, I;.. Tp €tant croissanteT'p (1)}, N €St une autre
famille croissante dont le sup est nQig 7> (Iy).
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LéquationTr (U Ix) = U Tp(Ix) exprime la continuité de I'opératei :

Tp( U IN= {AeB|AV-A; V...V -4, estune instance close
IeS
d'une clause dé etViA; € U;cq 1}

= {AeB|Vidlj € S;,AV-A; V...V A, estune instance close
d’une clause dé> et A; € I;}
(Notons ici quel; dépend de.)
= {AeB|3TeS,AV-4,V...V -4, estune instance close
d’'une clause d& etViA; € I}
Notons ici quel est la clausd; pour j maximal, donc ne dépend plus de
Cela utilise bien sir la propriété de croissance de la fardilhterprétations.

Par le théoreme de Tarski, nous en déduisons que le plugppétitfixe deTp existe
(grace a la propriété de croissance) et est le sous-ensemble

FLTE0) = JTEO)
k

(grace a la propriété de continuité).

De facon générale, lorsqué est monoton€el's pour un ordinaky est défini par récur-
rence transfinie parf® = 0, siTs™ = Tp(T§) et, sia est un ordinal limiteTs est la
borne supérieure ddﬁ pour 3 < «. C’est la continuité qui implique que = w.

Nous allons maintenant montrer que le modéle minimal estoimt fixe deTp, et que
tout point fixe deT'’p est un modéle dé. Cela assurera que le modéle minimal coincide
avec le plus petit point fixe. Ces propriétés découlent durlerauivant :

Proposition 4.15 Soit I une interprétation de Herbrand &t un programme logiquel est
un modéle deP si et seulement §ip(1) C I.

Preuve

I = P ssipour toute instance cloge/—A4;V...V—-A4, d'une clause d®, I = A;,..., A,
impliqguel E A. O

Theorem 4.16 Si P est un programme logiqué/p est le plus petit point fixe d&p.

Preuve
Tout point fixe deT’p est un modéle dé par la proposition 5.15, et il nous sufit donc de
montrer queM p est un point fixe d&'» de mani‘ere a conclure par minimalité dép.

Mp étant un modéle d&, Tp(Mp) C Mp par la proposition 5.15. D’autre part,
d’aprés la proposition 4.13 on a aug§i(Mp) C Tp(Mp) et doncTp(Mp) est un modele
de P par la proposition 5.15. Par minimalité dép on a doncMp C Tp(Mp) et donc
TP(MP) = Mp. O

Le théoreme du point fixe nous assure qug() est le plus petit point fixe de I'opé-
rateur continul’». Le modéle minimal est donc calculable, du moins ses appiEions
finies le sont-elles.
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Il est possible de généraliser la définitionHe aux clauses arbitraires :
Tp(I)={A € B| AV C estune instance close d’'une clauseRlet] = ~C'}

Mais dans ce cafp n'est plus nécessairement continu ni méme croissant :

Exemple 4.17 SupposonsP réduit a la seule claused v B. Tp() = {A, B} et
Tp({A,B}) =0,Tp({A}) = {A} etTp({B}) = {B}. Par exemple pour la partie dirigée
S =A{0,{A}}, Tr(Uses I) = Tr({A}) = {A} # {A, B} = Tp(0) = Uses Tr(I).

4.4 Lectures

[9, 10,1, 2, 4]

4.5 Exercices

45.1

1. Montrer que résolution et factorisation binaires somtezes.

2. Montrer que résolution et factorisation binaires sompigtes.

3. La stratégiaunitaire consiste a ne considérer que des résolutions dont une des pré
misses est une clause réduite a un littéral.
Montrer que la stratégie unitaire est en général incompldtgrement dit, donner un
ensemble de clauses insatifiable tel que factorisationalugsn unitaire ne permet
pas de dériver la clause vide).
Plus généralement, montrer qu'’il existe une réfutatiom@&nsembleS de clauses par
la résolution unitaire si et seulement si il existe une gifah deS par la stratégie
"input".

4. Montrer que la stratégie unitaire est compléte pour lassels de Horn. Est-ce une
stratégie intéressante ?

5. Etant donné un ensembiede clause de Horn, montrer que I'opérat@irest crois-
sant.

6. Donner un ensemble de clauses tel @gen’est pas un point fixe alors qaéx“’ est
un point fixe.
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Chapitre 5

Strategies de Résolution et Clauses
de Horn

5.1 Reésolution binaire

La régle de résolution que nous avons donné a le désavantagfed des termes en
nombre arbitraire plutét que des couples de termes. Noossationc donner une nouvelle
version de la résolution a l'aide de régles d'inférencessditinaires, appelléd’F' B, pou-
vant coder la résolution générale.

AvC —=BvVD
CoV Do

ou o est 'unificateur principal des atomeset B.

AV BvVC
BoVv Co

Résolution Binaire :

Factorisation Binaire :

ol o est 'unificateur principal des littéraux et B.

Theorem 5.1 Résolution et factorisation binaires sont correctes et pigtes, cad un en-
semble de clauses est insatisfiable ssi la clause vide appartienR&' B*(.S).

Preuve
On montre que toute résolution se code comme une séquenésatigtions et factorisations
binaires. O

On peut bien sr se demander quel est I'impact de ce codadge camplexité des opé-
rations d’unification qui doivent étre effectuées, d’'unlewp pour I'unnification générale,
et sous forme d’unifications binaires succesives dans lagedCette question intéressante
est laissée a la sagacité du lecteur.

5.2 Reésolution négative

Une preuve par résolution consiste a explorer I'ensenfilale” (S) organisé générale-
ment sous forme d’'un arbre. Cet ensemble étant en général etfla clause vide pouvant
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se trouver loin de la racine, il est essentiel d’en réduitaille d’'une part, et d’adopter des
stratégies d’exploration efficaces d’autre part. Pour,egla méthode consiste a contraindre
I'application de la régles de résolution. Parmi les nombesuestrictions de la résolution,
'une d’elle joue un rble essentiel, la résolution négatweur laquelle au moins I'une des
deux clauses de départ ne contient que des littéraux nggatif

PvC NVD
CoV Do
ou o est I'unificateur principal du probleme = N, et la clauseV Vv D ne contient que des

littéraux négatifs. On notera pdtes — neg*(S) 'ensemble des clauses qui peuvent étre
inférées a partir d'un ensembfede clauses par la régle de résolution négative.

Résolution négative :

Theorem 5.2 La résolution négative est correcte et compléte : un enseiildle clauses
est insatisfiable ssi la clause vide appartienRas — neg*(.).

Preuve

Le lemme de relévement s’appliquant sans changementfiil dafprouver la complétude
dans le cas clos. Pour cela, on reprend la preuve précédeptéasant le noeud. Pour
cela, on considére un chemin particulier dans I'arbre sémanclos deRes*(.S), appellé
chemin gauche, qui consiste a descendre toujours a gauch&atare, sauf sile successeur
gauche est un noeud d’échec, auquel cas on descend a dmoitpp@lleJy, ..., J, les
noeuds du chemin ou la descente s’est poursuivie a drbjtel;atome interprété dans les
interprétations partielles successeursigeet Cy. la clause réfutée par I'interprétation fils
gauche deJ,. Comme précédemment, le noeud d'écliedils droit de J, est étiquetté
par une clause de la form&; Vv C, et le noeud d’éched fils gauche deJ, est étiquetté
par une clause de la formeA; Vv D. On va maintenant montrer qe peut étre choisie
purement négative, et on pourra alors faire une résolutégative a partir de ces deux
clauses, entrainant une contradiction.

Pour cela, on remarque que les seuls atomes positifs poapaatraitre dan€’ sont
ceux qui sont interprétés @ndans l'interprétatiorl, cadA;,, ..., A;,_,. Onvadonc faire
une récurrence sur le nombre de noeuds d'échecs réfutéseparialises non purement
négatives, de maniére a remplacer les clauses en questidmut vers le bas, par des
clauses purement négatives obtenues par inférence. Gseytibur cela au plus?/2
inférences négatives. On peut ensuite éliminer les atorogitifp de—A4;_, v C par au
plusn résolutions négatives avec les clauses obternues.

On peut bien sQr se restreindre a une régle de résolutiortiveégpnaire, pourvu que
I'on conserve la régle de factorisation binaire.

La stratégie diténputrésout toujours une clause engendrée par résolution (ecijei
la derniére) avec une clause de I'ensem$lde départ. Cette stratégie a la propriété de
ne pas faire exploser I'espace de recherche, elle a donanp@tance fondamentale. Elle
est malheureusement incompléte, comme on pourra s’enioonvaavec I'exemples =
{AV B, AV -B, AV B, AV —-B}.

5.3 Clauses de Horn et stratégie input

Définition 5.3 Une clause de Horn est une clause comportant au plus urditpasitif.
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Une remarque essentielle est que le résultat d’'une inféneégative mettant en jeu des
clauses de Horn est une clause de Horn.

L'étape suivante consiste a préciser ce que sont un progeaghome requéte en logique
de Horn.

Définition 5.4 Un programmeen logique de Horn est un ensemble fini de clauses compor-
tant chacune exactement un littéral positif.
Unerequéteest un ensembile fini (disjonction) de littéraux négatifs.

On en déduit facilement :

Theorem 5.5 La résolution négative input est compléte pour les prograsen logique
de Horn.

Preuve
Il suffit de remarquer que la régle de factorisation est iaudans le cas des clauses de
Horn, et que seules les clauses du programme comportertéarallpositif. O

En pratique, étant donnée une requite. . ., R, (donc chaque?; est un littéral néga-
tif), la stratégie négative consiste a unifier I'un dgsavec le littéral positifd d’une clause
HV Ay V...V A, du programme. S est I'unificateur principal dé et R;, on infére
Aio..., A,o qui peuvent étre considérés comme de nouvelles requétesm€ppar la
stratégie, la clause but qui vient d'étre engendrée esttiosijune des prémisses de la nou-
velle inférence, le buk; peut étre effacé. Ceci revient ainsi a réécrire le but (otbplun
des littéraux du but) en utilisant une des clauses du pragpgmu comme une réécriture
de la téte (littéral positif) dans le corps (littéraux néigat

On appellefonction de sélectiomn ordre total sur les littéraux négatifs qui spécifie le
but & réécrire en priorité : on résoud toujours sur le butmahi Cette stratégie est compléte
(i.e. a chaque étape il suffit de considérer un seul but). &are;, lors de la recherche d’'une
preuve, toutes les clauses permettant de réécrire ce uandéire considérées.

La regle de résolution avec une fonction de sélection et fgsuprogrammes logiques
est appelé&LD-résolution Des considérations ci-dessus il résulte que :

Theorem 5.6 La SLD-résolution est compléte.

Enfin, en programmation logique, on s’intéresse aussésuwitatd’'une requéte et, pour
des raisons d’efficacité, on ne souhaite pas appliquer lestititions. Pour ces raisons, on
considére deslauses contraintedJne clause contrainte est une paire formée d’'une clause
C' et d’'un probleme d'unificatio et notéeC' | ¢. Une telle clause contrainte représente
en fait 'ensemble des claus¢€'o | o =r(r) ¢}. (0 Fr(r) ¢ Sio est une substitution
close des variables libres deet ¢o est valide dans la théorie des termes finis). En général,
on remplace auss$kr () par=pgr(r) afin d’éviter d'avoir a faire le test d’'occurrence dans
l'unification. Dans ce contexte, la régle de résolution m&gitrire :

Pit)yvC —=Bu)VvD | ¢
CVD | ¢AB(u)=P(t)
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et il faut alors lui adjoindre de nouveles régles qui ont taitraitement des contraintes :

Rl¢ — RI|¢
R|L — nil
R|¢ — suces(¢p) ¢ estenformerésolue

Les variables de sont supposées ne pas apparaitre libres dabe plus les variables
n'apparaissant pas dans le but initial et n'apparaissargt pbn plus dans le but sont im-
plicitement quantifiées existentiellement (ce qui refletéait qu’on ne s’intéresse qu’aux
valeurs des variables du but initial).

Laréponsea une requéte B est alors la contrainte telle que I'on ait inféré la clause
O | 4. La contrainte) est donnée en forme résolue. Ses solutions sont des stibssiw
telles queP = Bo.

Le fait que les contraintes soient ici des équations ne jauedté que pour la mise
en forme résolue et on peut donc employer d’autres systémesrdraintes plus expres-
sifs (C’est souvent le cas en pratiqgue). De méme les clauspsogrammeP peuvent étre
contraintes.

Exemple 5.7 Soit le programme logique

I(z, ], 2.[])-

I(z,x.1,2.1).

Hx,ylyl) «— IzLl)]| z#y
Qui a pour but d'insérer un élément dans une liste sans dmsblo

Soit la requétel (0, s(0).(z.[]),y). On obtient deux dérivations possibles conduisant

a0 | 4 avec une contrainte) satisfiable : la premiére est (par souci de simplicité,
nous n'écrivons la contrainte compléte que dans cette s&@iguis nous écrivons une
contrainte simplifiée).

1(0,5(0).(z.]]),y) — I(x1,L,I) | 0=z Ay1.l = s(0).(z.])) ANy =w1.l' ANxy #
— O | Jzo, 1", Ay =3(0). Nxa =0Az2.0" =2 [] Aao 0" =T
~ O] z=0Ay=s(0).(0.])
La deuxiéme est :
1(0,5(0).(z.]]),y) — I(z1,L,I) | x1=0Al==x] Ay=-s(0).l'
—  I(z2,01,1)) | Jy2, U, I=a]]Ay=s(0)' Nza =0
Al =1yo.l3 A I = yg.lll A Ty # Yo
— 0O | ElIQ,ll,lll,yQ,l,l,, 1 :H/\lllzxg[]
N=z[[ANy=s0)ANzo=0AN1=ysl;
N = yglll A To # Yo
~ O | Ay = 5(0).(0.(x.[])))) ANz #0
Nous reformulons ci-dessous les résultats de correctiale €omplétude de la SLD-
résolution en termes de requétes et de programmes :

Proposition 5.8 Si la réponsey a une requétek pour un programme logiqué# a pour
mguo, alors, pour toute substitution cloge Ro6, P est insatisfiable.

Proposition 5.9 Si R est une requéte pour un programme logiqeiet si R, P est insatis-
fiable, alors il existe une répongea R telle quey a pour mgw et il existe une substitution
T telle quesr = 4.
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5.4 Plus petit modeéle de Herbrand et sémantique des pro-
grammes logiques

Si P est un programme logique. On ndfela base de Herbrand &f I'ensemble des
parties deB3, que I'on confond aussi avec I'ensemble des interprétatd@Herbrand (les
éléments dd € 28 correspondent aux éléments de la base qui S'interprétentagnies
autres s’inteprétant a faux). On natép le "plus petit modéle de Herbrand &, c’'est-a-
dire l'intersection de tous les modéles de Herbarndde

Mp= () L

1€28 =P

Exemple 5.10 Soit P le programme :

Q(s(x)) vV ~Q(x)
P0) vV -Q(s(x))

Alors Mp = () car l'interprétation vide (tout est faux) satisfait bign
Proposition 5.11 Pour tout programme logiqué®, Mp = P.

Preuve

Il suffit de remarquer que lintersection de modéles de Hartirde P est aussi un
modéle de Herbrand dB. On fait le raisonnement sur des clauses closes pour sierplifi
SoitAV =By V...V B, une claus&’. Il y a deux cas.

A€ Mp. Alors Mp = C.

A ¢ Mp. Alors, par définition deV/p, il existe un modéle de Herbrand | detel que
A ¢ I.Mais commel = C, il existej tel queB; ¢ I, etdoncB; ¢ Mp par définition de
Mp, d'ou Mp |:C O

Ainsi Mp consititue une interprétation "standard" du programméglogyP. De facon
classique, on peut aussi construlr® a I'aide de I'opérateur de conséquence immédiate :

Si P est un programme logique, on ndf® |'opérateur de conséquence immédiate
défini sur2? par

Tp(l)={AeB|Av-A; V...V A, estune instance close d’'une clauseltle
etd,..., A, € I}

Exemple 5.12 Reprenons I'exemple 5.10. AlofBp(§)) = 0, Tp(B) = {P(0)} U
{Q(s(t)) t e T(F)}, Tr(Tr(B)) = {P(0)} U{Q(s(s(t))) t € T(F)}, etc.

28 est muni d’une structure de treillis complet pour l'ordrdi.e. 'ordre de prolonge-
ment des interprétations).

Proposition 5.13 Tp est continu sur les interprétations de Herbrand.

Preuve
Tout d’abord,T» est une fonction croissante, la preuve en est laissée aufect

48



Soit donc une famille croissante de partiesBje{Ik}keN, dont le sup, le treillis des
parties etant complet pour l'ordre, est ndté= |, I.. Tp étant croissant€,Tp(Ix)},cN -
est une autre famille croissante dont le sup est pt&p (1y).

LéquationTr (U, Ix) = Ui, Tr(Ix) exprime la continuité de I'opératedip.

Pour cela,

Tp( U IN= {AeB|AV-AV...V-A4, estune instance close

Ies
d'une clause dé’ etViA; € Ucq I}

= {AeB|Vidl € S, AV -A; V...V A, estune instance close
d’une clause dé’ et A; € I}

= {AeB|3leS,AV-AV...V-A, estuneinstance close
d’une clause dé’ etViA; € I}

Notons l'utilisation du fait que{l }; est une chaine croissante pour faire commuter les
guantificateurs. O
Il est possible de généraliser la définitionHe aux clauses arbitraires :

Tp(I)={A € B| AV C estune instance close d’'une clauseRlet] = ~C'}
Mais dans ce cdp n'est plus nécessairement continu.

Exemple 5.14 SupposonsP réduit a la seule claused v B. Tp(0) = {A,B} et
Tp({A,B}) =0,Tp({A}) = {A} etTp({B}) = {B}. Par exemple pour la partie dirigée
S ={0.{A}}, Tr(Uses I) = Tr({A}) = {A} # {A, B} = Tp(0) = Ues Tr(I).

Proposition 5.15 Soit I une interprétation de Herbrand &t un programme logiquel est
un modéle deP si et seulement §ip(1) C I.

Preuve
I = P ssipour toute instance cloge/—A4;V...V—-A4, d'une clause d®, I = Ay,..., A,
impliquel E A. O

Theorem 5.16 Si P est un programme logiqué/p = T (0) est le plus petit point fixe de
Tp.

Preuve
Le théoréeme du point fixe nous assure () est le plus petit point fixe de 'opérateur
continuTp. Il nous reste a montrer que p est égal au plus petit point fixe dé.
Tout point fixe deT’» est un modele d& par la proposition 5.15, et il nous sufit donc
de montrer qué\/p est un point fixe d&'» de mani‘ere a conclure par minimalité dép.
Mp étant un modéle d&, Tp(Mp) C Mp par la proposition 5.15. D’autre part,
d’aprés la proposition 5.13 on a aug§i(Mp) C Tp(Mp) et doncTp(Mp) est un modele
de P par la proposition 5.15. Par minimalité dép on a doncMp C Tp(Mp) et donc
TP(MP) = Mp. O
De fagon générale, lorsqué est monotonel’s pour un ordinaky est défini par récur-
rence transfinie parf9 = 0, i Tg“ = Tp(Tp) et, sia est un ordinal limite,]'’s est la
borne supérieure ddﬁ pour 3 < «. C’est la continuité qui implique que = w.
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5.5 Exercices

5.5.1

1. La stratégiaunitaire consiste a ne considérer que des résolutions dont une des pré
misses est une clause réduite a un littéral.
Montrer que la stratégie unitaire est en général incomplatgrement dit, donner un
ensemble de clauses insatifiable tel que factorisation atutisn unitaire ne permet
pas de dériver la clause vide).
Plus généralement, montrer qu'il existe une réfutatiom@&nsembles de clauses par
la résolution unitaire si et seulement si il existe une gifah deS par la stratégie
"input".
La stratégie unitaire est donc compléte pour les clausesde Hst-ce une stratégie
intéressante ?

2. Donner un ensemble de clauses tel ggen’est pas un point fixe alors qﬁ%xw est
un point fixe.
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