PR O BISEMES BETERIES UINTAS)
BHIEQ RIDE NOMBRIES
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Notations
Dans toutce qui gvit, p et q désigneront tonjours des nombres premiers.

Le i-éme nombre premier sera note 1y (n1 =2, fly = 3, .0

1. Partie quadratique d'un nombre :
Définition 1.1 :

Soit meN' : m= B, w1, Kzl

Onpose © Q(m) = H p?i

oti}.f

NQ{m = ﬂ p).

x.=1

j
Q {m) (respectivernent N Q (m} ) estappelé partie quadratique (respectivement non
quadratique) de m.

On définit, powr n = 1, k = 1, le nombre
M{n,ky=n(n+1).. . (n+k-1}
et Ein) = Max {k | Q(M(n,j}) > NQ({M{n,j)), 1 =j=Kk}.
31 Q) <« NQ(n), ompose E(n) = 0.

Exemples .
E(dy =1 ; E(5040) = 10 ; E(3) = 0.

Proposition 1.1

AMonz?, B xZn = E{n) = + o



Demonstration :
Etodions de plus piés M {n, k), powr k = 2n :

(m+k-DI _ (n-1+ky!
-0V 7 - DI

M{nky =

Soit me N* - onpose vy (m) = Max {iz0 ; pi | m} avec p unnombre
premier quelconque.
En particulier :

v, (m!} . ) ol N
m! = n P! , le produit portant sur les nombres premiexs inféxiewrs a m.
pim

Onsat, cf [HAR] p. 342, que :

¥ p premier, v, (mh = Z L]—r_l , 8l I.x.l désigne la partie entiere de x.
r=1 D

Onadonc :
-1t
(n-1 = [] pvp[n ")
pin-1
-1 +k}! ((n-1+k)!
m-1+p) = ] prl®trey I Pl
pin-1 wipin-1+k
D'od :
U ] - - - ) s
M@k = l‘[ D\Pl.[n D+k)y-vplm-11) « n pvp([n 1+K) )
Fia-t nipsin-1+k
De I'inégalité :

LX+YJ-2|.xJ +|.yJ, on déduit
vpl-1+K)) - vp(m-D) = v (k).

Rerynarquons slors que
m

5 N = —_— <
rr(m.) | & = < P m

Onenare
n-1+k k

. p = 5 :pﬁg:vp(k!):-:z.

n-f+k _
p = = = vp((n-1+k)!}iz 2.
&

Par anite
NQ(Mnk) = [ p

n-14+k

{pin-1+k

Posons m = n-1+k etconsidérons ;



T m
mim-13 .. (m-l.gJ + 13

.,IW_ = =
lmJ m-h
\
Si [7 < p = m, p divise le numdratenr de  JW., maiz pas le dénominateus,
[

Onadone
I ¢y me [I 5z

'.;—1.'<p£m l?](pim

Mais SV appareitan moins wne fois dans le développementde (1 + 1) par la formule du

vindme W < 2l
Done
[1 p<2t
'.%J{p{m
Far smite NQ{Mn, k< 2p-1+k
Revenons & Q ( M(n, k)
¢ \ v ((m-1+K!)-v, ((n-1)!)
oMy = [I p? I .
n-1+k
Pi—
ona
n-1+k ) T ‘
T, (-1l = 2*.3[[ 5 J!] = 'z.vy[[EJ!]
Enouwe
m n-1+k . 3n-1 |
Z = 5 z — > n-1.
D'on :
1il
|.—;J =z n-1,
etdone

v (-1 - 7 (- 1)) 2 v, [[%J !) + vP[L%J!] = v (- 1),

=, (L))

Alois A
v[lf-‘LJ!' |
oMk = I p™? I, L= 1y
pi‘.%.’

n-1+k
QM k) = L——11.

<

['od



n-1+k
QM Ky ==

NQUMN K)) ~ u-t+k  pael O

ona

o - _ ¥
v+l x+1Dyr! 4 r+1
QO caloule alors = —

r! 4
o 4'x4

Lasuite (o) estomoissante désque 1 = 3 etonconstate aisémentque
lim %, =+ De plus -

r=3+un

L‘Lrii 1 = r=10

Retovrnons au probléme

n-l+k}
> >
9 k=2 n-1+k dn-1
n-1+%
Bl onz=? 5 = 10
e(don* - M}
S NQ(Mn, )
En conclusion
rowr o 7
: Q{Mn, k) ) o o ja-l+k
Kz = gommn) el © toavee 1=l > J
; i Q{Min, k))
et M ——l = 4
ko e QMM k)
kx2n

Donc E{m) = + <,

Exemples :
On montre par le calcul que .
E{@dy = 48 ; E(48) = 9.
Onadon: @ E(2d) = E(dE) = + =,



Probléme :
Existe-t-11 1'antes nombres n telsque En) = + <« ¢

Remanque :
JP. MASSIAS atabwlé E (n), powr n £ 10000. La plus grande valewr frouvee a
g% : E{(5040) = 10, powr n= 24, 48.

Proposition 1. 2 [ERD - NIC]

Soit ¢ >0 etsoit k un enfier shactement positif. Onecyit - nn + 1) = Uy ¥y awvec

pIUy = p2k, PpIVg = prk

Alors © 3 ng(k,2), ¥ nzn,, U< nl +¢

Conjecture 1.1
Quand n apourlimite + <« : Qf(n+1) .. (n+k) = o+ o0 ¢k fixé).

Définition 1.2 :
Unentier m=1 eatdit squarefull {"quadratijuement sature™) si (N Q{m) = 1.

Ceciestéquivalentddie : 3 X e N* , 3 YeN" , m= X Y5
Exemple
Lea nombres squarefull infédencs & 120 sont -
1,4,8,9,16,25,27,32,306,49,64,72,81, 100, 108,

Proposition 1.3

Il existe wne infinité de n pourlesquels noet n+ 1 soxt simnltanément squarefull (On
peut condidérer les solutions de 1'équation de Pell : X% - 6Y2 =1, & savoir les nombres que I'on
abtienten écrivant : (3 +/8)" = X+ Y/8 , s0it (3, 1), (17,6), (99,35), ...).

Probléme :

Existe-t-il rois nombres squarefull conzecutifs ?

On observe par Ie tablean ci-deszouz que 119 ne peut pas 3'écrire conune somme de
013 nombres aqvarefull.



i, n 119-m 119-m-n

108 11 2,3, 7

100 19 3,10,11, 15

81 38 Z, 6,11,13,22,29,30,34

72 47 11,15, 20,22, 31, 38,39, 43

64 55 6,19, 23, 28,30, 39, 46, 47, 51

49 70 6,21,34, 38, 43, 45,54, 61, 62, 66

3 &3 2,19,34, 47,51,56,58, 67,74, 75, 79

32 87 6,23,38,51,55,60,62,71,78,79, 83

27 92 11,28, 43,56, €0, 65, 67, 76, 63, 84, 86

25 94 13,30, 45,58, 62, 67, 69, 78, 85, 86, 90

16 103 3,22,39,5d,67,71,76,76,87,94, 95, 99

9 110 2,10,29,46, 61,74, 78, 83, 85, 94, 101, 102, 106

111 3, 11,30, 47,62, 75,79, 84, 86, 95, 102, 103, 107
15 7,15,34,51, 66,79, §3, 88, 90, 99, 108, 107, 111

Conjecture 1.2, :
Tout nombre superieur & 120 peut 3'écrire comme somme de trois nombres squarefull.
Récemment, HEATH-BROWN amontré le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 :
Il existe des constantes effectives p, et ng telles que © WUt 0 n, est
représentable par 1'une des trois formes suivantes : X%+ }2 + 22 s %%+ }3 + 822 s

X+ vz + p3 22 ,oups Py estun nombre premier avec p = 5 modulo €.
Cela entraine que tout nombre n= ng estsomme de tois nombres squarefull.

2. Suites primitives
Définition 2.1 :

Une swite stactement crossante d'enters positifs (a;) ¢ jy estdite primitive
3ietsewlement 3i :

vi<i, aylay

Exemples :



2. A ﬂ,]- ﬂ,]'+1 , L ﬁ,]+2}

]

Théoréme 2.1 [ERD]:

31 (84) estune svife primitive, alors

1
<
i=q d;loga;

Wa

Remaique .
Pour démontrer ce théoreme , on monte en faitque

- 1 1
E a ﬂ [ l- F] £ 1, on p, estle plus grand facteur prernier de B

=1 "n pipy,

Conjecture 2.1 :

Pour toute suite primitive (a;), ona :

+Z o ’g 1
i=1 Aglegay o nilogni.

3. Problémes faisant intervenir d(n) :
On rappelle que d{n) estle nombre de divisewrs de o :

k
an= 11 p, am = (on, + 1) .. (o + 1),
i=1
Théoréme 3.1 [SPI] :

Il existe vne infinite de n powr lesquels
d(n) = d{n + 5040},

Théoréme 3.2 [HEA 1] :
Il existe vne infinit de n pour lesquels
d(n) = d(n + 1).

Froposition 3.1 -

Soient qq, ..., 4g hwitnombres premiers impairs distincts. Alors

2320 | ppcm(qj'qi) 12i¢je®
Démonstration
Rappelons le principe des tiroixs de Dirichlet : sionrange k + 1 objets danz k boites,

1l ¥ a au moing une boite qui contient deux objets.

Pour m = {5,7,8, 9}, on vachercher dans quelles classes modulo i, on peut trouser



des nombres prenueis p > 7.

m clagses

5 1,2,3,4

7 1,2,3,4,5,6
3 1,3,5,7

9 1,2,4,5,7,8

Onen déduit que, pour chague m € {5, 7, 8, 9}, il ¥ a au moin3 deux nobres panmni

les qy, ...,1g quisontcongrus modvlo m. Donc
Yme{5,7,689, m{ppem(gi-qi)y, 5,58
Par swte :

2620 = 23X XEXT | PO Q4) 1 5058

Théoréme 3.3 [MOR] :

Pour tout octuplet de nombres premiers qq, ... qg , 0na

S040 | ppemQi- i)y iy e

Pour démontrer le théoréme 3.2, I'autenr considére des k- uplets de nombres

Ny < ... < Ny vérifiant

(‘e) "?'i{j ' I'lj'l’lill’li.

Proposition 3.2 :

Powr tont k= 1, il existe un k - uplet werifiant {4).
Démonstation :

. k=2 . 31 p estpremier : {p, 2p} convient.

. 80t {ny,...,ny.q} vérifiant (). On definit :

my = ppem(ny, ..., Nyg.q)
myp = my - ng ,1212k-1,
Ilest facile de voirque {my, ..., my} vérifient («).

Exemple : voici les plus petites uites (ordre 3w ny) d'ordre k.



2 1 2

K] 2 3

4 6 8 12

5 36 40 42 45 48

) 210 216 220 224 225 240

? 14976 14980 14994 15000 15008 15015 15120

8 SS2 720 552825 552960 S53000 553014 553140 S53280 554400
Remarques :

1. Les plus grand3 nombres de ce3 suites sont hautement composes.

(i.e : n esthautementcomposési : ¥ m<n, dm) <d(n) , cf. [RAM]).
2. Lasuite pour k=6 aété trouvée par BALOG.
Les guites pour k=7 et k=8 ont &t trouvées par le rédacteur en utilisant la démarche svivante.

Soit ny < ... < my une suite vérifiant (x). Onpose
Ilj =1y + &j , 2=j=k

La condition (4) g'écxt :
(1) ¥je2. . k, 8 | ny.

() ¥ 2=i<j=k, aj-ailnl+ai=ni.

On définit alors le grophe suivant :

G = (V,E) avec :

Vo={d,d|ng)={dy, .4}, K= dn)

(di'dj) el o |d] - djl I ng + d

La propriéte (2) traduit le fait que (ay, ..., &) estunsous-graphe completd‘ordre
k-1 dugraphe G.
Des algorithmes sont connus pour réaoudre ce probléme ¢ [BY), [KNU]).
Rechercher ny < ... <y, verifiant () se fait par we étude systématique du graphe
correspondant.
Les calculs ont 8t effectvés & 1'aide d'un goupil G4 (compatble IBM-PC).

3. Pour d'autres proprités de ces K - uplets, voir [HEA 2.



Proposition 3.3 .
8i{ny, ..., ny } vérfient (4),8lors © kK £ d{ng), k= 3

Démonstration :
1) k=dng) + 1

comme {ny,..., 0} verifient (4) :
Yije2..k: nj-ngfng.
Les valewrs possibles pour ny (22jZk) sontde laforme ny +d, avec d|ny @ celafaitan

Plus d(ng) valewrs.

2) k £ dlng) ¢

Cherchons & quelle condition Ny = 21y pewtconvenwr pour faire partie d'wne suite
verifiant ().

Onaalors :

vje2.(k-1), m-nying, avec nj=ng+dj, dj|ny.

Autrement dit
n, oy
nl-dj|n1+di,son¥-l | a;+1.
ny n,
Cela n'est poasible que ai clj = 3 ou 3

Alorz © Card {j|2<j<k-1 et 2ny - 1 | n]-} < 2.
Done : 2 k>3, 2ny ne pewtconvendr @ k< d{ny).
si k=3 etsi d{ny)=2, 1y estpremder @ ona commne solutions :
{2,3,4y , {3,4,6}.
1 k=2 @ ona: Vo, dny) = 2.

Estimations de 1y, 1y :

) ) log 1t ’
. Ona: ¥an, d{n) = a}:p[ {1 +0(1)) ]

log Zloglog

i ¢ lozn
D'ou : kiexplio—g—Zb—g?n—l(1+o(l}) ,
300t g2 logz ny logk = logny (1 +0o(l)),
&t ].Dgz ny {1 +o{l)) = lﬂgz k.

Parsuite ©  logny = logZ logk logo k(1 +0(1)).



Théoréme 3.4 [HEA 2] :
Yoy o< o<y verifiant ()

log iy >> k logk.

. Enfin : onavuque le plus grand divisewr d de ny telque ny +d 30it dans la suite est

n
L) ~ . . . 1 . .
snictement inferievr a n,. Le plvs grand diviseur possible est alors 7 o1 p estle plus petit

fectenr premier de ny.

. oy
Engénerel F £ R
3111
Donc n = VR

Une fonction concernsut les diviseurs premiers de n

¥
e
Soit a>1:n= I," By <D< .. <D w=r

i=1
- 1
On pose : fin) = 2 ——
teicjor B D
Probléme : A-tontowjows : fn) = C win) ?

Soit & = {8y < 8y < m} une famille définie par :
Ay = 2 1
a X

sy
3

On suppose que a verifie la condition suivante :

Jex>0,¥t=1, A+ - Alx) 2 cﬁ‘t (1

De telles familles existent ;| parexemple a= (g, My, } et c=2 (théoréme

de Brun - Titschmarsch).

Proposition 3.4 -

sioAm = 2 —

1¢ic<jen ™5 i

, alorz .

3C>0, Amy=sCon log bgn
Démnonsteation ;
On écrit :
n-1 n
A = 2 2 :
i=1

j=i+1 3§78y




izt l%i+17 8y jzi+2 %578y
n-1 1 u-2 n 1
- 8 a, z z -a
izt %i417 8y i=1 j=i+2z 8578
al . . . .
Comme @ a5, = &;+1, ona !
n-1
> 1 ow
i=1 i1 Yy
-2 I 1
Posons : Bn) = 2 2 —
i=1 j=i+2 7Y

On remarque alorg que
4@y = 2 1=
: ajda

]

De (1), ondédvit : '
c(aj-ai)

L
log (a;-a;) pour = 1%e

Ala, + (ai-ai}) - Afa,) £

elaionvalide car a5 Z a5, > 85,9 2 &5+l 1 ay-ay2 2

c(aj-&i)

D'ou : j-1 € ——— 1 (&),
i E g @

Parsuite . c(aj-ai) = (-1 log(aj-ai) = logz(j-i).

. ]ﬂgz . . P
8¢, = el ona Iog(aj-ai} z loge, + log(j-i).

1
De (2), on tire : a;-a; z —C—(j-i) (logc, +log (j-1))

1

| .
8 E (i-1 log (-1
Alors
1 B €,
ag-ay — (D) log (-
D'ou :
n-2 n c
Fm £ 2 O :

-9 bgd-)

i=1 j=i+2



By = 2

5 n-} é\ ¢,
An) = : -, enchangeant i en n- i
i=2 k-2 klgk
Qn posge enswite |
i
1
B = 2 .
k=2 KDgK
1 ) )
Lafoncton x — xIog % estdecroissante powr X = 2. Onendedvit 1a majoration

i

. 1 dx
B{i) £ —— + [

xlog x
2

B() < + [loglogx j

Zlog 2
B() < loglogi + c3.

n-1 n-1
Do : B(n) = £, E Bii) = ¢c, [03(11-2) + Z loglogiJ.
i=2 3 i=2

n-1

Il est facile de voir que Z loglogi = O(nlog log n).
iz2

Onendédvitdone :

Bin)

1l

O {nlog log n).

A = O (nlog log ).
Remsarque :

IIn'estpas vralque
A < Cn pour out a.
Rusza a donne le contre - exemple awivant
w k
a= U {2 g 2 ,avec ¢, = {0,1} et i=2" = ¢ = 0}.
k=0 li=p * !
D'o :
a=10,1,8,9,32,633,40,41,64,65,72,73,96, 97, 104, 105, ...}.

On pose, powr k=22 :

ak={xea;2k£x-<2k+1}
Alors ¢

2]

a= \J a
k=0

ke

K

Soit k=28 etsoit s e N définipar 28 < k < 28 * 1 onvoitque



cand @, = 2k-a kg

et
Y ocada = 2Xtleog Nk
ik )
jz2°

Nous montons

Proposzition 3.5

Il existe des constantes effectives ¢y et ¢y =0 tellesque, powr X = 2, cnait :

X Ao X
C = LX) = ¢ N
“1 Jog x ) 2 logx

Démonstiation :
On définit k par 2K < x < 2%+ 1 Onaalors

2k-11p-1

v

sl k-122%, 400 = cad 8, 4

sik-1=2% A zocad g,z 20%0k-2

I

dans les devx cas,

, { Zl:+1
AlX) = -éi— k1
. ¢ . L logx
etcomme la fonction t —» 27/t esteroissante etque kK +1 = a2’
&)y = lﬁﬁ' —i—
T8 logx
Pour la majoration de A(x), ona
si k=2?,
Ax) £ 2 cad @ £ 4259k
ik )
jz 2
si k=22
ax) £ 2 cada z 425 hk-i
jik-1 !
jz2°
Dang les devnx cas, ong, ponr k=2
2k b4
Alxy £ 4 T 2 4log 2 brx
La formule estencore valable powr 2 £ 1 < 4, soii k=1, puisque A(x) = 2.
Clela démontre la proposition avec c, = g 2 et c,=4log 2.

Théoréme 3.5

t
Je=0, Ft=1, Ax+t- AN £¢ —.
¢+, ;XY - A0 S €



Démonstration

Solent x et t denx enters plus grands que 1. Oncherche & compter les & dans
tela que .
X<a=< X+t

Ondécompose & comme suit @ a= 8y + 8, aver .

K
8y = E 2 2, a, = z g 2
logt logt
jol=2) iy l=2_]
log 2 log 2
log t )
Pogant . T = |.—-——.| , anvoitgque |
log 2
8y < 2T+l o
et fp = 2T M, f enter.
Comone @ X-20 < X-8 € 8y € X+,
ona : x-2t<2Tm < x+1

t
Comme 5 <27 2 1, m ne peut prendre au plus gu'un nombre fini de aleurs.

D'antre part, le nombye de choix poasibles pour 8y estbomeé a

v)T t
ST+ 1 e O e
4 < T ilogt'
D'od onconclutque
AXx+n - AlX) < ¢ l—O_g—'—t

Rewour & #{n) :
Proposition 3.6 .

3 c¢»0, 3N Nz Nyg= M) zc N loglog N.

Démonstration : (cette démonsteation nous a et communiquée psr Mr RUSZA lui-méme).
Nons cherchons & estimer

1 ; . .
Am = 2 — ,avee N=2"""0 5 2™ 2« 270 Touses

tgicjem 378y
sontdans [0, 21

Soit k unentier positif. On définit la fonction Fy par :
C‘" 'C‘ . . -:,k o ';.k 2
R, (a,1) = { 1 s'ilexiste m elque, (3, D) e([mz" , (m+132" )
0 sinon.
8b-az2k aoms Pt =0

Montons Ie lenme suivant ;

supposons a = b Alogs o



4+t 2
2 2FF b s ($)
k=0 k b-a
Démonstration :
Hexiste un unique K 2 0 telque : 2F < b-a g 2K+ 1
+ &3 o3
i o 2
sos: 2 2FR@wn: 2 2fx1=2F s —
k=0 k=K+1 -8
Estimons meintenant : §, (N} = 2 F,(a;,a;), powr k fixé, k 2 2

i<j<N
Tous les a; sontdans 20 - 1)) - (k- XKD jpeervalles de longueur 2K, avec 2K - XK

nombres dans chacun de ces intervalles. Alors

8, (N) = oln-r(a)) - (k-v(k)) z 1
12icje2t T
ok =¥ (k)

= o) - (k-r(k)) Sn-r@) + (k-r(k)) - 2

>

[av}

Asec (§) , onobtient :

1 S .
ANy = 2 2 = 2 2" Fiy,a)
“ k=0

1¢icien &8 1¢i<j<H

v

D'ou :

o \I L

z 2n-r(n]-r[k]-3 - L Z 2-r[k].
k=2 5 k=2

(N

'

Par suite :
h

N < |
— 2 — »cNlglgN,

ce qui démontre le résultat.
Quelques fonctions faisant intervenir lez diviseurs de n
On rappell que d{n) = Z I oonoa d(n) divisewrs @ d, < d, < ... < dun].

v

A (N)

iz
1
Ondéfinit © gm) = 2
1¢i<qn)-1 d,4-9;

Proposition 3.7
1) gl

1A

clogn il low |
exp [m , 00 log,n = loglogn.
2) Pour tout ¢ > 0, I'inégalité

1

en) > exp{Qogn)’
3t vraie pour une infinit de nombres n.
Démonstration :



H o s 2 1= dm-1.
1¢icd(n)-1
Or,d'apiés [ROB]:
log d{n logn
¥ nz3, £ ()£1,5379 i
log 2 log, n
Onahi 3 log 1
. < bsn
nabien : g(n) = exp [c g, 1 |
2) Considéerons le probléme d'optimisation en nombres réels :
M
-1
Min 2 —
i=1 24
M
2 a,=C, M étntficéet C wne constante,
i=1

."1
-

La solution de ce probléme est © Vi, a, = T
M2

o J—

M
\ !
Dot ¢ ¥ {agy . 2 DT

i=1
Rewvenons & notre prabléme et posons
1
G0 = 2 g
1{i<{n)
di £ x

i

i+1 %

Choigizsons dézormais n de la forme Ny = My
On définit, pour toutentier m=2 : Pim) = Max p (et P(1)=1).

P premiry
Pm
<
P( = U

Alos dn, & { i
et d estsquarefree. (i.e. . p|d = p)‘ I d)

Pour x = 0, ondéfinit :

¥y (x,y) =Cord {d =< x, P(d) = v et d squerefree}.

Pour les estimations de 1. vour [I¥V - TEN].

Reportons ny, dans G

1

6, ®= 2
1zicqy) %ivr G
4« x

Le nombre de termes dans la sonmme st
Z 1 = y (x,m).
121 <) ! ¥
fli{ x
D'sautee part :



oW dy, est le diviseurde ny verifiant dy 4 = x < dp. Comme P(ny) My, onen deduitque

dh < ﬂk dh-l = ﬂ,kX.
Corparant avec le probléme d'optimisation, on trouve
2
¥, (x, m)
G (X 2 —.
e f,

Nous sllons maximiser cettz derniére expression en x.

Alors .
13».?‘\.. 102+i,4- '-3«'\-.18
) :"0(5); Xi}*g(if}; V¥, log X ‘yik;l(x,}’)zi-*E.
2) ¥, (X, Mz T yix,¥) (1 +o(l)), wiformémentpovr O0<z< 1,00 & est
(
la fonction de Riemann ety la fonction de De Bivijn [BRUY: wix, y) = Z 1.
{x
l‘?n] iy
Proposition 3.8 : [IY - TEN]
log x . . . .
Oonpose - u= % powr 2 = v = x. Ondefinit t_ = C(u} comme etant I'unique
racine positive de : b =1+ ué si n> 1 et &(1)=0. Ondéfinit également Ja fonction
Elu
=P, = 1@

Soit ¢ vnréel vérifiant D <z <1,
D'apréz [CAN - ERD - POM], ona :
1 X
¥xz10, Vy=zlog +$X, WX,y = m

Parsuite, a1 y = my, onen déduitqu'ileriste 6 >0 wlque :

. uu[1+s]

yix, m) =

Onen déduit :
X

v 2+

G, @ = C

Cnpose . Kx, ¥ eton cherche & maximiser { pow v fixée (u = ).

28
Ona : x=v%, log f{x, ¥ = uflog y- 2(1 + &) log ).
On touve

logu - 2(1+8) logu - 2(1 +6& = 0,

301t

2(1 48
y[]

W, = P s




etdone

Far suite,

(1 + &) 21+8)

1
f(x,¥) = exp [”‘E— ¥ ]

Onen déduit ;

1
¢ 21+8) 143
P ¥

Gn!k(}[) z ey exp

1
i 21 +5) o145
= eXp . ¥ - logy |

1

—-3

Or v= m, loz n, . Donc pour k essez grand [ g(n,) = Gw(x) = exp {{log nk)2 1.

Soit f;k(n) ={ajn, a=t+1) ... (t+k-13}

Théoréme 3.6 [ERD - HAL] :

Pow tout k fixé, out & <el™® fixé ona : T (M) > (log ¥ pour wne infinit de

o
Remarque

powr k=2, elfk = 1,649,
Conjecture 3.1 :

Dans g cas k=2, le thénréme précédent est vead pour tont A= 1. G. Tenenbawm mn'a
signalé avoir monte cette conjectire avec Balog.

Onpose @ f{n) = E 1.
4=
B d4q=1

Proposition 3.9 .

¥ n, fn) = wn).
Démonstration

Eneffet, si p premier divise n, le diviseur de n immadiatement infévievr & p est
premier avec p.

Théoréme 3.7. {(Erdds et Tenenbaum, [ERD - TEN]) :

_ ¢ clogx
Voex0, 3x,08), x 2x5 = Max f{n) > exp —_—
nix (log log X) .



Théoréme 3.8. [ERD - TEN] :

log 2 - ;— +€
Y ¢ >0, fn) <« (logmn POVY presque tout n.

Probléme :
On ne sait presque rien 3vr :
2 {
L, 4 ,1,442
premiers entre eux deux 3 deux
e
Théoréme 3.9. [MAI - TEN] :
dl
31 E(n) = Inf log T et si E,(n) est n'importe quelle fonction tendant vers ++ avec 1,
d{n,d|n
1<y

ona : pour presque tout n : E(n) = (logm) %% exp (&) Toglogn}.

Corollaire :
Pour presque wout 1, dexiste d<qd', d|n, d'|n et :
d<d" < 2d.
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