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| E [ �����/8 � τ e

|
& �

e n E

|
§���� ����,

e E

|
ª � �

τ E

|
1����"7�����8�8

τ E

|
� ����8 ,

τ [E|e2| . . . |en]
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+��%���8}�"� 1CU�?BA�� 1TL��"0���%��E8?,�����,���7"���98!� � � � %��"%�=���,��"
+���
�4�"
+
+��%���8}�"�� RU�?VGMG�1TL�� ��������������/8�,�#��
8 ��,$�-,�����,���7
����,!������%��$#�,�� ��%���,��/����������,�#��(
+��
 �"� ��8 ,���,���0���%�����%���������������8������"����%�7"8���������%�7 ����%-,���
+�
�

M.
7"�4,$�*,��$��,���7
�

(x) −→ M(x) ,��#������
M(x) = ( � �  e)

0 � �  �/8!��%��(� ��,�#���,?�!� ,$��7-8	������
!

���	
���� ���{0"��%�� e
��8!� �����*� � 8��4������, � ª #���,���7-8�������%���,����� ,�� �©,�#�� ������� �"���a8 �*%-,�� � �2,�#���� ��������%-,����*�����4�9�W#�������,������98�������� � �+��#���%���
+��%���%E,�#���,��/8����4,���������� #���������%���%,�#�����
+������
+��%-,$��,�����% �


 #���% ��3���������,���%�7�� ,��"�¬,����
�"%W��#��/�$# %���%���� � ,�#���������3*���"��8}���������4,�����% �������98�����������0*,�#��"��������������%�7 ������� � �
,�������� �
x / τ

ε
−→M � 7���,$�-,�����,���7 � (x) / τ .

� ��%���������,�#��/8��������/8��������+������%���,�����%E� �©,�#�� 8���
���%",�����8}� �6,�#���������
�
 ��%���
���� �����4��
+
���%���8��
�

 ��� � �

v
�

/ τ
ε
−→

��
���� ���
/ τ

� �
∃n ≥ 0 (v%τ ) = ⊥n�

 ��� � �

v
�

/ τ
ε
−→ v / τ

� �
∀n ≥ 0 (v%τ ) 6= ⊥n ,

���#����
!

v
�

/ τ
ε
−→ v / τ .
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|
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�����"!���

E (e′1 . . . e′n)
�

|
8 �������"�

v0,e1,...,en

τ E ei . . . en

|
�������%$����

E (e′1 . . . e′n)
�

|
������%��$#

v0,e1,...,en

τ E ei . . . en

|
¤ ,�� �-= ������%��$#

τ E (e′1 . . . e′n) e2

«
|
,�� �"=����$��%��$#

v0,e1,...,en

τ E ei . . . en

|
� ������
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E
�

|
� 
 ��� ���

E
�
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ª #��+8���
+� �4�"%*3���%-,����"%�8���������� � ��8 �9�h��8 ����� ������� 8�,$���¬,�����8 � 	���,�� ,�#���, �"���h���*��8i%���,i��8�� ,�#�� ���������(����3���� � ⊥0

��8,�#�����%��������������}���-8�8�������� �
� ����� ����"%$&�

%τ . Γ ` A ⊃ B = τ .
������5¡�9�>3���8i¤

Γ, A ` B).
8��4,�12���"7��98�89¤£,������>«

.

� ����� ����"%$&�
%τ . Γ ` A ∨ B = τ .

������5¡�9�>3���8
¤
Γ ` A, B).

8��4,�12���"7��98�89¤£,������>«
.

� �����%�!��"%$&�
%τ . Γ, A ∧B ` C =

τ .
������5¡�9�>3���8
¤

Γ, A, B ` C).
8��4,�12����7��98�89¤£,������9«

.

� ���
�
�������

%τ . Γ, A ` B = τ .
����� ��12����3���%6¤�«

.
8 ��,�12����7"��8�8�¤�,������9«

� �
A
��%��

B
�����i8 �*%",$�����/���������

�9.-����� �
����"%��� �

%τ . Γ ` (λx : t)(u) = τ .
������5 ���>3"��8i¤

Γ ` t[x←� u]
«
.
8 ��,�12����7"��8�8�¤�,������9«

.

��
������&�
%τ = τ .

���#� �%���
%τ = ⊥0 .

��
��
�
��" � � ������� ���

%τ . Γ, (∃x : A) ` B =

τ .
������5 ���>3"��8i¤

Γ, A[x←� a] ` B
«
.
8��4,�1����"7���8�89¤£,������>«

.

� 
��
�
��" � � ������� �!�

%τ . Γ ` (∀x : A) =

τ .
������5¡�9�>3���8i¤

Γ ` A[x←� a]
«
.
8 ��,�12����7"��8�8�¤�,������9«

.

� � 
	������
 �	��� , �+��� �

ª #��+������3*������8
8���
���%-,��/��8�0 ���h������������%�7W,�#��+8 ,��$��,���7"���98(��%��a,$���4,��/�����/8i,�� � ���#��������8�8 �9�a��%I�E�4�"
+
 �"% ���$��
+���!�����{0#��"8 #���7�#�����7�#-,��9� ,�#��W����# ������%��4�98 ��%c,�#���,?�!�h�/��%�7�����7���8 � ª #�� ����
 ����� ,�#��/8 8����4,�����%c�/8 ,��h�����98 ��%", ,�#�� �!�����h�!����/��,��W����3"��� ���a,�#�� ����%��¬,����"%�������,�����8i� �2,�#�� �����*� ������%�7�����7��98�0{������������%�7W�W����
+
+��% ���"8 �/8�,�� ��� ��8 ,�� �����/8�#���� � ª #����������������%�7 ����%���8��#��� �"8���,�#��(8���
���%-,��/��8�� ��,�#���%��������+��
+������
+��%-,��9� 8 ,��$��,���7�����82��%��+,$���¬,��������/8�0-��%������ ������
+���!����� � ¦�%� ��,�#�����8���8�0",�#����/��%�7"����7"��8!� �©,��"�¬,��/������8!�!�����
��8 �9��,�����
+������
+��%",�,�#���%���� ����%��¬,�����%������ ,����98 �
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 � � �;�1� �.����	�� ��Q

� �!� m1n�o
ª #��"���"����������%�7 ,$���¬,��������/8������i��,�,�#�� 8 ,���,��
� � ������,���,$�*���98}��%��E�����i%���,���� �����/�4��� ���������"8 �9� �"�4, �
" 	�� % � � % ���'� � � ª #���8�,����4,��/������,��98?,$8�,�#�� ���������/����,����"%E� � � ,$8 ���$8?,�����7"��
+��%-, � & ������%�����%�7���%E��#���,�#�������,�������7�����8�8���8����� ������8�0���,�8 �����9�¬,$8���%���,�#����!� �©��,�8�����7���
+��%-,$8�,������������ ��!��8��4= ª ��8 ,

e1 e2 e3 e4 / τ
ε
−→

�!��8��4= ª ��8 ,
τ e1 e2 e3 e4 / τ .��� ,�#��

�!��8��4= ª �98?,
τ v1 e2 e3 e4 / τ

� ε
−→ e2 / τ

� �
∃n ≥ 0 (v1%τ ) = ⊥n�!��8��4= ª �98?,

τ v1 e2 e3 e4 / τ
� ε
−→ e3 / τ

� �
¬
¤
v1%τ

«
.
#��"8 12����7"���98�8���� ¤�«

�!��8��4= ª �98?,
τ v1 e2 e3 e4 / τ

� ε
−→ e4 / τ

� � ��¤
v1%τ

«
.
#���8�12����7�����8�8����¡¤ «

��%��
∀n ≥ 0 (v1%τ ) 6= ⊥n .


 � ������� � � ��� � � �#��Y�� � � � � * � � � �!�"��* � 
 � � � � �+* � � � � � �!� � � �!� � 
 � � � � � �+* � � � �!�"��* � 
 ,�������8 ,�� ��������� ,��,�#�� ����������%",�7"�"����,�#�� ������8�8 �*
 
+��,�� �W������� � ¦��2� ,
���*��8�%���,�
+����� � � ,�#�� ����������%",�7"�"����,�#���%a��,�,�������8},�� �����������%���,�#������������ %"� � ��, � �����/8���,���8 �98���%���,�#�����,����4,��/��,�#���,!��%-,�������������8��#����8 ,���%-,��/����3������/� ������82,�� �����"��������� ��� ��%��(,�#����%���%�8?,$��%�������,��9� 3������/� �����(� �6,�#���������� �
K - � � ���������98 � ��%���82,��+,�#�� ����� � �"��� 	 8 ,��$��,���7
� �� ª � �

e1 e2 e3 / τ
ε
−→

� ª � �
τ e1 e2 e3 / τ

��� ,�#
� ª � �

τ v1 e2 e3 / τ
� ε
−→

� ª � �
τ e2 / (v1%τ

�
)

� �
(v1%τ

�
).
#���8�12���"7�����8�8 �9�¡¤�«

��%��
∀n ≥ 0 (v1%τ

�
) 6= ⊥n��%��

¬
¤
v1%τ

«
.
��8 ) �¬,���3"� ª ������12����3���% ¤�«

� ª � �
τ v1 e2 e3 / τ

� ε
−→ e3 / τ

� � �
¬(v1%τ).

#���8�12����7"���98�8����¡¤ «
� ª � �

τ v1 e2 e3 / τ
� ε
−→ v1 / τ

� �}¤
v1%τ

«
.
�/8 ) �4,���3�� ª ������12����3"��% ¤ «�"�

∃n ≥ 0 (v1%τ ) = ⊥n ,��%��
� ª � �

τ v / τ
� ε
−→ v / τ

� � �
∀n ≥ 0 (v%τ

�
) 6= ⊥n� ª � �

τ v / τ
� ε
−→

¦?�*,��"�
/ τ

� �
∃n ≥ 0 (v%τ

�
) = ⊥n .


 � ������� � � � ��* � � �3Y � 
 � � �&Y�� � �)Y �#� ������������8 � � � � � ����� ��� � ,���,�#�� �4��������%-,�7��-��� %�� �¥� ,i7���%����$��,��98�8�� ��7��-���/8,�#���%W,�#���������� �"8�� ,����"%�����8���
+������������,�����%W,����4,��/�i��8������������9��0����/8�� � �KY ��� �/8 �
K - � � �!� �
	 � � / ���������98 � ��%���8�,�� ,�#�� ����� � ���"�� ������ $��!� 	 8 ,���,���7
� �� ª � �"=  ����%��$# e0 [e1| . . . |en] e′ / τ

ε
−→

� ª � �-=  �$��%��$# τ e0 [e1| . . . |en] e′ / τ��%��
� ª � �-=  �$��%��$# τ v0 [e1| . . . |en] e′ / τ

� ε
−→

� ª � �-=  ����%��$# e1,...,en

τ
0 ¤

v0 � τ
� « e1 . . . en /

¤
v0 � τ

� «
� ��¤

v0%τ
� «
.
#���8�12���"7�����8�8 �9�¡¤�«

��%��
∀n ≥ 0 (v0%τ

�
) 6= ⊥n��%��

¬
¤
v0%τ

� «
.
�/8 ) �¬,���3�� ª ������12����3���%6¤�«

� ª � �-=  �$��%��$# τ v0 [e1| . . . |en] e′ / τ
� ε
−→ e′ / τ

� �
¬
¤
v0%τ

� «
.
#���8�12���"7�����8�8 �9�¡¤�«

� ª � �-=  �$��%��$# τ v0 [e1| . . . |en] e′ / τ
� ε
−→ v0 / τ

� � �
∃n ≥ 0 (v0%τ

�
) = ⊥n� ��¤

v0%τ
� «
.
�/8 ) �4,���3�� ª ������1�����3"��% ¤ «

.
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 � � �;�1� �.����	�� ;�<

5¡�4,
l
� �
,�#�������8 ,

e1 . . . en

�

¤ � ª � �-=  �$��%��$# l

τ ,τ
� v1e2 . . . en

«
/ τ 	 ε
−→¤ � ª � �-=  ����%��$# l

τ e2 . . . en

«
/
¤
v1 � τ 	

« � � ����%-,�	����*,$�*��������%�7 ¤�«� �
∀n ≥ 0 (v1%τ 	 ) 6= ⊥n ,��%�� ,�#������������}���"8 � �

¤ � ª � �-=  �$��%��$# l

τ ,τ
� v1e2 . . . en

«
/ τ 	 ε

−→
¦?�*,��"�

/ τ � �
∃n ≥ 0 (v1%τ 	 ) = ⊥n .

� ��%�������� �����},�#�� � ��#��>3*�������}� �©,�#�� � �����%$��!� 	 ����� , �
¤ � ª � �-=  �$��%��$# e1,...,en

τ ,τ
� vn

«
/ τ 	 ε

−→
¤ � ª � �"=  ����%��$# e1,...,en−1

τ ,τ
� e1, . . . , en−1

«
/ τ

�
� �

τ 	 = ∅����¤
vn%τ 	

«
.
���"��%-,$	��#�*,¬�*� ������%�7�¤ «

6= ∅ ,��%��
¤ � ª � �-=  �$��%��$# l

τ ,τ
� vn

«
/ τ 	 ε

−→
��
 ��� �&�

/
¤
vn � τ 	

« � ����������1 ����%-,����9¤ 1 «� �
τ 	 6= ∅��%�� ¤

vn%τ 	
«
.
���"��%-,�	��#�*,$��� ������%�7�¤ «

= ∅ ,��%��
¤ � ª � �"=  ����%��$# e1,...,en

τ ,τ
� vn

«
/ τ 	 ε

−→
¤ � ª � �-=  ����%��$# e1,...,en,en

τ ,τ
� e1, . . . , en, en

«
/ τ

�
� �}¤

vn%τ 	
«
.
� ����%-,�	��#�*,$�*��������%�7�¤�«

6= ∅ .


 � �������	� � � ��* � � ����� ��� � � �3Y � 
 ���+� ��� � � � 
 � � ����� ��Y � ��� 
 � �)Y �#� 
 ������������8 
+������8¥� ��%���%�8©,��
,�#�������������%-, 7��-��� �¦�� ��,�7"��%�������,����E8�� ��7"�"���/8}��,(������������8 � �#� � � � ,��+,�#�� ����8 ,�� � ,�#���8�� 8�� ��7��-���/8���%�� � � ����� ��Y � ��� ,���,�#�� ����8 ,�� �,�#�� 8�� ��7"�"���/8 � ' �/8���� ,������������98 � �KY �����
� �Sl q
s t
ª #��98 � 8 ,��$��,���7"���98 ����������7�������� ��� ��%",��h��% �����$����7"������������� � 12���"�¬,��������/8 	 0 �����"�"�����"8?,����h,���,�#�� ����� ��8����$8�����8 , ��%���>3�������� �����(�"%�����%�� x J�z �
- % � 1 1 	 ��� / � � � ª #�� ��� � �!�_8 ,��$��,���7 �c
���,��$#���8 � ����� ,�����
 ����,�#]� 8��4,W� ������,�,�����%�8 � [ % ,�#�� ���$8?,�
���,$�$#

������%�� ��,�����,�����%�8!,�#�� �4�"������8�� ��%�����%�7 8?,����¡0������"������������%�8?,$��%�������%-,���� � ª #�����
 ������
 ��%-,���,����"%E� � ,�#�� 
���,$�$#���%�7����%��¬,����"%�������,�����8}����������%  ��% & � ����,�� � 8������$����7"� ���"��1 �i� x �'I�z �
� ��� ���!�

t (pi � ei)
n
i=1

�
/ τ

ε
−→

⊕n
i=1 σpi←� t ei / τ .


 � �������� ��� ���!�-���  ���� � �����	��

������� �% �� � ��" ��������"  ��" ��������$�� � ���!� ���  �� ���	��
���� �����	������� ��� �!�!�!�
+��,��$#��98!,�#�������7�#-, = #���%��W8�������� � ������
 ���/� =�; ����,�#�������3*������%�7�����, ,�����%¡0�� �©,�#��������/8�� 
+��,��$# ,�#���%���,�����������,��98,�#��/8�������
 ���/������,�#I����
 
�� $�� � ���!� �I¤ 8 ,���,���%�7 ,�#���,i,�#�� ����8�����,(� ��,�#�� ���������/���/��%I����3*�/8 ����%h� �
x
���

b
��8i������������}��.-�����{,��+,�#�� �4��������8����"%�����%�7 �������¡����3*�/8 ����% « �

"�� � � %�� � 1 	 ��� / � � � ª #�� 
�� ��"�"%$E8?,�����,���7 �E
+��,��$#��98�,�#��+�����-� ���4�"%",��#�*,���7"����%�8?,(� 8��4,
� ������, ,�����%�8 � ª #�� ���$������ ��,�#��i����, ,�����%�8���8!%���,!���9�4�/8 ��3�� %��
n
���98 ��7�%���,��982,�#���������
 ���/��,�#���,}�!�"8�
���,��$#��9� ��� ,�#��

n
,�# ����,�,�����% � 
 #���%� 
���,$�$#���8 ������%���0*� ,�������������8�,�#��(�4�"������8�� ��%�����%�7 8 ,����¡0*������� ������� ��%�8?,$��%�������,���� � ¦�� ,�#�� \− 8 �*
 ���"���/8��"
+� ,�����0,�#�������, ,�����%W������� ��� �$#��9�$���9� ��7-����%�8 ,}����%�8���.-����%",���%��W��%-,�����������%-,����"��
 ���/��8 �
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 � � �;�1� �.����	�� ; �
~������
� 8���
+�����������W�������i��8}�����98 ��%",�����0-,�#����4��
+�����4,��(�������"������%�7+� 8 ��
+������¤ ����,�8��������(�4�"%�8���
+��%�7*«��#�*,���%�8 ����% �

��
��!��"!"%$
(hpi ` pi � ei)

n
i=1

�
/ τ . (. . . Aj . . . ` B)

ε
−→

⊕n

i=1 σhpi←�Aj
σ′pi←�B ei / τ .
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