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Dessin de structures dans le plan

Circuit électrique Cartogramme
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Graphes et dessin

Graphe= eements + adjacencegntreeements

Ex: eements: f1, 2,3,4, %
adjacences: f1,29,f 2,39,f 3,49,f 1,49,f 2,49,f 2,59,f 3,50
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Graphe= eements + adjacencegntreeements

Ex: eements: f1, 2,3,4, %
adjacences: f1,29,f 2,39,f 3,49,f 1,49,f 2,49,f 2,59,f 3,50
Dessind'un graphe dans le plan:

Elementgepesents par desommets
Adjacencesepesentes par dearétes

non planaire planaire
Dessinplanaire= pas d'intersectiom'arétes
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Graphes planaires

Un graphe esplanairesi il admet undessin planaire

Le graphe complet
a 5 sommets
n'‘est pas planaire

croisement

Le dessin planaire n'ephs unique

4 4
3
I — 3
; .
§) ® ® ®
1 > 4 5 1 > 4
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Cartes planaires

Carte planaire= graphe+ dessin planair@opologique)

s D0 -
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Cartes planaires

Carte planaire= graphe+ dessin planair@opologique)

Par rapporta ungraphe planaire
I'ordre cycliguedes voisins compte
une carte est forree de sommets, arétesfastes

Enracinementune aréte estnargleeet orienee
(on oublie lesetiquettes)

racine
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Motivations algorithmiques

I Compression de maillages

W 1) Coordonnées

CWB

2) Incidences faces/sommets/arétes
forment une carte

I Trace automatique de graphes

/home/bardet/graph.tip
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Logiciels:

Pigale, Tulipe, Leda...
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Plan

1) Combinatoire et dessin de cartes planaires

bijection = m
m X\
\\\

[ram—

NN

T

2) Génération aléatoire de graphes planaires

algorithme
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Combinatoire et dessin de cartes
planaires

. { p.8/51



Combinatoire des cartes

Triangulations Quadrangulations Tetravalentes

U U U

3 arbres couvrants 2 arbres couvrants orientation euérienne
—— : _ 2(4n 3)! . - _ 2(3n 3)! .— . _ 237(2n)!
JTh) = n!(3n 2)! JQnJ — n!l(2n 2)! JEn) = n!(n+2)!

enuneratif 7 Cori, Schae er, Bousquet-Melou, Bouttier-Di Francesco-Guitter

Tutte

structurel+dessin "\ gchnyder, de Fraysseix, Ossona de Mendez, Felsner
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Triangulations ireductibles

On consicere des cartesa faces interrneangulaireset
face externguadrangulaire

Pas detriangle sparateulirreductibilie)

pduction

triangle non vide

iIreductible
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Structures transverses

Orientation bipolaire= orientation acyclique avec une
unique source et un unigue puit

Structure transverse partition en une orientation bipolaire
rougeet une orientation bipolairbleuequi sonttransverses

N

-
™

) Introduit par Xin He (1993) E
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Treillis

Resultats obtenus

Existence
Propriétés

Dessin:

Applications

_________

—> | 11 11

Bijection:

Ty

4 (3n)!

— n12nl(2n+1)!

Structures transverses

Ty
A\

Taille grille

Wn X 772/

_
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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| 'ensemble des structures transverses

Pour une triangulatiod »ee, la structure transverse
n'est pas unique

Soit X1 I' ensemble destructures transversake T
Que peut-on dire dX 1 ?

i

\
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X1 est un treillis distributif

T%—» 7 — =

@ comparera Ossona de Mendez'94, Felsner'03)
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X1 est un treillis distributif

switch "
couleurs

@ comparera Ossona de Mendez'94, Felsner'03)
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Application au dessin de graphes

Lesstructures transversgeermettent dedessineune
triangulation sur une grille egulere
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lcee de |'algorithme

Carte agtes rouges

I
/ Abscisses
\ Carte aftes bleues

I
Ordonees
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Les arétes rouges donnent 'abscisse

Pour tout sommetv, on consicere le chemiR, (v) qui est:
le plusa droiteavant d'arriverav

le plusa gaucheapes avoir quitev
® ®

P (v)

. { p.18/51



Les arétes rouges donnent 'abscisse

L'absciss@lev est le nombre de facesa gauchefgv)




| es arétes bleues donnent l'ordonree

Pour tout sommetv, on consicere le chemiR(v) qui est:

le plusa droiteavant d'arriverav
le plusa gaucheapes avoir quitev
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| es arétes bleues donnent l'ordonree

L'ordonreedev est le nombre de faces en dessoufge)

) l'ordonree de B est 4
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Execution compeéte

Calculd'une structure transverse
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Execution compeéte

Placemenidessommets

777777777777777777777777777777777777777777
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Execution compeéte

Tra® desarétes




Resultat

Theoeme: le dessin obtenu estianaire

Pour une triangulationan sommets
le demi-erinetre de la grille esh 1
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Reduction suppémentaire

Certaines lignes (abscisses ou ordonrees) de la grilte s

INOCCcU

EeS

Le dessimeste planairguand onsupprimeces lignes

|- pas de sommet

pas de sommet
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Reduction suppémentaire

Certaines lignes (abscisses ou ordonrees) de la grilte s
Inoccupees

Le dessimeste planairguand onsupprimeces lignes

|- pas de sommet
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Reduction suppémentaire

Certaines lignes (abscisses ou ordonrees) de la grilte s
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Taille de la grille apes eduction?

Theoeme: Si la structure transverse est la minimale,
la taille de la grille apes eduction est

11 11
—“n =n \avec proba tendant vers 1°
27" 27 g

Gainen surface par ufacteur %—; ’ 1,5

par rapporta Miuraet al01 5 3

N

%@ |
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triangulations $ arbres ternaires

Theoeme: les triangulations ireductibles
sont en bijection avec les arbres ternaires
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triangulations $ arbres ternaires

structure transverse
minimale
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triangulations $ arbres ternaires

structure transverse
minimale

Theoeme: les triangulations ireductibles
sont en bijection avec les arbres ternaires

enracinement

A
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Applications de la bijection

Enuneration:

4 (3n)!
~ 2n+2n!(2n + 1)

Th

(ereration akatoire uniforme en temps lireaire

4 v

i —

Analyse de la tallle de la grille
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Taille de la grille ?

Pour une triangulation ireductiblean sommets
Dessin pacomptage de faces

Demi-gerinetre=n 1

Dessinapes eductiorn

Demi-gerinetre=n 1

Ql est le nombre deoordonrees inutilisses

|- pas de sommet

)

pas de sommet

Theoeme: ' % avec proba. tendant vers 1.
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Analyse de la tallle de la grille

1) On re

®’re combinatoirement legscisses inoccupees

i

Abscissei inoccupee

. { p.29/51



Analyse de la tallle de la grille

2) On se ramenea compter certainsotifs sur desarbres
ternaires

triangulation > arbre ternaire

abscisse motif en Z
Inutiliee

. { p.29/51



Analyse de la tallle de la grille

3) On analyse |@aranetre par ries ¢ereratrices

P
Soit T(z)= ,Tnz" la ®rie en une variable:

T=2Z @+T)® ) T@=z(1+T(2))3

P
En deux variables ) T(z;u) = o Tk z"u¥

le nombre de Z est marqe par u

Theoeme des quasi-puissances (Hwang, Flajolet-Sedgewick)

(u) :=Sing(z! T(z;u)) 5

) le nombre de 7 est g—g avec grande probabilie

. { p.29/51



Bilan sur les cartes planaires

>

Carte planaire Structure combinatoire

Bijection/
(L

\Dessin
AN

1, 1 " %'8‘.(
N S H (%S )
S—

analyse >

N
11 11
T’ﬂ- X 2—72,-
N———————
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(ereration akatoire de graphes
planaires
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Probématique cererale

On a un ensemblE d'objets

On veut une procedure qui tire au hasard uneement de
E selon la louniforme

1
()= Card(E) 8 2E

Hypotlese: on dispose d'un gererateur de bits
akatoires
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Motivations

o "HSO6&b# () +,"-#),&% . J+%&O0-#,)" 1% ()*2)&H%*%"H#/

I3*24#)#,45%] 1,! (,6%/ 7 )+#%" & 2-& 68-"-63/%

o 9%0"%0&-#,)" 18)+:%#/ 2)5& 68%;2%0&,*%0"#-#,)" .
o %" +)<,"=)&*-#,45%
o #%/#l 1% 6)>,(,%6/
o 777

WV
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(ererateurs de Boltzmann (1)

Pour toute classe combinatoire C=[ G, on consicre

% K——
e la ®rie greratrice: C(x) = ChxX" = x)
n 2C
la distribution de Bol P X
¢ |a distribution de Boltzmann: =
Un grerateur de Boltzmann pour C est un algorithme C(x)
gui engendre des objets de Csous la loi Py (x eel x )

(introduit par Duchon, Flajolet, Louchard, Schae er 2004)
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(ererateurs de Boltzmann (2)

o [ nition:
Un gererateur de Boltzmann pour une classe C est un algorithme
C(x) qui engendre des objets de C akatoirement sous la loi
P x| Q est un eel ( )
= X est un eel »x X
« Proprees:
: L : . x"
e La sortie peut avoir n‘importe quelle taille: P(taille = n) = ?Zn(x)
e La distribution conditionreea une taille »xe est uniforme
e On obtient un  gererateur uniforme en taille xe par rejet :

CALL C(x)! until j j = n; return

. { p.35/51



Analogie avec physigue stat.

Combinatoire  <+—» Physique statistique

Structure Etat s
taille n Energie E
Zrie gergatrice Foncgson de partition
C(x) = x! ) Z= e E

E
Z

Boltz: P( ): ();(J(XJ) Boltz: P(S): €

. { p.36/51



Regles de gereration

Theoeme (Duchon

et al '04) : Une classekcomposable
en termes dé+; g admet un gererateur de Boltzmann de
complexie lireaireen la taille de la sortie.

classes de base | grerateur

C=7 C(X) :=return ?

C=1fg C(x) :=return fg

constructions Gererateur

C=A+B C(x):= Bemgpd ! A(X)j B(x)
C=AB C(x):=( AX); BX))

+ Flajolet-Fusy-Pivoteau'07 (Cycle, Multiset,...)

. { p.37/51



Exemple de gererateur

Soit Cla classe des arbres binaires

V2224 f 4ii4
Grammaire: = +
-« T

Srie greratrice
C(x) =1+ XC(x)?

Grerateur de Boltzmann

C(x)

— 1 —
P= C(x/ \_

XC (x)?
C (x)

return ‘& return ;.i

+ choix judicieuxdu paranetrex pour atteindre taille cible

. { p.38/51



Ingedients du gererateur

1) Becomposition par dege de connectivie croissant:

Graphes planaires

!

Graphes planaires connexes

Graphes planaires 2-connexes

{

Graphes planaires 3-connexes

2) Bijection avec les arbres binaires:

Graphes planaires 3-connexes

!

arbres binaires

. { p.39/51



Familles de graphes planaires

Greraux

Connexes

2-connexes

3-connexes

D

>4
EAs
=y
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[ecomposition de graphes planaires

Gereraux Connexes

. { p.41/51



[ecomposition de graphes planaires

Greraux Connexes

'\. P .

Connexes 2 -connexes

. { p.41/51



[ecomposition de graphes planaires

2-connexes 3-connexes



[ecomposition de graphes planaires

2-connexes 3-connexes



Planaires 3-connexes$ arbres binaires

Fusy-Poulalhon-Schae er'05:
graphes planaires 3-connexes ' arbres binaires

. { p.42/51
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Planaires 3-connexes$ arbres binaires

/o5

Fusy-Poulalhon-Schae er'05:
graphes planaires 3-connexes ' arbres binaires
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Planaires 3-connexes$ arbres binaires

Fusy-Poulalhon-Schae er'05:
graphes planaires 3-connexes ' arbres binaires \l

G 3(x)

I

T (x)

. { p.42/51



(ererateur de Boltzmann complet

T (x;y)

&z (x;y)

EL(x;y)

arbres binaires

2-connexes planaires
avec sommet marqwe

l

1-connexes planaires
avec sommet marqwe

>

bijection

rejet

rejet

3-connexes planaires

@3 (-

avec aréte marquee o (X;Y)

2-connexes planaires @2 (x:y)
avec aréte marqwee @

1-connexes planaires G 1(X;y)

Graphes planaires G (x;Y)

. { p.43/51



Taille du graphe gree?

Probeme: Méme en la singularie, la distribution de la taille
de la sortie de G( ) est tropecrase:

Ptaile = n) = &~ -

(Ginmenez, Noy 2005)

proba

A

> taille

Distribution en taille d'un objet engende par G()

. { p.44/51



Anelioration de la distribution

Solution: on pointeles graphes8 fois
E et : le poids d'un graphe de tailteest multiple par n®.

oD LoD

proba proba

1=n
\W\

~taille taille
Sortie de G( ) Sortie de G 1 5

. { p.45/51



Resultat

Threoeme:  Soit n une taille cible et > 0 un paranetre de toerance

Le gererateur G (Xp) pour x, = 1 % engendre unifornrement

e des graphes planaires de taille danfn(1  );n(1+ )] en tempsO(n)
APPROX:CALL G (Xp)! wuntil jj2[n(X );n@+ )] retun ;

e des graphes planaires de taille exactement en tempsO(n?)
EXACT:CALL G (Xxp)! until j j = n; return

. { p.46/51



Resultat

Threoeme:  Soit n une taille cible et > 0 un paranetre de toerance
Le gererateur G (Xp) pour x, = 1 % engendre uniformement

e des graphes planaires de taille danfn(1  );n(1+ )] en tempsO(n)
APPROX:CALL G (Xp)! wuntil jj2[n(X );n@+ )] retun ;

e des graphes planaires de taille exactement en tempsO(n?)
EXACT:CALL G (Xxp)! until j j = n; return

Memoire Petraitement Temps par gereration
Markov O(log(n)) O(log(n)) inconnu ftaille exacteg
(on observeO(n?®))
Recursif O(n°log(n)) | O(n7) O(n3) ftaille exacteg
Boltzmann | O(log(n)¥) O(log(n)®) O(n?)  ftaille exacteg
O(n) f taille approx.g

M : Denise-Vasconcellos-Welsh 1996 R : Bodirsky-Gmepl-Kang 2003
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Implantation

1) On se donne un ensemble de tailles cibles n = (100Q 100001000001000000)

2) Pour chaque taille cible n, onevalue les ®ries gereratrices

; — 1
de graphes planaires en x,= 1 5

Graphe planaire = arborescence de
composantes 3-connexes planaires

J

3) On engendre l'arborescence , ‘
par des tirages akatoires
50 types de branchements . )

!

calcul de 50 vecteurs permettant
de faire les tirages akatoires

4) On engendre chaque composante 3-connexe
a partir d'un arbre binaire akatoire

. { p.47/51



Ex@rimentations (1)

Soit X, le nombre d'arétesl'un graphe planaire akatoirea
sommets

Threoeme: (Gimenez, Noy 2005)

Il existe une constante 2:2132telle que

X
7” | en proba quandn ! 1

ratio edges-vertices

. { p.48/51



Ex@rimentations (2)

Conjecture:Solt Y, la proportion de sommets dige k
d'un graphe planaire akatoirea sommets.
Alors il existe une distributiofpk)k 1 telle que

Yn-k n'!1 Pk enprobaquandn!l

. { p.49/51



Bilan de la these

I Etude des cartes planaires a l'aide de structures combinatoires

I Algorithmique efficace et analysable pour:

1) codage 2) genération 3) trace en
aleatoire lignes droites

maillage graphe planaire triangulation
. { p.50/51



Autres travaux

I Comptage de structures a symétrie pres (3 articles)

@

cartes graphes polytopes

I Comptage probabiliste pour I'analyse de flux de données (2 articles)

I Génération aleatoire (2 articles)

. { p.51/51
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