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Dessin de structures dans le plan
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Graphes et dessin
� Graphe= �el�ements + adjacencesentre �el�ements

Ex : �el�ements: f 1, 2, 3, 4, 5g
adjacences: f 1,2g,f 2,3g,f 3,4g,f 1,4g,f 2,4g,f 2,5g,f 3,5g
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� Dessinplanaire= pas d'intersectiond'arêtes
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Graphes planaires
� Un graphe estplanairesi il admet undessin planaire
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Le graphe complet

n'est pas planaire
�a 5 sommets

� Le dessin planaire n'estpas unique
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Cartes planaires
� Carte planaire= graphe+ dessin planaire(topologique)
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Cartes planaires
� Carte planaire= graphe+ dessin planaire(topologique)
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� Par rapport �a ungraphe planaire:
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� Par rapport �a ungraphe planaire:
� l'ordre cycliquedes voisins compte
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Cartes planaires
� Carte planaire= graphe+ dessin planaire(topologique)
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� Par rapport �a ungraphe planaire:
� l'ordre cycliquedes voisins compte
� une carte est form�ee de sommets, arêtes, etfaces

� Enracinement:une arête estmarqu�eeet orient�ee
(on oublie les �etiquettes)
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Motivations algorithmiques
!

!
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Plan
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Combinatoire et dessin de cartes
planaires
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Combinatoire des cartes
Triangulations

3 arbres couvrants

Quadrangulations

2 arbres couvrants

T�etravalentes

orientation eul�erienne

jTn j = 2(4n� 3)!
n!(3n� 2)! jQn j = 2(3n� 3)!

n!(2n� 2)! jEn j = 2�3n(2n)!
n!(n+ 2)!

Tutte
Cori, Schae�er, Bousquet-M�elou, Bouttier-Di Francesco-Guitter

Schnyder, de Fraysseix, Ossona de Mendez, Felsner

�enum�eratif

structurel+dessin
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Triangulations irr�eductibles
� On consid�ere des cartes �a faces internestriangulaireset

face externequadrangulaire
� Pas detriangle s�eparateur(irreductibilit�e)

triangle non vide irr�eductible

r�eduction
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Structures transverses
Orientation bipolaire= orientation acyclique avec une
unique source et un unique puit

Structure transverse= partition en une orientation bipolaire
rougeet une orientation bipolairebleuequi sonttransverses

S

N
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W
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ES

) introduit par Xin He (1993)
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R�esultats obtenus
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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Existence et calcul
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L'ensemble des structures transverses
� Pour une triangulationT �x�ee, la structure transverse

n'est pas unique
� Soit X T l' ensemble desstructures transversesde T
� Que peut-on dire deX T ?

... ...
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X T est un treillis distributif

T=

(�a comparer �a Ossona de Mendez'94, Felsner'03)
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X T est un treillis distributif

couleurs
switch

(�a comparer �a Ossona de Mendez'94, Felsner'03)
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Application au dessin de graphes
Lesstructures transversespermettent dedessinerune
triangulation sur une grille r�eguli�ere
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Id�ee de l'algorithme

Carte ar̂etes rouges

Abscisses

Ordonn�ees

Carte ar̂etes bleues
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Les arêtes rouges donnent l'abscisse
Pour tout sommetv, on consid�ere le cheminPr (v) qui est:

� le plus �a droiteavant d'arriver �av
� le plus �a gaucheapr�es avoir quitt�e v

v v)

Pr (v)
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Les arêtes rouges donnent l'abscisse
L'abscissede v est le nombre de faces �a gauche dePr (v)

AA

) l'abscisse deA est 2
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Les arêtes bleues donnent l'ordonn�ee
Pour tout sommetv, on consid�ere le cheminPb(v) qui est:

� le plus �a droiteavant d'arriver �av
� le plus �a gaucheapr�es avoir quitt�e v

v
) Pb(v)

v
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Les arêtes bleues donnent l'ordonn�ee
L'ordonn�eede v est le nombre de faces en dessous dePb(v)

BB

) l'ordonn�ee de B est 4
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Ex�ecution compl�ete
Calculd'une structure transverse
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Ex�ecution compl�ete
Placementdessommets
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Ex�ecution compl�ete
Trac�e desarêtes
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R�esultat
� Th�eor�eme: le dessin obtenu estplanaire

� Pour une triangulation �an sommets,
le demi-p�erim�etre de la grille estn � 1

. { p.23/51



R�eduction suppl�ementaire
� Certaines lignes (abscisses ou ordonn�ees) de la grille sont

inoccup�ees
� Le dessinreste planairequand onsupprimeces lignes

pas de sommet

pas de sommet
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Taille de la grille apr�es r�eduction?
� Th�eor�eme: Si la structure transverse est la minimale,

la taille de la grille apr�es r�eduction est

'
11
27

n �
11
27

n \avec proba: tendant vers 100

� Gainen surface par unfacteur
� 27

22

� 2
� 1; 5

par rapport �a Miuraet al'01
� n

2 � n
2

�
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triangulations $ arbres ternaires

Th�eor�eme: les triangulations irr�eductibles
sont en bijection avec les arbres ternaires
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triangulations $ arbres ternaires

structure transverse
minimale

Th�eor�eme: les triangulations irr�eductibles
sont en bijection avec les arbres ternaires
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triangulations $ arbres ternaires

structure transverse
minimale

Th�eor�eme: les triangulations irr�eductibles
sont en bijection avec les arbres ternaires
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triangulations $ arbres ternaires

Th�eor�eme: les triangulations irr�eductibles

structure transverse
minimale

enracinement

sont en bijection avec les arbres ternaires
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Applications de la bijection
� �Enum�eration:

Tn =
4

2n + 2
(3n)!

n!(2n + 1)!

� G�en�eration al�eatoireuniforme en temps lin�eaire

� Analyse de la taille de la grille
. { p.27/51
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Taille de la grille ?
Pour une triangulation irr�eductible �an sommets

� Dessin parcomptage de faces:

Demi-p�erim�etre = n � 1

� Dessinapr�es r�eduction:

Demi-p�erim�etre = n � 1 � �

o�u � est le nombre decoordonn�ees inutilis�ees

pas de sommet

pas de sommet

)

Th�eor�eme: � ' 5n
27 avec proba. tendant vers 1.
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Analyse de la taille de la grille
1) On rep�ere combinatoirement lesabscisses inoccup�ees

f i

v

f i

f i +1

f i +1

Abs(v) = i Abscissei inoccup�ee
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Analyse de la taille de la grille
2) On se ram�ene �a compter certainsmotifs sur desarbres
ternaires

triangulation arbre ternaire

abscisse
inutilis�ee

motif en Z
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Analyse de la taille de la grille
3) On analyse leparam�etrepar s�eries g�en�eratrices

� Soit T(z) =
P

n Tn zn la s�erie en une variable:

T = Z � (1 + T )3 ) T(z) = z(1 + T(z))3

� En deux variables ) T(z; u) =
P

n;k Tn;k zn uk

le nombre de est marqu�e par u

� Th�eor�eme des quasi-puissances (Hwang, Flajolet-Sedgewick)

� (u) := Sing( z ! T(z; u)) � � 0(1)
� (1) = 5

27

) le nombre de est � 5n
27

avec grande probabilit�e
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Bilan sur les cartes planaires

! ! !
"

#" $ #
%&" '(

" (%#" $ )'(
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G�en�eration al�eatoire de graphes
planaires
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Probl�ematique g�en�erale
� On a un ensembleE d'objets

x

e
c
k

c v
q

E =

� On veut une proc�edure qui tire au hasard un �el�ement de
E selon la loiuniforme

P(
 ) =
1

Card(E)
8
 2 E

� Hypoth�ese: on dispose d'un g�en�erateur de bits
al�eatoires
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Motivations
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G�en�erateurs de Boltzmann (1)

Pour toute classe combinatoire C = [ n Cn , on consid�ere

la s�erie g�en�eratrice: C(x) =
X

n

cn xn =
X


 2C

x j 
 j

la distribution de Boltzmann: Px (
 ) =
x j 
 j

C(x)

Un g�en�erateur de Boltzmann pour C est un algorithme � C(x)
qui engendre des objets de C sous la loi Px (x r�eel �x�e � � )

(introduit par Duchon, Flajolet, Louchard, Schae�er 2004)
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G�en�erateurs de Boltzmann (2)

Px (
 ) =
x j 
 j

C(x)

Un g�en�erateur de Boltzmann pour une classe C est un algorithme

� C(x) qui engendre des objets de C al�eatoirement sous la loi

D�e�nition:

Propri�et�es:

La sortie peut avoir n'importe quelle taille: P(taille = n) =
cn xn

C(x)

La distribution conditionn�ee �a une taille �x�ee est uniforme

On obtient un g�en�erateur uniforme en taille �xe par rejet :

CALL � C(x) ! 
 until j
 j = n; return 


o�u x est un r�eel �x�e (x � � )
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Analogie avec physique stat.

Combinatoire Physique statistique

Structure 
 �Etat s

taille n �Energie E

S�erie g�en�eratrice Fonction de partition
C(x) =

P

 x j 
 j Z =

P
s e� �E

Boltz: P(
 ) = x j 
 j

C (x ) Boltz: P(s) = e� �E

Z

Structure 
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R�egles de g�en�eration
Th�eor�eme (Duchon et al '04) : Une classed�ecomposable
en termes def + ; �g admet un g�en�erateur de Boltzmann de
complexit�e lin�eaireen la taille de la sortie.

classes de base

C = ?

C = f�g

C = A + B

C = A � B

� C(x) := return ?

� C(x) := return f�g

� C(x) :=
�

Bern A (x )
C (x ) �! � A(x)j� B (x)

�

� C(x) := ( � A(x); � B (x))

g�en�erateur

constructions g�en�erateur

+ Flajolet-Fusy-Pivoteau'07 (Cycle, Multiset,...)
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Exemple de g�en�erateur

+
C CC

S�erie g�en�eratrice
C(x) = 1 + xC (x)2

G�en�erateur de Boltzmann
� C(x)

return return

� C(x) � C(x)

P = 1
C (x ) P = xC (x )2

C (x )

Soit C la classe des arbres binaires

Grammaire: =

+ choix judicieuxdu param�etrex pour atteindre taille cible
. { p.38/51



Ingr�edients du g�en�erateur
1) D�ecomposition par degr�e de connectivit�e croissant:

Graphes planaires

Graphes planaires 3-connexes

Graphes planaires connexes

Graphes planaires 2-connexes

2) Bijection avec les arbres binaires:

Graphes planaires 3-connexes

arbres binaires

. { p.39/51



Familles de graphes planaires

G�en�eraux

Connexes

2-connexes

3-connexes
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D�ecomposition de graphes planaires

ConnexesG�en�eraux
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D�ecomposition de graphes planaires

Connexes

Connexes 2-connexes

G�en�eraux
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D�ecomposition de graphes planaires

Connexes

Connexes 2-connexes

2-connexes 3-connexes

G�en�eraux
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D�ecomposition de graphes planaires

G�en�eraux Connexes

Connexes 2-connexes

2-connexes 3-connexes

�G 0(x)

�G 1(x)

�G 2(x)

�G 3(x)
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Planaires 3-connexes$ arbres binaires

Fusy-Poulalhon-Schae�er'05:
graphes planaires 3-connexes ' arbres binaires

. { p.42/51
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Planaires 3-connexes$ arbres binaires

Fusy-Poulalhon-Schae�er'05:
graphes planaires 3-connexes ' arbres binaires

�G 3(x)

�T (x)
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G�en�erateur de Boltzmann complet

�T (x; y ) arbres binaires
3-connexes planaires
avec arête marqu�ee � @G 3

@y (x ; y )

� @G 2
@y (x ; y )� @G 2

@x (x ; y )

� @G 1
@x (x ; y ) 1-connexes planaires �G 1 (x ; y )

Graphes planaires �G (x; y )

bijection

rejet

rejet

2-connexes planaires
avec arête marqu�ee

2-connexes planaires
avec sommet marqu�e

1-connexes planaires
avec sommet marqu�e
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Taille du graphe g�en�er�e?
Probl�eme: Même en la singularit�e� , la distribution de la taille
de la sortie de� G(� ) est trop �ecras�ee:

P(taille = n) = Gn� n

G(� ) � c
n7=2

(Gim�enez, Noy 2005)
proba

taille

' 1=n7=2

Distribution en taille d'un objet engendr�e par � G(� )
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Am�elioration de la distribution
Solution : on pointe les graphes3 fois
E�et : le poids d'un graphe de taillen est multipli�e par n3.

proba

taille

proba

taille

1=n7=2

n

1=n

Sortie de � G(� ) Sortie de � G��� �
� (1 � 1

2n )
�
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R�esultat
Soit n une taille cible et � > 0 un param�etre de tol�erance

Le g�en�erateur � G��� (xn ) pour xn = �
�
1 � 1

2n

�
engendre uniform�ement

Th�eor�eme:

des graphes planaires de taille dans[n(1 � � ); n(1 + � )] en tempsO(n)
APPROX : CALL � G��� (xn ) ! 
 until j
 j 2 [n(1 � � ); n(1 + � )]; return 
 ;

des graphes planaires de taille exactementn en tempsO(n2)
EXACT : CALL � G��� (xn ) ! 
 until j
 j = n; return 
 ;
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R�esultat
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des graphes planaires de taille exactementn en tempsO(n2)
EXACT : CALL � G��� (xn ) ! 
 until j
 j = n; return 
 ;

M�emoire Pr�etraitement Temps par g�en�eration

Markov

R�ecursif

Boltzmann

O(log(n)) O(log(n)) inconnu

O(n5 log(n)) O(n7)

f taille exacteg

O(n3) f taille exacteg

O(log(n)k ) O(log(n)k ) O(n2)
O(n)

f taille exacteg
f taille approx.g

(on observeO(n3))

M : Denise-Vasconcellos-Welsh 1996 R : Bodirsky-Gr•opl-Kang 2003
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Implantation

3-connected

3-connected 3-connected

1) On se donne un ensemble de tailles cibles n = (1000; 10000; 100000; 1000000)

par des tirages al�eatoires

50 types de branchements

2) Pour chaque taille cible n, on �evalue les s�eries g�en�eratrices

3) On engendre l'arborescence

Graphe planaire = arborescence de
composantes 3-connexes planaires

4) On engendre chaque composante 3-connexe

de graphes planaires en xn = �
�

1 � 1
2n

�

calcul de 50 vecteurs permettant

�a partir d'un arbre binaire al�eatoire

de faire les tirages al�eatoires

. { p.47/51



Exp�erimentations (1)
Soit X n le nombre d'arêtesd'un graphe planaire al�eatoire �an
sommets.
Th�eor�eme: (Gim�enez, Noy 2005)
Il existe une constante� � 2:2132telle que

X n

n
! � en proba: quand n ! 1

2.18

2.2

2.22

2.24

ratio edges-vertices

0 20 40 60 80

Tries in chronological order
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Exp�erimentations (2)
Conjecture:Soit Yn;k la proportion de sommets dedegr�e k
d'un graphe planaire al�eatoire �an sommets.
Alors il existe une distribution(pk)k� 1 telle que

Yn;k !
n!1

pk en proba: quand n ! 1

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

proportion

2 4 6 8 10 12 14

degree
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Bilan de la th�ese

!

!
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Autres travaux

!

!

!
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