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IntroductionLa notion de carte planaire se trouve, à l'instar de tout objet mathématique intéressant, àla croisée des chemins de théories a priori sans rapport. Comme formalisme adéquat à l'étudetopologique des plongements de graphes dans les surfaces, les cartes sont naturellement à la basede la théorie des graphes topologiques. Comme codage e�cace de l'information topologique sous-jacente à toute représentation géométrique, leurs versions combinatoires apparaissent dans diversaspects de l'informatique graphique, en particulier pour les dessins e�ectifs de graphes.Il est peut-être plus surprenant que ces objets soient au centre d'une branche complète dela physique statistique, sous le nom de surfaces aléatoires [31, 57] ; ainsi l'étude de transitionsde phases dans des milieux bidimensionnels utilise, entre autres techniques, la discrétisation dessurfaces qui consiste à remplacer les surfaces continues (sur lesquelles la mesure de probabilité esttrès di�cile à étudier) par des surfaces discrètes, qui sont exactement les cartes (quand le nombrede faces tend vers l'in�ni on approche le cas continu).Pour les mathématiciens, les cartes sont plus connues sous le nom de dessins d'enfants. Cetteterminologie est issue de l'esquisse d'un programme dans laquelle A. Grothendieck [82, 126] proposel'étude du groupe de Galois absolu de Q=Q au moyen de concepts élémentaires, si simples qu'unenfant peut les connaître en jouant (avec l'aplomb habituel du mathématicien parlant des conceptsqu'il manipule tous les jours). Les rapports entre cartes et revêtements de sphères, déjà implicite-ment présents dans les travaux d'Hurwitz à la �n du siècle dernier, sont enrichis dans cette théoriepar des aspects algébriques et arithmétiques. Dans ce domaine, la théorie est soutenue par l'étudeexpérimentale des petits dessins, et fait l'objet d'interactions fructueuses entre l'algorithmique, lesgroupes et les dessins de graphes [56, 156].Plus généralement la planarité est un concept important de l'algorithmique des graphes. Detrès nombreux problèmes béné�cient pour cette classe de graphes de solutions bien plus e�cacesque celle des graphes généraux. Et le plus souvent, pour tirer parti de la planarité, ces algorithmescommencent par construire une carte planaire (ou plus insidieusement par la supposer donnée).Paradoxalement en e�et, les cartes, a priori plus complexes que les graphes, sont plus simples àbien des égards lorsqu'on s'intéresse à la planarité. Ce paradoxe n'en est d'ailleurs pas vraimentun, puisque les cartes planaires contiennent la description de leur planarité, par opposition auxgraphes planaires, pour lesquels le plongement se contente d'exister. C'est en partant de ce constatque di�érents auteurs, en particulier W.T Tutte, ont étudié les propriétés combinatoires des cartesavec en point de mire une preuve du théorème des quatre couleurs. S'ils ne sont pas parvenus à cerésultat, ils ont contribué à développer l'étude de plusieurs aspects des cartes planaires.11



12William T. Tutte a ainsi indéniablement posé les bases de la théorie énumérative descartes planaires au début des années soixante dans une série d'articles qui se regroupentsous le titre générique de �A census of : : : � [136, 135, 137, 139]. Ces articles sont novateurs parles techniques combinatoires mises en ÷uvre. Non contentes d'être particulièrement élégantes, cescontributions tranchent avec l'absence de résultats qui caractérise, encore aujourd'hui, les pro-blèmes d'énumération de graphes et plus particulièrement de graphes planaires. Ce désarroi del'énumérateur devant les graphes planaires pourrait ne concerner que son amour propre, s'il necachait une profonde méconnaissance des propriétés statistiques des graphes planaires. En e�et,si leurs propriétés extrémales sont très étudiées et assez bien connues, il n'y a quasiment aucunecontrepartie planaire aux milliers de pages qui traitent de l'étude des graphes (généraux) aléatoires(voir [25] ou [103]). Suivant l'idée développée plus haut, il est alors naturel d'attaquer le problèmevia les cartes planaires. On obtient ainsi des propriétés statistiques des graphes pour la distribu-tion biaisée mais naturelle du nombre de plongements planaires. Notons au passage que lorsque lesgraphes considérés sont 3-connexes, le théorème de Whitney nous donne essentiellement l'unicitédu plongement planaire et la distribution n'est même plus biaisée. Nous nous plaçons dans cetteoptique.Les propriétés statistiques des cartes ont été continûment étudiées depuis les articles fondateursde W.T. Tutte. L'approche initiale de cet auteur, basée sur des décompositions combinatoires asso-ciées à l'usage de séries génératrices a largement fait ses preuves [34, 142, 144, 32, 33, 117, 150, 68,30]. Combinée aux techniques d'analyse asymptotique, sous l'impulsion de E.A. Bender et al., ellea permis d'étendre l'étude aux cartes de genre supérieur [17, 13, 12]. Lorsque les résultats exactssont trop di�ciles à obtenir ou à utiliser, ces techniques permettent de dégager des comportementsasymptotiques. C'est ainsi qu'ont été données de nombreuses con�rmations de l'hypothèse d'uni-versalité qui décrit la dépendance des nombres asymptotiques de cartes en fonction du genre de lasurface de plongement [8, 67]. Certains paramètres combinatoires peuvent être étudiés par ce bais[153, 89, 10, 15]. Néanmoins ces méthodes ne s'appliquent qu'à certaines statistiques, compatiblesavec les décompositions de W.T. Tutte.Coder les cartes en termes de permutations (voir [38, 40] et les références données là) permetde relever certains aspects du problème dans un contexte algébrique : l'énumération des cartesest ramenée au calcul de certaines constantes de structure, c'est-à-dire à l'étude des factorisationsd'une permutation en produits de permutations de types cycliques donnés. Les élégants résultatsen termes des caractères du groupe symétrique qui peuvent être obtenus ainsi s'étendent auxconstellations, orientables ou non, comme l'ont montré I.P. Goulden et D.M. Jackson [96, 93, 92,75, 74]. Ces résultats d'énumération, qui ont trouvé des applications profondes et surprenantes [86,70, 94] restent cependant intrinsèquement limités aux familles de cartes dé�nies par les (quelques)propriétés qui se traduisent facilement en termes algébriques. De plus l'usage des caractères dugroupe symétrique handicape lourdement les calculs qu'il faut mener pour la détermination explicitedes constantes de structure. Ceci amène à rechercher des expressions explicites alternatives.Par ailleurs, les codages en termes de permutations sont les outils incontournables de la ma-nipulation algorithmique des cartes. Les bibliothèques d'algorithmes de graphes qui traitent des



INTRODUCTION 13problèmes de planarité et de plongement en font systématiquement usage [104, 46].Les modèles de matrices aléatoires sont les outils de la technique assez souple qu'utilisent lesphysiciens statisticiens, pour lesquels comme on l'a dit, les cartes sont des graphes sur surfacesaléatoires. Une vaste littérature leur est consacrée dont l'accès est rendu di�cile par de grandesdi�érences de terminologie. Pourtant les résultats, qui sont principalement de nature asymptotique,rejoignent ceux de la combinatoire énumérative, en particulier au niveau de l'hypothèse d'univer-salité mentionnée plus haut, de même que les techniques, qui font appel à l'analyse. Un e�ortd'adaptation commence à se faire jour de part et d'autre (cf. [23, 155, 91, 94]) qui laisse penserque les interactions avec ce domaine vont se développer rapidement.L'approche bijective consiste à rechercher des bijections et des codages avec des objets simples,en particulier des arbres ou des mots. Comme l'a souvent montré X. Viennot [147], cette approche,bien que di�cile à mettre en ÷uvre, peut donner lorsqu'elle aboutit des résultats très esthétiques.En restant très près de la structure, elle débouche aussi en général sur des propriétés constructivesdes objets. Dans le domaine des cartes planaires, les premiers résultats ont été obtenus par R. Coriet al. sous l'impulsion de M.P. Schützenberger [38, 42, 43, 4] et ont permis de coder les cartes pardes arbres étiquetés. Les preuves bijectives de résultats d'énumération ont aussi souvent l'avantagede conduire à des algorithmes de tirage au hasard.La génération aléatoire, qui a pris un grand essor ces dernières années, permet l'analyse ex-périmentale de statistiques autrement inaccessibles ; on tire au hasard un grand nombre d'objetschoisis uniformément parmi les objets de même taille, et on mesure les paramètres intéressants.Des modèles statistiques permettent alors d'en déduire des informations sur le comportement pro-bable de ces paramètres. La génération aléatoire permet aussi de tester la complexité pratiqued'algorithmes. Les rares algorithmes de génération aléatoire qui apparaissent dans la littérature oudans les bibliothèques d'algorithmique des graphes ne permettent pas d'obtenir (même à peu près)uniformément des graphes planaires de plus de quelques centaines d'arêtes. De plus, même dans cesdomaines de taille, ces algorithmes restent en général assez lents (voir [49] par exemple). La seuleexception notable est un algorithme quadratique pour les cartes planaires [48], basé sur le codagepar les arbres étiquetés évoqué ci-dessus. Cet algorithme reste limité à une famille particulière decartes et ne permet pas de dépasser quelques milliers d'arêtes.Notre contribution se situe principalement dans le cadre de l'approche bijective. Nous re-venons sur les résultats de codage de cartes en termes d'arbres étiquetés pour en donner unenouvelle présentation car ils permettent de ramener l'étude des cartes de genre supérieur à celledes cartes étiquetées à une face. Cependant ces arbres et cartes étiquetés ne sont pas encore desstructures su�samment simples pour donner une explication complète de la surprenante élégancedes formules de W.T. Tutte. Dans ce but nous introduisons la conjugaison d'arbres, qui nous per-met de donner des interprétations en termes d'arbres plans élémentaires comme les arbres binairesou ternaires complets. Les techniques que nous employons sont, là encore, réminiscentes des idéesde M.P. Schützenberger sur l'utilisation des mots pour le codage des structures combinatoires.Notre approche nous permet de dénombrer les constellations planaires : nous étendons ainsi simul-tanément les formules de W.T. Tutte pour les cartes et un théorème d'Hurwitz sur l'énumération



14des revêtements de la sphère. Outre son côté esthétique qui a sans doute servi de moteur à notrerecherche, la conjugaison d'arbres donne des informations structurelles sur les cartes. Par exemple,nous l'utilisons pour établir une borne sur le diamètre moyen des cartes. De plus les codages entermes de mots qui découlent de nos bijections donnent un moyen simple de tirer des cartes auhasard.À l'aide de la conjugaison d'arbres nous obtenons une première famille d'algorithmes de gé-nération aléatoire pour quelques familles de cartes planaires. Nos algorithmes ont une complexitélinéaire et permettent d'obtenir �instantanément� des cartes représentatives avec plusieurs cen-taines de milliers de sommets. Dans un second temps, en introduisant le tirage par extraction/rejet,nous obtenons des algorithmes pour de nombreuses familles intéressantes. En particulier les tiragesdes graphes 3-connexes (graphes de polyèdres convexes) à nombre de sommets et arêtes �xés, oudes graphes 4-connexes maximaux planaires (graphes de triangulations convexes irréductibles) cou-ronnent nos e�orts. Ces algorithmes doivent pour fonctionner e�cacement être accordés (au sensmusical du terme). Cette opération nécessite une bonne connaissance de la taille du noyau d'unecarte. Heureusement, ce paramètre combinatoire entre dans la catégorie évoquée ci-dessus des pa-ramètres compatibles avec les décompositions de W.T. Tutte. Nous présentons donc une étudedétaillée de sa distribution limite en utilisant des techniques analytiques. En�n nous utilisons lesgénérateurs pour compléter expérimentalement nos statistiques.Sur les surfaces de genre plus élevé que la sphère, une fois démontré le résultat de réduction auxcartes étiquetées à une face, nous étudions principalement les cartes et constellations à une face. Àl'aide des codages par permutations nous présentons pour l'énumération de ces cartes une formulequi uni�e di�érents résultats présents dans la littérature. L'originalité de cette contribution résideprincipalement dans l'association de l'approche algébrique avec les méthodes bijectives.En conclusion, cette thèse s'appuie sur di�érentes approches, bijective, analytique et, dansune moindre mesure, algébrique pour étudier les cartes. L'introduction en particulier de lanotion de conjugaison d'arbres, mais aussi de di�érentes autres techniques bijectives, est notre outilcentral. Il nous permet à la fois d'obtenir de nouveaux résultats d'énumération et d'en convertird'autres, déjà connus, en algorithmes performants. Nos programmes de génération aléatoire sontdestinés à rejoindre la bibliothèque d'algorithmique des graphes planaires développée à l'éhéss[46]. Ils doivent permettre l'évaluation et la comparaison des performances pratiques de di�érentesapproches, par exemple pour les tests de planarité. Ils ouvrent aussi des perspectives d'étudesexpérimentales des paramètres des cartes et graphes planaires.



RésuméCette thèse est constituée d'un chapitre préliminaire, suivi de deux parties. La première estconsacrée aux cartes planaires et chemine à travers trois chapitres de combinatoire énumérativepour déboucher au chapitre cinq sur des algorithmes de génération aléatoire de graphes planaireset de polyèdres convexes. La seconde retourne à l'énumération pour des cartes plongées dans dessurfaces de genre supérieur.Le chapitre préliminaire introduit les cartes ou plongements d'un graphe connexe dans unesurface, au travers des méthodes de W.T. Tutte pour l'énumération des cartes planaires enracinées.Le deuxième chapitre donne une lecture nouvelle des résultats de W.T. Tutte, à l'aide de laconjugaison d'arbres (section 2.1). Cette méthode originale de codage et d'énumération des cartes,s'étend aux constellations planaires pour englober au troisième chapitre (fruit d'une collaborationavec Mireille Bousquet-Mélou) un résultat d'A. Hurwitz sur l'énumération de revêtements de lasphère (section 3.1).Le quatrième chapitre concerne la taille du noyau d'une carte planaire. Nous étendons unrésultat de E.A. Bender et al., d'abord en montrant que la distribution que ces auteurs ont étudiéesur un exemple est commune à de nombreux types de noyaux, puis en en proposant un analogueà deux variables (section 4.1). Nous obtenons aussi une borne sur le diamètre moyen que nouscomplétons par des données expérimentales (section 4.5).Le cinquième chapitre introduit le tirage par extraction-rejet. Combinée avec les trois chapitresprécédents, cette nouvelle méthode donne des algorithmes de tirage aléatoire uniforme e�caces, enparticulier pour les graphes planaires 3- et 4-connexes, (i.e. polyèdres et triangulations convexes)(section 5.4).La seconde partie débute au chapitre six par une bijection (obtenue avec Michel Marcus) entrecartes et cartes étiquetées à une face de même genre (appelées g-arbres). Le reste de cette thèse estalors consacré à ces g-arbres, qui généralisent les arbres plans usuels. Au chapitre six �gure encoreune approche nouvelle d'une récurrence de J. Harer et D. Zagier et une extension d'un résultat deA.B. Lehman.Finalement le septième chapitre (issu d'une collaboration avec Alain Goupil et DominiquePoulalhon) est consacré à un mariage original entre les approches algébriques et bijectives, quidonne des formules complexes mais très générales pour l'énumération des g-arbres. En termes(équivalents) de permutations nous donnons une formule pour le nombre de factorisations d'uncycle maximal en produit de permutations de type cyclique �xés (section 7.1). Ainsi sont uni�ésles di�érents résultats connus sur ce problème. 15
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Chapitre 1Premiers pas autour des cartesCe chapitre est consacré à introduire les cartes et à amorcer leur étude. Pour cela, après avoirdonné quelques dé�nitions, propriétés et outils fondamentaux (sections 1.1, 1.2 et 1.4), nous nouslivrons à une relecture rapide des travaux de W.T. Tutte sur l'énumération des cartes (sections 1.3et 1.5).1.1 Éléments fondamentauxDans cette section, nous rappelons rapidement quelques dé�nitions et propriétés des grapheset de leurs plongements dans les surfaces, les cartes. Les notions que nous utilisons sont classiques,voir les livres de C. Berge [20], de W.T. Tutte [145], et de J.L. Gross et T.W. Tucker [81].1.1.1 Graphes, surfaces et cartesNous introduisons la plupart des objets qui nous intéressent au �l du texte, réservant les dé�-nitions plus formelles à une ou deux notions clefs. Nous ne nous attardons pas au début sur desnotions que nous considérons comme classiques1 : elles n'apparaissent qu'a�n de préciser notreusage d'un vocabulaire malheureusement plutôt mouvant...Graphes et isomorphismes de graphesUn graphe G est formé d'un ensemble �ni de sommets VG et d'un ensemble �ni d'arêtes AG.Chaque arête a a deux extrémités qui sont des éléments de VG, éventuellement identiques. Unearête dont les deux extrémités sont identiques est une boucle et un graphe peut contenir plusieursarêtes ayant les mêmes extrémités, qui sont alors quali�ées de multiples.Un graphe est simple s'il ne contient ni boucle ni arêtes multiples. L'usage, dans d'autrestextes, est parfois d'appeler graphes nos graphes simples et multigraphes nos graphes. Cependantles boucles et arêtes multiples sont essentielles dans le contexte des plongements de graphes, ce quimotive notre choix (qui est aussi celui de [81] par exemple).1Voir en particulier [81]. Un lecteur observateur de cet ouvrage reconnaîtra en passant l'une ou l'autre �gure.17
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dFig. 1.1: Deux dessins d'un même graphe, avec VG = fu; v; wg, EG = fa; b; c; dg. Les extrémitésde a, b et c sont fu; ug, fu; vg et fv; wg.Une arête a est incidente à un sommet s si s fait partie des extrémités de a. Nous dironsindi�éremment que le sommet s est incident à l'arête a ou que l'arête a est incidente au sommets. Une boucle a d'extrémité s est incidente deux fois à s. Le degré d'un sommet s d'un graphe Gest le nombre total d'incidences de s avec des arêtes de G. Rappelons qu'une partition d'un entiern est une suite (�1 � : : : � �k) d'entiers strictement positifs dont la somme est n. Si un graphepossède n arêtes, alors les degrés de ses sommets forment une partition de 2n.Bien que nous ayons donné ici une dé�nition combinatoire des graphes, nous ne ferons pas dedi�érence entre ces graphes et des graphes topologiques, fait de points reliés par des arêtes.Soit G et G0 deux graphes. Un isomorphisme de graphes est formé d'une bijection de VG sur VG0 ,et d'une bijection de AG surAG0 qui préservent les incidences (i.e. telle que les extrémités de l'imaged'une arête de G soient les images des extrémités de cette arête). Deux graphes sont isomorphess'il existe un isomorphisme entre eux, cette relation est une relation d'équivalence et les classesd'isomorphisme sont souvent appelées des graphes non étiquetés. Un isomorphisme d'un graphesur lui-même est appelé automorphisme. Pour l'opération de composition les automorphismes d'ungraphe G forment un groupe, noté Aut(G) et appelé groupe d'automorphisme du graphe G.Nous ne donnons pas les dé�nitions de connexité, cycle, arbre, etc. pour lesquelles il n'y a pasd'ambiguïté.Plongements, cartes et cartes enracinéesNous voulons nous intéresser aux di�érentes manières de dessiner un graphe dans le plan.Comme on peut traiter chaque composante connexe séparément, nous ne considérons plus dans lasuite que des graphes connexes.La �gure 1.1 montre ainsi deux dessins d'un même graphe. Le second est plus satisfaisant dansla mesure où les arêtes ne se croisent pas de manière intempestive. Étant donné un graphe G, nousconsidérerons ses plongements, qui sont les dessins de G dans lesquel les arêtes ne se rencontrentqu'au niveau des sommets. Si le graphe G admet un tel plongement dans le plan, on dit que G estun graphe planaire.Nous allons considérer plus généralement les plongements dans une surface compacte et sansbord. Bien entendu le plan n'est pas compact, mais, comme il ne di�ère de la sphère que par unpoint à l'in�ni, on ne perd rien à considérer des plongements dans la sphère en lieu et place des
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Fig. 1.2: Les surfaces compactes orientables de genre 0, 1 et 2...
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Fig. 1.3: Le plongement planaire d'une carte planaire (i.e. sphérique) dépend du choix du pôle P .plongements dans le plan.Les surfaces (compactes sans bord) sont complètement classi�ées à déformation continue près :la donnée de leur orientabilité (orientable ou non) et de leur genre (un entier naturel) su�t à lescaractériser. En particulier l'unique surface orientable de genre 0 est la sphère, et nous appelonstore à g trous l'unique surface orientable de genre g pour g > 0. Nous référons pour plus de détailsau livre de W.S. Massey [114] et dans la suite nous ne considérons plus que des surfaces orientables,bien que tout ce que nous allons dire puisse sans grande di�culté être adapté au cas non orientable.Le plongement d'un graphe G dans une surface S découpe S en faces : les faces sont lescomposantes connexes de S nG. Un plongement est cellulaire si toutes ses faces sont simplementconnexes, c'est-à-dire si ce sont des déformations continues du disque unité ouvert de R2 .Dé�nition 1.1 Une carte topologique C = (G;S; �) est un plongement cellulaire � d'un grapheconnexe G dans une surface S compacte sans bord, dé�ni à déformation continue près de la surface(orientée) S. Une carte est planaire si la surface de plongement est la sphère.De même que la frontière des arêtes contient des sommets et dé�nit la relation d'incidence entresommets et arêtes, la frontière des faces est formée d'arêtes et de sommets, ce qui nous permet dedé�nir la relations d'incidence entre arêtes et faces et entre sommets et faces. Remarquons qu'unearête est toujours incidente à deux faces (éventuellement deux fois la même), mais qu'un sommetet une face peuvent être incidents un nombre arbitraire de fois. Le degré d'une face est le nombred'incidences de cette face avec des arêtes (ou avec des sommets).La �gure 1.4 montre quatre plongements cellulaires planaires d'un même graphe. Remarquonsque pour représenter ces plongements (dans la sphère) il nous faut projeter la sphère sur le plan,ce qui se fait par une projection stéréographique (cf. �gure 1.3). Cette projection crée une face
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Fig. 1.4: Quatre plongements cellulaires d'un même graphe.�in�nie� pour chaque carte qu'il faut quand même considérer comme simplement connexe. Lesdeux premiers sont di�érents : le premier a des faces de degré 1, 4 et 5, alors que le second àdes faces de degré 1, 2 et 7. Par contre les trois derniers sont identiques : entre le deuxième et letroisième on a continuement déformé la sphère. Quant au quatrième, il est obtenu en choisissantune autre face in�nie pour faire la projection stéréographique.Nous allons maintenant dé�nir trois variantes des cartes : les cartes non étiquetées, étiquetéeset enracinées, en nous appuyant sur la notion d'isomorphisme. Ces notions sont illustrées par la�gure 1.5.Premièrement la dé�nition d'isomorphisme de graphes s'étend immédiatement aux cartes topo-logiques : deux cartes topologiques C = (G;S; �) et C 0 = (G0; S0; �0) sont isomorphes s'il existeun isomorphisme � de graphe entre G et G0 et une déformation continue 	 de S en S0 tel que�0 � � = 	 � �. En d'autres termes, ceci revient à dire que les sommets, arêtes et faces de lapremière carte sont envoyées respectivement sur celles de la seconde carte en respectant les troisrelations d'incidence (sommets-arêtes, arêtes-faces, sommets-faces). Les classes d'équivalence pourl'isomorphisme de cartes sont appelées cartes non étiquetées.Un étiquetage (des arêtes) d'une carte (G;S; �) est une application bijective de EG dansf1; : : : ; jEGjg. Deux cartes munies d'un étiquetage sont isomorphes s'il existe un isomorphismede cartes entre elles qui respecte l'étiquetage. Les classes d'équivalences pour ces isomorphismessont appelées cartes étiquetées.En�n, étant donnée une carte (G;S; �), nous pouvons la munir d'une racine, i.e. choisir unearête et l'orienter. Deux cartes munies d'une racine sont isomorphes s'il existe un isomorphisme decartes entre entre elles qui envoie la racine de l'une sur la racine de l'autre. Les classes d'équivalencespour ces isomorphismes sont appelées cartes enracinées.La relation d'Euler sur la sphère, énoncée par Euler dès 1750 relie les nombres de sommetss(C), de faces f(C) et d'arêtes a(C) de toute carte planaire C :s(C) + f(C) = a(C) + 2:Cette formule s'étend aux surfaces compactes sans bord orientées.
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�Fig. 1.5: Une carte non étiquetée, une carte étiquetée et une carte enracinée.Théorème 1.2 (Formule de la caractéristique d'Euler) La caractéristique d'Euler d'une carteC = (G;S; �), dé�nie par �E(C) = s(C) + f(C)� a(C);ne dépend que du genre g de la surface S :�E(C) = 2� 2g:On peut véri�er par exemple cette relation sur la carte de la �gure 1.5. Le nombre d'arêtes est 10,le nombre de sommets est 8, le nombre de faces est 4. La caractéristique d'Euler est donc 2, enaccord avec g = 0 pour la sphère.1.1.2 Permutations et cartes combinatoiresSi les graphes topologiques permettent une visualisation aisée, l'implantation des algorithmessur les graphes est naturellement plus commode avec les graphes combinatoires qui sont des objetsdiscrets, �nis et qui capturent toute l'information structurelle. Nous allons maintenant introduireles cartes combinatoires qui jouent le même rôle pour les cartes. Voir [40] pour plus de détails, enparticulier sur les propriétés des automorphismes de cartes.Considérons la carte étiquetée de la �gure 1.5. Nous cherchons à caractériser ce plongementparticulier du graphe sous-jacent. Remarquons que sur chaque sommet, le plongement induit unordre cyclique des arêtes autour de chaque sommet. Ce graphe est biparti i.e. les sommets sontde deux couleurs et chaque arête joint deux sommets de couleurs distincte. Ainsi chaque arêteapparaît une fois et une seule autour d'un sommet blanc. Les sommets blancs dé�nissent doncune permutation des arêtes, � = (1; 5; 6)(2)(3; 10; 7; 8; 9; 4), en notation cyclique. Il en va de mêmepour les sommets noirs qui dé�nissent une permutation � = (1; 3)(2; 10; 6)(4; 8)(5; 7)(9). Ainsi via lapermutation �, l'arête 1 est envoyée sur l'arête 3, qui la suit dans le sens direct autour d'un sommetnoir. Via la permutation �, cette arête 3 est à son tour envoyée autour du sommet blanc qui la bordesur l'arête 10. Si on recommence avec �, 10 va sur 6 puis avec �, 6 va retombe sur 1. Nous avonsfait le tour d'une face. Plus généralement les cycles du produit �� = (1; 10)(2; 7; 6)(3; 5; 8)(4; 9)sont en bijection avec les faces de la carte : les étiquettes d'un cycle sont les arêtes qui bordentla face correspondante du sommet noir vers le sommet blanc en sens direct autour de la face2 et2Attention à la face in�nie dont l'orientation est inversée du fait de la projection stéréographique.
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Fig. 1.6: Une carte enracinée sur le tore, et la même étiquetée sur le tore polygonal. La ra-cine correspond au brin 1. Les permutations sont � = (1; 5)(2; 3)(4; 7)(6; 9)(8; 10) et � =(1; 8; 2)(3; 9; 10; 4)(5; 6; 7).une face de degré 2` est associée à un cycle de longueur `. On voit aussi que les déplacementsdans la carte se traduisent par l'application de � ou �. Comme la carte est connexe, ceci impliqueque toute arête i peut être envoyée sur l'arête 1 par une suite d'application de � ou �. Une façond'énoncer cette propriété est de dire que le sous groupe h�; �i de Sn engendré par � et � (appeléparfois groupe cartographique) agit transitivement sur f1; : : : ; ng.Inversement étant données deux permutations � et �, nous pouvons calculer �� et associerà chaque cycle de longueur ` de cette permutation un polygone (ou une face) de degré 2` dontla moitié des arêtes sont étiquetées. Puis la permutation � permet de retrouver les étiquettesdes autres arêtes autour de chaque polygone. L'identi�cation deux-à-deux de tous les couples decôtés de polygones qui portent la même étiquette ne laisse aucun côté libre. Un peu de topologiegénérale3 nous enseigne alors que le résultat de cette opération est une surface compacte sur laquelleest dessinée une carte.Ceci nous amène à laDé�nition 1.3 Soit n un entier positif et Sn le groupe des permutations de f1; : : : ; ng. Soit �, �et � trois partitions de n.Une carte combinatoire bipartie à n arêtes de distribution [�; �; �] est un triplet de permutations(�; �; ) de Sn telles que� le produit �� est égal à la permutation identité,� le sous-groupe h�; �; i de Sn engendré par les trois permutations �, � et  agit transitivementsur f1; : : : ; ng.La discussion précédente justi�e alors leThéorème 1.4 Les cartes topologiques étiquetées biparties à n arêtes sont en bijection avec lescartes combinatoires biparties à n arêtes. De plus cette bijection envoie les cartes topologiques dontles degrés des sommets noirs, blancs et des faces sont �, � et � sur les cartes combinatoires dedistribution [�; �; �].3Voir les beaux dessins de [114, Chapitre 1] ou, pour des références plus spéci�ques, [81, Section 3.2]



1.1. ÉLÉMENTS FONDAMENTAUX 23La restriction aux cartes biparties n'en est pas vraiment une. En e�et, les cartes quelconquesà n arêtes sont en bijection avec les cartes biparties à 2n arêtes dont tous les sommets blancs sontde degré deux : il su�t de considérer le milieu de chaque arête comme un sommet blanc ! Lesdeux parties de chaque arête ainsi crées sont appelées les brins4 et peuvent être numérotée de 1à 2n. Ainsi les cartes topologiques quelconques à n arêtes sont associées aux triplets (�; �; ) depermutations de S2n dans lesquel � est une involution sans point �xe.Il est bien entendu possible de traduire aussi en termes de permutations les variantes nonétiquetées et enracinées. Nous nous contentons de la seconde qui sera utile. Soit C = (�; �; ) etC 0 = (�0; �0; 0) deux cartes combinatoires. Un isomorphisme de cartes enracinées de C sur C 0 estune permutation � des arêtes (ou des brins pour les cartes quelconques) qui laisse �xe l'élément 1et telle que �0 = ��1��;�0 = ��1��;0 = ��1�:En d'autres termes il s'agit d'un réétiquetage des arêtes qui laisse �xe l'arête 1. Les classes d'équi-valences pour cette relation d'isomorphisme sont appelées les cartes enracinées, et il est clair quecette notion d'enracinement correspond à celle des cartes topologiques.Cependant un des premiers résultats que nous permet d'obtenir facilement l'utilisation descartes combinatoires est le suivant :Propriété 1.5 Il y a (n � 1)! cartes étiquetées à n brins, isomorphes en tant que cartes nonétiquetées à une carte enracinée donnée.Démonstration. Les permutations laissant �xe le brin 1 agissent par réétiquetage sur les cartesétiquetées : � � (�; �; ) = (��1��; ��1��; ��1�) et, par dé�nition, les cartes enracinées sont lesorbites de cette action. Le nombre de cartes étiquetées correspondant à une carte enracinée donnéeest donc le nombre d'éléments de l'orbite associée. Or le cardinal d'une orbite est égal au cardinaldu groupe, (i.e. (n�1)! puisque 1 est laissé �xe), divisé par le nombre de permutations � telles que� � (�; �; ) = (�; �; ). Maintenant, si �(1) = 1 et � commute avec � et �, comme tout i s'envoiesur 1 par une suite d'application de � et �, on a �(i) = i pour tout i. 2Pour �nir remarquons qu'il est possible de calculer directement à l'aide des permutations legenre de la surface S dans laquelle est plongée toute représentation topologique d'une carte com-binatoire donnée. En e�et selon la formule de la caractéristique d'Euler, le genre est donné parg = 12(2 + a(C)� s(C)� f(C)) = 12(2 + c(�) � c(�)� c()) (1)où, pour toute permutation �, c(�) désigne le nombre de cycles de �.À partir de maintenant nous allons donc parler de cartes, sans qu'il soit utile de préciser s'ils'agit de cartes topologiques ou combinatoires.4ou des demi-arêtes, des darts, des �èchettes ou encore des drapeaux (pour se limiter à la terminologie française).On pourra trouver dans [80] une discussion des nombreuses variantes possibles de cette équivalence de catégorie(sic !).
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Fig. 1.7: Deux cartes planaires duales dont les brins sont étiquetés.Naturellement, dans les �gures nous employons des cartes topologiques, dans les algorithmes descartes combinatoires. Nous ne nous poserons pas ici le problème du dessin e�ectif et automatique5des cartes combinatoires sous la forme de cartes topologiques, bien que celui-ci fasse l'objet denombreuses études (voir [50] pour une bibliographie détaillée).1.1.3 Dualité, connexitéPour conclure l'introduction des concepts fondamentaux de cette thèse, nous présentons quelquesnotions qui nous servent régulièrement.Soit C une carte, la carte duale C 0 est dé�nie de la façon suivante : dans chaque face de C, onmet un sommet de C 0 et à travers chaque arête de C, on place une arête de C 0. Ainsi les sommetsde C 0 sont en bijection avec les faces de C, les faces de C 0 avec les sommets de C et les arêtes de C 0et de C se correspondent. Remarquons que la dualité est une application involutive sur les cartes.La �gure 1.7 montre une carte et sa duale. Cette carte n'est pas bipartie, il faut donc étiqueter lesbrins dans le cas où on veuppt la décrire par une carte combinatoire. La dualité se décrit très bienen termes de permutations : l'involution � reste identique et les permutations faces et sommetss'échangent (en changeant d'orientation, i.e. en étant inversée).Remarquons que la dualité est bien un concept lié aux cartes : deux plongements di�érents d'unmême graphe planaire, dé�nissent des cartes duales distinctes, dont les graphes sous-jacents n'ontpas de raison d'être isomorphes.Nous serons amenés à utiliser les concepts de séparateurs, ou de cocycles. Un k-séparateur estun ensemble de k sommets tel qu'il existe une partition des arêtes en deux ensembles non vides telsque les k sommets soient les seuls sommets incidents à la fois à ces deux ensembles. La �gure 1.8(a)montre un 3-séparateur. Un k-cocycle est un k-uplet d'arêtes distinctes a1; : : : ; ak telle que pourtout 1 � i < j � k + 1, les arêtes ai et aj sont incidentes à une même face si i + 1 = j et ne lesont pas si i+1 6= j (par convention, ak+1 désigne a1). De manière équivalente, un k-cocycle d'unecarte est un cycle simple de la carte duale. La �gure 1.8(b) montre un 3-cocycle.Le lemme de Jordan dit que toute courbe simple fermée sépare la sphère en deux composantes5certains auteurs parlent d'incrustation pour marquer la di�érence avec le plongement (i.e. le choix d'une carteétant donné un graphe)
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Fig. 1.8: (a) Un 3-séparateur (en blanc). (b) Un 3-cocycle (en pointillé).simplement connexes. Pour les cartes il s'énonce sous la forme suivante.Lemme 1.6 (de Jordan) Tout cycle simple d'arêtes dé�nit dans une carte deux composantes,contenant chacune au moins une face. Si la carte est enracinée, on appelle composante externecelle qui contient la face racine et composante interne l'autre.Ce lemme implique que dans une carte planaire un k-cocycle sépare une carte en deux composantesconnexes contenant chacune au moins un sommet. Par exemple un 1-cocycle est appelé un pont.Remarquons qu'en genre supérieur un k-cocycle peut ne pas séparer deux composantes connexes.Une carte planaire est appelée non séparable si elle ne contient pas de 1-séparateur. Cette notioncorrespond à la 2-connexité du graphe sous-jacent et à l'absence de boucle (sauf pour les deuxcartes réduites à une arête qui sont non séparables suivant la dé�nition des 1-séparateurs). Plusgénéralement pour k � 3 une carte planaire est k-connexe si elle ne contient pas de k-séparateur.1.2 Énumération exacte, séries génératricesPour obtenir rapidement des résultats d'énumération, nous faisons fréquemment appel auxséries génératrices ordinaires, qui sont adaptées aux décompositions de cartes. On trouve dansla littérature d'autres types de séries génératrices : séries génératrices exponentielles, séries deDirichlet, séries de probabilité, q-séries, séries de Newton, etc. Voir [131, 127] pour des discussionsplus complètes.On considère une famille F d'objets combinatoires munis d'un paramètre entier positif, que l'onappelle la taille des objets. On note jf j la taille d'un objet f de F . La série génératrice ordinairede la famille F selon la taille est la série formellef(x) = Xf2F xjf joù x est une indéterminée. Bien sûr cette série génératrice n'a de sens que si pour tout n � 0, lenombre fn d'éléments f de F de taille jf j = n est �ni. La série génératrice peut alors s'exprimersous la forme f(x) =Xn�0 fnxn:Pour indiquer que fn est le coe�cient de xn dans la série formelle f(x), on utilise souvent lanotation fn = [xn]f(x).
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Fig. 1.9: Un arbre binaire et sa décomposition.La motivation principale pour l'introduction des séries génératrices est l'existence de �diction-naire� de traduction entre opérations combinatoires et opérations sur les séries.Soit F et G deux familles d'objets combinatoires. Notons fn et gn les nombres d'objets detailles n et f(x) et g(x) les séries génératrices des familles F et G. Alors on dispose des opérationscombinatoires suivantes.� Union disjointe. Soit H = F + G l'union des deux familles : un objet de H est soit un objetde F , soit un objet de G. Le nombre d'objets de taille n de H est hn = fn + gn et donch(x) = f(x) + g(x):� Produit. Soit H = F � G le produit cartésien des deux familles : un objet de H est un coupleformé d'un élément de F et d'un élément de G. La taille d'un élément (f; g) de H est pardé�nition jf j+ jgj. Le nombre d'éléments de taille n est hn =Pi+j=n figj et donch(x) = f(x)g(x):� Composition. Soit H = F � G la composée des deux familles F et G où G ne contient aucunobjet de taille nulle : un objet h de H est formé d'un objet f de F et de k = jf j objetsde G. La taille de h = (f ; g1; : : : ; gk) est Pki=1 jgij. Le nombre d'éléments de H de taille nest hn = Pnk=0P gi1 � � � gik où la seconde somme porte sur les k-uplets d'entiers véri�anti1 + � � �+ ik = n. On en déduit que h(x) = f(g(x)):D'autres opérations sur les séries, comme la dérivation ou l'intégration, ont une interprétationcombinatoire, mais nous n'en aurons pas l'utilité dans un premier temps. On trouvera dans [131,127] encore d'autres opérations et de nombreux exemples d'applications.Dé�nissons aussi les familles f�g qui contient un seul objet � de taille 1 et f�g qui contient unseul objet � de taille 0. À l'aide de ces deux familles élémentaires et des trois opérations précédentes,il est déjà possible d'énumérer une grande variété d'arbres plans élémentaires. Prenons un exemple.L'équation combinatoire B = f�g+ f�g � B � B;dé�nit la famille des arbres binaires comptés selon leur nombre de sommets. En e�et un arbrebinaire est soit un arbre vide (�), soit un sommet (�) avec deux sous-arbres, qui sont eux-mêmesdes arbres binaires (B). Cette décomposition est illustrée par la �gure 1.9.



1.3. CONTRACTION/SUPPRESSION ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 27À l'aide du dictionnaire précédent, on obtient une équation pour la série génératrice ordinaireB(x) =Pn�0 bnxn, où bn désigne le nombre d'arbres binaires à n sommets :B(x) = 1 + xB(x)2:Il ne reste pour trouver bn qu'à résoudre,B(x) = 1�p1� 4xx ; (2)et développer cette série en 0 : bn = [xn]B(x) = 1n+ 1�2nn �:Les nombres bn sont les nombres de Catalan. Il convient de remarquer ici qu'en écrivant le radicaldans la formule (2) et en parlant de développement en 0 nous avons quitté les séries formelles pourpasser dans le domaine des séries analytiques autour de l'origine. Par extension, nous utiliseronsla notation [xn]B(x), qui désigne le coe�cient de xn dans la série formelle B(x), pour parler ducoe�cient de xn dans le développement de Taylor de la série B(x) au voisinage de 0, lorsque cela aun sens. On aurait pu se passer de ce détour par les fonctions analytiques en utilisant par exemplela formule d'inversion de Lagrange pour les séries formelles (voir [71, Section 1.2.4]). Cependantl'utilisation des propriétés des séries analytiques est extrêmement fructueuse, en particulier pourobtenir des résultats d'énumération asymptotique (nous y reviendrons à la section 1.4).L'utilisation de séries génératrices est une méthode d'énumération très souple, qui s'appliqueà une grande variété d'objets combinatoires, et plus particulièrement à ceux qui sont issus del'analyse d'algorithmes (cf. [118, 148]). Cependant, cette approche peut être di�cile à mener pourles structures qui ne sont pas facilement décomposables. Les graphes fournissent des exemples destructures particulièrement rebelles à cette forme d'analyse (voir [101] pour un magni�que contre-exemple à cette remarque).Pour prendre un exemple proche de nos préoccupations à venir, considérons le cas des graphesplanaires. Très peu de choses sont connues sur le nombre de graphes planaires simples à n sommets.Dans [49], est démontré un encadrement qui est loin de donner même un équivalent asymptotique.On peut avancer une �explication� à cet échec. Par dé�nition, un graphe est planaire s'il existe unplongement de ce graphe dans le plan. Étant donné un graphe, di�érents critères sont disponiblespour dire s'il est planaire et plusieurs algorithmes le déterminent en temps linéaire. Cependant cettepropriété reste quand même implicite dans la structure du graphe, alors qu'au contraire une carteplanaire �contient explicitement la preuve de sa planarité�. Nous allons voir tout au long de cettethèse qu'il est du coup possible d'obtenir pour les cartes des résultats d'énumération satisfaisants.Ceci illustre l'idée, somme toute assez naturelle, qu'on sait d'autant mieux compter des objets queleur structure est plus explicite.1.3 Contraction/suppression et équations fonctionnellesDans cette section nous abordons l'énumération des cartes planaires enracinées.
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Fig. 1.10: i. La racine est un pont. ii. La racine n'est pas un pont.1.3.1 La méthode de W.T. TutteLes travaux de W.T. Tutte et son école ont permis dès les années soixante de donner des équa-tions fonctionnelles pour les séries génératrices de di�érentes familles de cartes planaires enracinées.Rappelons la démarche de W.T. Tutte pour la détermination du nombre de cartes d'une famille Fpar contraction/suppression :1. Donner une décomposition récursive des cartes de F . Pour cela,(a) Dans une carte C générique de F , supprimer ou contracter l'arête racine.(b) Décomposer la carte obtenue de façon à ce que chaque composante �s'apparente� à unecarte de F plus petite que C.(c) Déterminer combien de cartes on peut reconstruire à partir de la donnée des compo-santes.2. Traduire la décomposition récursive en termes d'équations fonctionnelles pour les séries gé-nératrices. Pour cela il est en général nécessaire d'introduire un ou plusieurs paramètressupplémentaires.3. Résoudre les équations fonctionnelles pour déterminer les séries génératrices.Pour ne pas rester trop abstrait, considérons tout de suite l'exemple de la famille F de toutes lescartes planaires enracinées. Nous allons déterminer fn, le nombre de cartes planaires enracinées àn arêtes.1. La décomposition est illustrée �gure 1.10 (les nombres qui y apparaissent seront utilisés plusloin).(a) On utilise l'opération �supprimer une arête�.(b) Deux cas se présentent :
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Fig. 1.11: Quelques unes des 11 façons de replacer la racine.i. La racine est un pont. Elle lie deux cartes comme sur la �gure 1.10i. En enracinantchacune de ces deux cartes sur l'arête qui suit la racine dans le sens direct, onobtient deux cartes de F .ii. La racine n'est pas un pont. Comme le montre la �gure 1.10ii., enracinons la carterestante C 0 sur l'arête suivant la racine dans le sens direct. Elle appartient à F .(c) Dans le premier cas, la décomposition est clairement bijective. Dans le second, à partird'une carte C 0, on reconstruit une carte C en insérant une arête qui part du coin droitde la racine et arrive en n'importe lequel des coins de la face racine de C 0. Le nombre decartes ainsi reconstruites est donc égal au degré de la face racine de C 0 plus un, commeon le voit sur la �gure 1.11.2. La décomposition se traduit en une équation fonctionnelle pour la série génératrice à deuxvariables F (x; u) =Xn�0Xk�0 fn;kxnukdans laquelle fn;k désigne le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes et dont la faceracine est de degré k. Remarquons que fn =Pk�1 fn;k et que nous voulons donc déterminerle coe�cient de xn dans la série F (x; 1).La série génératrice des cartes planaires se décompose en� Le monôme 1, associé aux feuilles.� La série des couples de cartes reliées par un pont : celle-ci est xu2F (x; u)2.� Pour tout k, la série des cartes dont la face racine est de degré k lorsqu'on supprimel'arête racine :xXn�0Xk�0 fn;k(u+ u2 + : : :+ uk+1) = xXn�0Xk�0 fn;ku1� uk+11� u = xuF (x; 1)� uF (x; u)1� u :Nous en déduisons l'équation fonctionnelle (cf.[141]),F (x; u) = 1 + xu2F (x; u)2 + xuF (x; 1)� uF (x; u)1� u : (3)



30 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTES3. La résolution de cette équation se fait en plusieurs étapes :� Tout d'abord réordonnons les termes :xu2(1� u)F (x; u)2 � (1� u+ xu2)F (x; u) + (1� u) + xuF (x; 1) = 0: (4)Dérivons par rapport à u :x(2u� 3u2)F (x; u)2 + (1� 2xu)F (x; u)� 1 + xF (x; 1)+F 0u(x; u)(2xu2(1� u)F (x; u)� (1� u+ xu)2) = 0 (5)� Considérons l'équation2xu(x)2(1� u(x))F (x; u(x)) � (1� u(x) + xu2(x)) = 0; (6)tirée du second facteur de l'équation (5) et supposons qu'il existe une série formelle u(x),qui soit solution de cette équation (6). Sous cette hypothèse, les séries u(x), f(x) =F (x; 1) et v(x) = F (x; u(x)) annulent les équations (4), (5) et (6) ainsi donc que lepremier facteur de l'équation (5) :8>><>>: 2xu(x)2(1� u(x))v(x) � (1� u(x) + xu2(x)) = 0x(2u(x)� 3u(x)2)v(x)2 + (1� 2xu(x))v(x) � 1 + xf(x) = 0xu(x)2(1� u(x))v(x)2 � (1� u(x) + xu(x)2)v(x) + (1� u(x)) + xu(x)f(x) = 0:En particulier lorsque ce système admet une solution, les trois séries sont algébriques.� L'élimination de f(x) et v(x) dans le système nous amène à l'équationx2u4 + 2xu4 � 4xu3 + 2xu2 + 2u3 � 7u2 + 8u� 3 = 0qui a le bon goût de se factoriser :(xu2 + u� 1)(xu2 + 2u2 � 5u+ 3) = 0:Nous obtenons ainsi les deux candidats u(x) possibles, u1(x) annulant le premier facteur,et u2(x) le second.La série u1(x) véri�e x = (1 � u)=u2, ce qui nous permet d'exprimer la série f1(x)correspondante. On trouve f1(x) = u2=(u� 1) qui n'est pas analytique en 0, ce qui estincompatible avec l'interprétation combinatoire de F (x; 1).La série u2(x) véri�e x = (1� u)(3� u)=u2, et on trouve f2(x) = u(4� 3u)=(3� 2u)2qui est analytique en 0. Cette série est solution du système et la solution f2(x) luicorrespondant l'est aussi. Comme l'équation (3) est clairement contractante, elle admetune unique solution analytique en zéro et nous en concluons que F (x; 1) = f2(x).� Nous appliquons �nalement la formule d'inversion de Lagrange : si �(y) et 	(y) sontdeux séries avec �(0) = 0, et si L(x) = �(L(x)) alors[xn]	(L(x)) = 1n [yn]y	(y)0�(y)n:
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Fig. 1.12: L'arbre de description complet de la carte de la �gure 1.10.Si on pose u2(x) = 1=(1� t(x)), on at(x) = x1� 3t(x) et x2f2(x) = t(x)2 � 4t(x)3fn = [xn]f2(x) = [xn+2] �t(x)2 � 4t(x)3� = 1n+ 2[yn+2]y(2y � 12y2)(1� 3y)n+2= 1n+ 2 �2�2n+ 1n �3n � 12� 2nn� 1�3n�1�= 2(2n)!3nn!(n+ 2)! :Cet exemple nous amène à deux développements, qui font l'objet des deux sections suivantes.1.3.2 Arbres de descriptionLa décomposition récursive que nous avons utilisée, due à W.T. Tutte, s'exprime assez natu-rellement en termes d'arbres de description : à chaque étape de la décomposition, on associe unn÷ud de l'arbre.� Dans le cas (i), il s'agit d'un n÷ud binaire, dont les deux �ls sont les arbres associés récursi-vement aux deux composantes. Ce n÷ud porte une étiquette égale au degré de la face racine(cf. �gure 1.10.i).� Dans le cas (ii), c'est un n÷ud unaire, dont le �ls est l'arbre associé récursivement à la carteprivée de l'arête racine. Le n÷ud porte une étiquette égale au degré de la face racine (cf.�gure 1.10.ii).� La carte sans arête, à un sommet et une face, est associée à une feuille portant l'étiquette 0,qui est le degré de sa face racine.La �gure 1.12 montre l'arbre de description complet de la carte de la �gure 1.10. Ce codage permetde reconstituer les cartes en utilisant les étiquettes pour replacer la racine dans le cas unaire.En�n, comme les étiquettes codent le paramètre �degré de la face racine�, on voit qu'un arbreunaire-binaire est un arbre de description d'une carte si ses étiquettes véri�ent les trois conditionssuivantes :



32 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTES� Les feuilles sont étiquetées 0.� L'étiquette d'un n÷ud unaire est supérieure à un et inférieure à l'étiquette de son �ls plusun.� L'étiquette d'un n÷ud binaire est égale à la somme des étiquettes des deux �ls plus deux.Dans cet exemple, le codage met en évidence la structure de la décomposition récursive. Plusgénéralement la méthodologie de W.T. Tutte s'applique à bon nombre de familles de cartes etamène à des décompositions qui peuvent s'exprimer de manière uniforme en termes d'arbres dedescription. Ces arbres ont été introduits et particulièrement étudiés dans [39, 99, 98].Les arbres qu'il nous faut considérer sont obtenus à l'aide des opérations suivantes, qui géné-ralisent les opérations utilisées pour l'exemple de la famille de toutes les cartes planaires. Ce sontdes arbres plans, portant des étiquettes entières positives. Étant donnée une famille A d'arbresde description, notons GA(x; u) sa série génératrice selon le nombre de n÷uds et l'étiquette de laracine. De la même façon que pour les séries génératrices ordinaires de la section précédente, nousavons un dictionnaire entre opérations combinatoires et opérations sur les séries.1. Feuille. La feuille �i étiquetée i avec i � 0 est un arbre de taille 0. En particulier Gf�ig = ui.2. N÷ud unaire. Soit A une famille d'arbres de description. La famille �A contient les arbresobtenus en attachant un arbre de A dont la racine porte l'étiquette e, à un n÷ud racineétiqueté e. Alors G�A = xGA:3. N÷ud binaire. Soit A1 et A2 deux familles d'arbres de description. La famille A = A1 � A2contient les arbres obtenus en attachant un sous-arbre gauche, pris dans A1 et un sous-arbredroit, pris dans A2, à un n÷ud racine dont l'étiquette est égale à la somme des étiquettes deses deux �ls. Alors GA(x; u) = xGA1(x; u)GA2 (x; u):Une variante de cette opération consiste à joindre deux sous arbres par un n÷ud factice, nemodi�ant pas la taille de l'arbre : si A = A1 � A2 alorsGA(x; u) = GA1(x; u)GA2 (x; u):4. L'incrément ". L'opération d'incrémentation consiste à ajouter 1 à l'étiquette de la racined'un arbre. Ainsi à partir d'une famille d'arbres A nous formons la famille " A. AlorsG"A(x; u) = uGA(x; u):5. La relaxation +. L'opération de relaxation consiste à remplacer l'étiquette e à la racine parune étiquette comprise entre 0 et e�1 (les arbres de racine 0 n'ont pas d'image par relaxation).Alors G+A(x; u) = GA(x; 1)�GA(x; u)1� u = �GA(x; u):Nous appelons l'opérateur �, opérateur de dérivation discrète. En e�et, il ne s'agit pasexactement de l'opérateur de di�érence �nie et pour u! 1, �F (x; u)! F 0u(x; 1).



1.3. CONTRACTION/SUPPRESSION ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 33Avec ces notations les arbres de description des cartes planaires sont dé�nis par l'équationcombinatoire A = �0+ "2 A �A+ � "+" A:La méthodologie deW.T. Tutte donne d'autres équations du même type pour di�érentes famillesde cartes. En e�et, l'intervention de l'opérateur + est très naturelle pour les cartes planaires : leparamètre k représente typiquement le degré de la face racine, dans laquelle on ajoute une arête,ce qui a pour e�et de cacher une partie des arêtes, et ainsi de faire diminuer le paramètre.À la section 1.3.4 sont donnés les arbres de description associés par contraction/suppression àquelques autres familles de cartes énumérées par W.T. Tutte.1.3.3 Résolution des équations �aux dérivées discrètes�Le second développement inspiré de l'exemple de la famille de toutes les cartes planairesconcerne la méthode de résolution de l'équation fonctionnelle ; en e�et, nous avons employé iciune reformulation de la méthode quadratique, introduite et utilisée par W. G. Brown et W. T.Tutte [34]. Cette reformulation s'inspire d'une extension de la méthode quadratique due à R. Coriet J. Richard [41, 42, 37], et simpli�ée par M. Bousquet-Mélou [28].De manière générale, considérons une équation de la formeP (x; u; f(x); F (x; u)) = 0;où f(x) et F (x; u) sont des fonctions inconnues et P (x1; x2; x3; x4) est un polynôme. Alors nousappliquons la démarche suivante :� Dérivons formellement par rapport à u :@P@x2 (x; u; f(x); F (x; u)) + @F@u (x; u) @P@x4 (x; u; f(x); F (x; u)) = 0:� Supposons que l'équation @P@x4 (x; u(x); f(x); F (x; u(x))) = 0possède une solution u(x) qui est une série formelle (éventuellement une série de puissancesfractionnaires de x). Alors u(x), v(x) = F (x; u(x)) et f(x) sont solutions du système8>><>>: @P@x4 (x; u(x); f(x); v(x)) = 0;@P@x2 (x; u(x); f(x); v(x)) = 0;P (x; u(x); f(x); v(x)) = 0:En particulier, si ce système n'est pas dégénéré, ses éventuelles solutions sont algébriques, demême que F (x; u) qui annule alors P (x; u; f(x); F (x; u)).La présentation que nous avons suivie est essentiellement due à M. Bousquet-Mélou [28]. Dans [42],R. Cori et J. Richard traitent le même cas (mais de manière plus compliquée), et s'intéressent aussi à



34 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTEScelui des équations de la forme P0(x; u)+P1(x; u)f1(x)+: : :+Pk(x; u)fk(x)+Pk+1(x; u)F (x; u) = 0,où les Pi(x; u) sont des polynômes en x et u. Plus généralement il est naturel de considérer leséquations de la forme P (x; u; f1(x); : : : ; fk(x); F (x; u)) = 0où P est un polynôme, car les séries génératrices des arbres de description dé�nies à partir desopérateurs de la section précédente rentrent dans ce cadre. En e�et, l'opérateur de dérivée discrète�F (x; u) = F (x; 1)� F (x; u)1� u ;donne des équations algébriques en F (x; u) et F (x; 1), qui sont en pratique surdéterminées : dansl'exemple de la famille de toutes les cartes planaires, l'équation (4) est de la formeP (x; u; F (x; 1); F (x; u)) = 0mais nous l'avons résolue sous la formeP (x; u; f(x); F (x; u)) = 0en oubliant que f(x) = F (x; 1). En e�et cette dernière relation est une conséquence de l'équation (4)lorsqu'on fait tendre u vers 1 !Plus généralement les itérés de l'opérateur de dérivation font intervenir de nouvelles fonctionsinconnues, qui ne dépendent que de x :�2F (x; u) = �F (x; u)ju=1 ��F (x; u)1� u = F 0u(x; 1)��F (x; u)1� u :Comme exemple d'équations faisant intervenir des itérés de ce type �gure celui des constellationsplanaires enracinées, énumérées au chapitre 3 par une méthode bijective. Ainsi, les séries généra-trices des m-constellations satisfont à des équations qui font intervenir les opérateurs �i pour ide 1 à m � 1. Ces équations, découvertes par M. Bousquet-Mélou [28], ont permis de conjecturerà partir des premiers termes les expressions démontrées au chapitre 3. Pour ces équations il estpossible, au moins en théorie, de donner une extension de la méthode précédente qui permet demontrer l'algébricité des solutions [28]. En pratique cependant les calculs semblent très vite devenirinextricables.On peut espérer à la manière de [64, 65] dé�nir des conditions sur les grammaires à based'opérateurs � et montrer l'algébricité des séries de ces grammaires bien fondées. En particulierces grammaires d'arbres de description pourraient fournir un cadre général intéressant pour étendreles résultats de R. Cori et J. Richard.1.3.4 Quelques séries génératrices de cartesNous donnons les séries génératrices de quelques familles de cartes, qui nous seront utilesplus loin. Ces séries s'obtiennent à partir des équations combinatoires satisfaites par les arbresde description donnés à la section 1.3.2 en appliquant la méthode de la section 1.3.3. Tous ces



1.3. CONTRACTION/SUPPRESSION ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 35paramétrages sont déjà connus et ont été donnés par W.T. Tutte dans la série d'article [137, 136,139, 141]. Remarquons que suivant l'usage qu'on veut faire de ces paramétrages, il est intéressantou non de compter les cartes à 0 ou 1 arêtes. Ceci induit des variations (triviales mais pas toujoursfaciles à suivre) dans les paramétrages, d'où l'intéret de donner toujours les premiers termes desdéveloppements.Rappelons que toutes les cartes considérées ici sont planaires et enracinées.� Soit fn le nombre de cartes quelconques à n arêtes. Ces cartes sont décrites par les arbres dedescription, A = �0+ "2 A �A+ � "+" A:D'où l'équation résolue à la section 1.3.1,F (x; u) = 1 + xu2F (x; u)2 + xu�(uF (x; u)):On obtient le paramétrage de la série génératrice f(x) =Pn�0 fnxn,t = x1� 3t ; x2f(x) = t2 � 4t3:Ce paramétrage est équivalent ày = 3x(1 + y)2; f(x) = (1� y=3)(1 + y):f(x) = 1 + 2x+ 9x2 + 54x3 + 378x4 + 2916x5 +O(x6):Le nombre de cartes est fn = 2 � 3n(2n)!n!(n+ 2)! :� Soit fn le nombre de cartes biparties à n arêtes. Ces cartes sont décrites par les arbres dedescription, A = �0+ " A � A+ � "+" A:D'où l'équation, F (x; u) = 1 + xuF (x; u)2 + xu�(F (x; u)):On obtient le paramétrage de la série génératrice f(x) =Pn�0 fnxn,t = x1� 2t ; x2f(x) = t2 � 3t3 + t4:f(x) = 1 + x+ 3x2 + 12x3 + 56x4 + 288x5 + 1584x6 +O(x7):Le nombre de cartes est fn = 3 � 2n�1(2n)!n!(n+ 2)! :



36 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTES� Soit fn le nombre de cartes non séparables6 à n + 1 arêtes. Ces cartes sont décrites par lesarbres de description, A = �0+ " A � (�0+ + A):D'où l'équation F (x; u) = 1 + xuF (x; u)(1 + �F (x; u)):On obtient le paramétrage suivant de la série génératrice f(x) =Pn�0 fnxn,t = x(1� t)2 ; xf(x) = t� t2 � t3:Ce paramétrage est équivalent ày = x(1 + y)3; f(x) = 1 + y � y2:f(x) = 1 + x+ 2x2 + 6x3 + 22x4 + 91x5 + 408x6 +O(x7):Finalement, le nombre de cartes estfn = 2(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! :� Soit fn le nombre de cartes cubiques7 non séparables à n+ 1 faces. Ces cartes sont décritespar les arbres de description, A = �1+ "2 A� + A:D'où l'équation F (x; u) = u+ xu2F (x; u)�F (x; u):On obtient le paramétrage suivant de la série génératrice f(x) =Pn�0 fnxn,t = x(1� 2t)2 ; xf(x) = t� 3t2:f(x) = 1 + x+ 4x2 + 24x3 + 176x4 + 1456x5 + 13056x6 +O(x6):Finalement, le nombre de cartes estfn = 2n(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! :62-connexes et sans boucles, y compris exceptionnellement pour 1 arête, cf. section 1.1.3.7dont tous les sommets sont de degré 3 ; ces cartes sont duales des triangulations.



1.4. ÉNUMÉRATION APPROCHÉE, OUTILS ASYMPTOTIQUES 37� Soit fn le nombre de cartes cubiques 3-connexes à n + 1 faces. Ces cartes sont décrites parles arbres de description, A = �1+ " A� + A:D'où l'équation F (x; u) = u+ xuF (x; u)�F (x; u):On obtient le paramétrage suivant de la série génératrice f(x) =Pn�0 fnxn,t = x(1� t)3 ; xf(x) = t� 2t2:f(x) = 1 + x+ 3x2 + 13x3 + 68x4 + 399x5 + 2530x6 +O(x7):Finalement, le nombre de cartes estfn = 2(4n+ 1)!(n+ 1)!(3n+ 2)! :1.4 Énumération approchée, outils asymptotiquesIl nous sera utile à di�érentes reprises de déterminer le comportement asymptotique de coe�-cients de séries génératrices. Nous empruntons pour cela deux théorèmes à l'analyse des singularités.Ces résultats nous permettront d'obtenir très rapidement les équivalents dont nous aurons besoinpar la suite.Voir les travaux de F. Flajolet, A. Odlyzko, M. Drmota [61, 60, 51] pour les preuves de ces deuxrésultats et d'autres bien plus généraux. Dans les deux théorèmes suivants apparaît la notion de �-domaine8. Cependant, comme elle ne nous sert qu'à emboîter les deux théorèmes, nous renvoyonsà [61] pour plus de détails.Théorème 1.7 Soit �(z) analytique autour de z = 0 dont les coe�cients �n du développementde Taylor sont positifs et telle que �(0) 6= 0 (si � est un polynôme, on impose de plus qu'il soit dedegré au moins deux, de sorte que �00(r) > 0 pour tout r > 0). Si �(z) diverge en approchant deson rayon de convergence, l'équation �(�) � ��0(�) = 0;possède une unique solution réelle positive � . Alors l'équationL(z) = z�(L(z))possède une unique solution L(z) analytique à l'origine. Notons fn les coe�cients du développementde L(z) en 0.8Un �-domaine associé à une fonction analytique en 0 de rayon de convergence � et ayant une unique singularitédominante (i.e. de plus petit module) réelle est un disque de rayon �+ � privé d'un secteur centré en � et de la formef�+ z j j arg(z)j < �g, avec � > 0 et 0 < � < �=4.



38 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTESSi on suppose encore que pour n assez grand, tous les fn sont strictement positifs alors L(z)a une unique singularité dominante (i.e. de plus petit module) en z = r` = �=�(�). De plus, L(z)admet dans un �-domaine en r` le développement singulierL(z) = � � c(r` � z)1=2 + d(r` � z) +O(r` � z)3=2avec c =p2�(�)=�00(�).Théorème 1.8 (Transfert) Soit f(z) = Pn�0 fnzn analytique dans un �-domaine et véri�antau voisinage de 1 dans son �-domaine la condition,f(z) = O((1� z)��);où � est un réel. Alors fn = O(n��1):Si f(z) = (1� z)1=2 alors fn = �n�3=22p� (1 +O(1=n)):Si f(z) = (1� z)3=2 alors fn = 3n�5=24p� (1 +O(1=n)):En particulier on obtient avec ces deux théorèmes des équivalents de la forme �n�3=2n pour lescoe�cients des séries génératrices de toutes sortes de familles d'arbres décomposables. L'existenced'une forme asymptotique commune à une famille d'objets combinatoires de même type est connuedes physiciens statisticiens sous le nom d'hypothèse d'universalité.E�ectuons le calcul pour un exemple, a�n de montrer comment s'obtiennent les valeurs de � et dans un cas particulier (nous suivons ici la méthode décrite dans [61]). Soit fn le nombre d'arbresbinaires-unaires. Ces arbres sont dé�nis par l'équationA = �(�+A+A � A);et leur série génératrice est solution de l'équationF (z) = z(1 + F (z) + F (z)2):Cette équation rentre dans le cadre du théorème 1.7 en posant �(y) = 1+ y+ y2, �(�)� ��0(�) =1� �2 et � = 1, rf = 1=3. Développons au voisinage de y = � la fonction suivante :��(�) � y�(y) = 19(1� y)2 � 19(1� y)3 +O((1� y)4);où l'on remarque que l'annulation du terme linéaire provient du choix de � . En considérant zcomme une fonction de y dé�nie par l'équation y = z�(y), on voit que le développement précédent



1.4. ÉNUMÉRATION APPROCHÉE, OUTILS ASYMPTOTIQUES 39est un développement de rf � z. On en déduit, en choisissant la bonne détermination de la racine(z est fonction croissante de y)prf � z = r ��(�) � y�(y) = 13(1� y)� 16(1� y)2 +O((1� y)3):En�n on inverse cette relation pour obtenirF (z) = 1�p3(1� 3z)1=2 +O(1� 3z)et il ne reste qu'à appliquer le théorème de transfert :fn � 12n3=2r 3� 3n:Remarquons que nous utilisons implicitement le fait qu'au fur et à mesure des di�érentes étapes,les développements précédents restent valables dans des �-domaines adaptés.Pour les cartes planaires (et plus généralement pour les cartes de genre donné), des physiciensstatisticiens ont formulé une hypothèse d'universalité du même type. Indépendemment E.A. Benderet al. ont conjecturé un énoncé équivalent [8]. Si on se restreint au cas planaire cette conjecture,véri�ée pour la plupart des exemples raisonnables9 de cartes connus, s'énonce ainsi :Soit F une famille de cartes planaires enracinées et fn le nombre de cartes de F detaille n. Alors il existe des constantes réelles positives � et  > 1 telles que fn ��n�5=2n.Dans la suite nous étudions uniquement des familles de cartes dont les séries génératrices sontdonnées par un système d'équations auquel il est possible d'appliquer la formule d'inversion deLagrange.Dé�nition 1.9 Nous appellerons une série L(z) lagrangienne10 pure s'il existe une série �(z) quivéri�e les hypothèses du théorème 1.7 avec L(z) comme solution. Comme � est l'image de L en sasingularité dominante, nous appelons � la valeur critique de L(z).Une série H(z) est lagrangienne s'il existe L lagrangienne pure de valeur critique � et une série	, analytique en 0 et de rayon de convergence supérieur à � telle queH(x) = 	(L(x)):Remarquons que la série H(x) a alors pour rayon de convergence r`, comme L(z).Une série lagrangienne H(x) a un paramétrage (�;	) singulier si	0(�) = 0:La proposition suivante est immédiate.9Qu'est ce qu'on entend par raisonnable ? Une réponse de normand serait �qui véri�e l'hypothèse d'universalité� !Cependant l'expérience suggère qu'une famille de cartes est raisonnable si les contraintes qui sont imposées sontlocales. Un exemple de famille de cartes �déraisonnables� est donné dans [95], où sont comptées des cartes quipossèdent une symétrie globale.10Le choix de cette terminologie n'est peut être pas idéal, mais ne devrait pas induire de confusion dans notrecontexte.



40 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTESProposition 1.10 Soit H une famille de cartes planaires satisfaisant à l'hypothèse d'universalitéet dont la série génératrice H(x) est lagrangienne. Alors le paramétrage de la série H(x) estsingulier et H(x) admet le développement suivant en sa singularité dominante rh :H(z) = 	(�)� a(1� z=rh) + b(1� z=rh)3=2 +O((1� z=rh)2);avec b > 0.Démonstration. Soit �, 	 et L les séries associées à H . Alors en vertu du théorème précédent,L(z) = � � c(1� z=rh)1=2 + c1(1� z=rh) +O((1� z=rh)3=2);avec c = (2�(�)=�00(�))1=2.Par hypothèse, 	 est régulière en � et donc le développement singulier de H(z) au voisinagede rh estH(z) = 	(�)�	0(�)c(1 � z=rh)1=2 + a(1� z=rh) + b(1� z=rh)3=2 +O((1 � z=rh)2):Ce développement est toujours valable dans un �-domaine et en appliquant le théorème de trans-fert, on voit que pour satisfaire à l'hypothèse d'universalité il faut 	0(�) = 0 et b > 0. 2À titre d'exemple, la �n de cette section est une session Maple dans laquelle on dérive successi-vement les développements des séries génératrices G(x) des cartes non séparables, F (x) des cartesquelconques et H(x) = xF (x)2 des cartes enracinées sur un pont. Ces résultats nous seront utilesplus loin.� Cartes non séparables. Le paramétrage suivant donne la série génératriceG des cartes planairesnon séparables à n arêtes pour n � 0 (il est lié au paramétrage donné à la section 1.3.4 pour lasérie f(x) des cartes planaires non séparables à n + 1 arêtes pour n � 1 par la relation G(x) =1 + x+ xf(x), car cette fois on veut compter la boucle.).> phi:=(1+y)^3; � := (1 + y)3> psi:=factor((4y+1)/(1+y)^2);  := 4 y + 1(1 + y)2> LL:=0: to 10 do> LL:=series(x*subs(y=LL,phi),x,10); od:> GG:=series(subs(y=LL,psi),x,10);GG := 1 + 2x+ x2 + 2x3 + 6x4 + 22x5 + 91x6 + 408x7 + 1938x8 + 9614x9 +O(x10)> solve(phi-y*diff(phi,y),y); 12 ; �1; �1



1.4. ÉNUMÉRATION APPROCHÉE, OUTILS ASYMPTOTIQUES 41> tau:=1/2; � := 12> X:=y/phi; X := y(1 + y)3> rho:=subs(y=tau,X); � := 427Développons �� x, vue comme fonction de y, au voisinage de � : on pose r = � � y.> devX:=series(sqrt(subs(y=tau-r,> 1-1/rho*series(X,y=tau,4))),r=0,4);devX := 23 p3 r + 1627 p3 r2 � 64243 p3 r3 +O(r4)Il su�t maintenant d'inverser cette relation pour trouver y, c'est-à-dire L(x) en t = 1� x=�.> L:=tau-solve(sqrt(t)=devX,r);L := 12 � 12 p3pt+ 23 t� 2027 p3 t3=2 �O(t2)> G:=series(subs({y=L},psi),t);G := 43 � 49 t+ 881 p3 t3=2 +O(t2)Le théorème de transfert nous donne alors gn � 227q 3� � 274 �n.� Cartes planaires quelconques. Le paramétrage suivant donne la série F (x) des cartes planairesà n arêtes (cf. section 1.3.4).> phi:=3*(1+y)^2; � := 3 (1 + y)2> psi1:=factor(1+(2*y-y^2)/3); 1 := �13 (1 + y) (y � 3)> LL:=0: to 10 do> LL:=series(x*subs(y=LL,phi),x,10); od:> FF:=series(subs(y=LL,psi1),x,10);FF := 1 + 2x+ 9x2 + 54x3 + 378x4 + 2916x5 + 24057x6 + 208494x7 + 1876446x8+17399772x9+O(x10)� Cartes planaires enracinées sur un pont. Celles ci sont obtenues en liant deux cartes planaires,de sorte que H(x) = xF (x)2.> psi2:=factor(y/phi*psi1^2); 2 := 127 y (y � 3)2



42 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTES> HH:=series(subs(y=LL,psi2),x,10);HH := x+ 4x2 + 22x3 + 144x4 + 1053x5 + 8316x6 + 69498x7 + 606528x8 + 5477706x9+O(x10)> solve(phi-y*diff(phi,y),y); 1; �1> tau:=1; � := 1> X:=y/phi; X := 13 y(1 + y)2> rho:=subs(y=tau,X); � := 112> devX:=series(sqrt(subs(y=tau-r,> 1-1/rho*series(X,y=tau,4))),r=0,4);devX := 12 r + 14 r2 � 116 r3 +O(r4)> L:=tau-solve(sqrt(t)=devX,r);L := 1� 2pt+ 2 t� 5 t3=2 �O(t2)> F:=series(subs({y=L},psi1),t);F := 43 � 43 t+ 83 t3=2 +O(t2)D'où fn � 2p�12n.> H:=series(subs({y=L},psi2),t);H := 427 � 49 t+ 1627 t3=2 +O(t2)D'où hn � 49p�12n.1.5 Noyaux et composition des séries génératricesUne seconde méthode utilisée par W.T. Tutte pour obtenir des équations fonctionnelles estl'extraction du noyau d'une carte. Ou plutôt d'un noyau, car de nombreux choix sont possibles quifont que cette méthode est en fait assez souple et puissante. Les équations obtenues sont toutes demême nature et font intervenir des compositions de séries génératrices.Nous étudions un premier exemple, puis nous montrons un éventail représentatif d'applicationsde la méthode d'extraction, pour lesquels nous donnons en quelques mots l'idée de la décomposition.Les schémas de composition obtenus serviront pour les algorithmes de génération aléatoire parextraction/rejet du chapitre 5.
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Fig. 1.13: Décomposition et noyau non séparable d'une carte planaire.En�n notons qu'au chapitre 4 nous reviendrons plus longuement sur la composition des sériesgénératrices pour étudier les distributions de tailles de noyaux dans les cartes.1.5.1 Exemple : extraction d'un noyau non séparableSoit F la famille de toutes les cartes planaires enracinées, G la famille des cartes non séparables11et H = XF2 les couples de cartes planaires reliées par une arête. Le paramètre de taille que nousutilisons ici est le nombre d'arêtes.Théorème 1.11 Les familles F et G sont liées par la relationF �! G � (XF2):Démonstration. La �gure 1.13 illustre cette relation. Il nous faut mettre en bijection les cartesà n arêtes de F avec les couples de la forme (G;H1; : : : ; Hk) où G est une carte de G de taille k,les Hi sont des cartes de H et jH1j+ � � �+ jHkj = n.Soit F une carte planaire enracinée à n arêtes. Une sous-carte de F est une carte obtenueen supprimant des arêtes et des sommets de F (en particulier F est sa propre sous-carte). Unecomposante non séparable de F est une sous-carte non séparable maximale de F (i.e. qui n'estsous-carte d'aucune autre sous-carte non séparable de F ).La seule carte n'ayant pas d'arête est la carte réduite à un sommet. Par convention, elle est iciconsidérée comme non séparable, de sorte que la relation est véri�ée pour n = 0.Si n > 0, soit G l'unique sous-carte maximale de F contenant la racine de F . La carte G estune carte non séparable enracinée à k arêtes, avec 1 � k � n. On dé�nit une orientation canoniquedes arêtes de G par un parcours en profondeur des arêtes à partir de la racine, dans le sens directautour de chaque sommet.À chaque arête a de G, associons une sous-carteHa de F . Cette carte est enracinée en a (qui estorientée par le parcourt en profondeur). L'arête a est un pont. À chaque extrémité si pour i = 1; 2112-connexes et sans boucles pour n � 2, voir section 1.1.3.



44 CHAPITRE 1. PREMIERS PAS AUTOUR DES CARTESde a, on associe l'ensemble Ai des arêtes incidentes à si entre a et l'arête suivante appartenant à Glorsqu'on tourne en sens direct autour de a. La sous-carteHa est la réunion de a et des composantesconnexes dans F nG des arêtes de A1 et A2.On a dé�ni ainsi une application de F dans G � H. Inversement si G est une carte planairenon séparable enracinée à k arêtes et (H1; : : : ; Hk) sont des cartes de la familles H = XF2, onreconstruit facilement une carte planaire enracinée quelconque. 2En particulier cette bijection se traduit par une relation de composition pour les séries génératricesselon le nombre d'arêtes.Corollaire 1.12 Soit fn le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes et gn le nombre decartes non séparables enracinées à n arêtes. Alors les séries génératrices F (x) = Pn�0 fnxn etG(x) =Pn�0 gnxn véri�ent F (x) = G(xF (x)2)Cette équation est due à W.T. Tutte qui s'en est servi pour déduire la valeur de gn de celle de fn.Cette preuve est même antérieure à la preuve par contraction/suppression.Remarquons que si on pose F (x; u) = G(uxF (x)2) alors le coe�cient de xnuk dans la sérieformelle F (x; u) est le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes dont le noyau 2-connexeest de taille k. Nous nous servirons de cette remarque au chapitre 4 pour étudier la taille du noyaud'une carte choisie uniformément parmi toutes les cartes de taille n.Nous allons maintenant voir que les relations de ce type abondent parmi les cartes.1.5.2 Variations sur le thèmeL'exemple de la section 1.5.1 montre une relation de composition récursive, liée à l'existenced'une décomposition des cartes quelconques en composantes non séparables. La table 1.1 réunitdi�érents autres exemples de décompositions de ce type.Il est aussi possible de donner des relations de composition non récursives. Dans ce cas lessous cartes supprimées ont une structure plus pauvre, et on parlera de relation d'enrichissement :par exemple on peut enrichir une carte irréductible (i.e. sans sommets de degré 2) en ajoutant unnombre arbitraire de sommet de degré 2 sur chaque arête. La table 1.2 donne quelques relationsd'enrichissement.En�n il serait possible de donner des versions bivariées à la plupart de ces schémas pourtenir compte des nombres de sommets et de faces. Nous indiquons par quelques commentaireslaconiques, comment s'obtiennent ces relations de composition. Dans ces exemples il est utile degarder à l'esprit qu'il est très facile de munir une carte d'une orientation canonique des arêtes (pourenraciner les composantes extraites).� Arêtes multiples/cartes simples. Les arêtes multiples d'une carte forment des cycles de lon-gueur deux. Un cycle dé�nit une composante externe qui contient la face racine et unecomposante interne (lemme 1.6). Le noyau simple d'une carte sans boucle est obtenu ensupprimant toutes les composantes internes et en identi�ant les deux arêtes de chacun des
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cartes (F) noyau (G) relation référencenom taille nom compositionquelconques n arêtes non séparables F ' G � (XF2) [140]quelconques n arêtes sans pont F ' G � (X (XF)�) ?quelconques n arêtes s. boucle F ' L+ G � (X ((XF)�)2) ?s. boucle n arêtes simples F ' G � (XF) ?biparties n arêtes bip. simples F ' G � (XF) ?biparties n arêtes bip. non sép. F ' G � (XF2) ?biparties n arêtes bip. sans pont F ' G � (X (XF)�) ?non séparables n arêtes non. sép. simples F ' G � (XF) ?non séparables n+ 1 arêtes 3-connexes F ' D + G � F [140]cubiques n. s. n+ 2 faces cub. 3-c F ' G � (X (1 + F)3) [136]cubiques 3-c. n+ 2 faces cub. 4-c F ' F � G � (XF2) [136]Tab. 1.1: Quelques schémas de composition de cartes planaires enracinées. Pour chaque famille decartes, la colonne taille indique le paramètre pour lequel il faut composer. X désigne une carte detaille 1, L la famille des cartes quelconques non enracinées sur une boucle et D la famille des cartesnon séparables sans noyau.

cartes (F) noyau (G) reliquat (H) relation référencenom taille nom nom de compositionquelconques n arêtes irréductible sommets F ' G � (XX �) [67]non séparable n arêtes n. sép. irréd. sommets F ' G � (XX �) [67]quelconques n arêtes s. feuilles arbres F ' XHF + G � (XH2) [67]biparties n arêtes bip. s. feuilles arbres F ' XHF + G � (XH2) [67]Tab. 1.2: Quelques schémas d'enrichissement de cartes planaires enracinées.

Fig. 1.14: Décomposition et noyau simple d'une carte planaire.
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Fig. 1.15: Décomposition et noyau 3-connexe d'une carte planaire non séparable (en pointillé àgauche une composante 2-séparable maximale).cycles maximaux de longueur deux restants. Remarquons que ce qui fait marcher l'argumentest l'impossibilité d'avoir deux cycles de longueur deux qui se chevauchent (sans quoi on nepourrait dé�nir les cycles maximaux ). Nous dirons que les cycles de longueur deux sont bienordonnés par inclusion.L'élimination des arêtes multiples dans certaines cartes particulières donne des résultats dek-connexité. Par exemple les cartes quelconques sont en bijection avec les cartes radiales, quisont des cartes dont tous les sommets sont de degré quatre (voir lemme 2.3 ou [139, 117]).Or la restriction de cette bijection aux cartes non séparables les envoie sur les cartes radialessans 2-cocycles. On retrouve ainsi le résultat de la section précédente.Un autre exemple est celui des cartes cubiques (dont tous les sommets sont de degré trois).En e�et ces cartes sont duales des triangulations (dont toutes les faces sont de degré trois) etune triangulation 2-connexe est 3-connexe si et seulement si elle est simple. Ainsi on obtientles noyaux 3-connexes des cartes cubiques non séparables [138].� 3-cycles/triangulations 4-connexes. Les cycles de longueurs trois dans les triangulations sontbien ordonnés par inclusion dans les cartes simples, et peuvent donc être éliminés de ma-nière canonique. Cette remarque permet par exemple d'extraire le noyau 4-connexe d'unetriangulation 3-connexe. En e�et ces triangulations sont simples et un 3-séparateur dans unetriangulation 3-connexe est doublé d'un cycle de longueur trois [138].� 4-cycles/cartes 3-connexes. Dans les cartes biparties simples, les cycles de longueur quatresont ordonnés par inclusion et peuvent donc être éliminés de manière canonique. Commeune carte non séparable est 3-connexe si et seulement si sa carte radiale ne contient pasde 4-cocycle, on obtient les noyaux 3-connexes des cartes non séparables en éliminant lescycles de longueur 4 dans la carte duale de la carte radiale [139, 117]. Remarquons pource schéma particulier que le noyau 3-connexe N d'une carte non séparable C n'est pas àproprement parler une sous carte de C : N est obtenue en remplaçant dans C par unearête toutes les composantes 2-séparables maximale (i.e. séparées par un couple de sommets



1.5. NOYAUX ET COMPOSITION DES SÉRIES GÉNÉRATRICES 47séparateurs et contenue dans aucune autre) ne contenant pas la racine. La �gure 1.15 illustrecette décomposition. De plus, certaines cartes non séparables n'ont pas de noyau 3-connexe,ce qui amène dans le schéma un terme D, qui compte les cartes sans noyau.� Ponts. Un pont est une arête qui sépare deux composantes connexes. On parle aussi de 1-séparateur, ou, pour les cartes sans pont, de carte �arêtes-2-connexes� (par opposition à lanotion usuelle de 2-connexité qui est une �2-connexité au sens des sommets�). Le noyau sanspont d'une carte est obtenu en supprimant tous les ponts rencontrés lors d'un parcours enlargeur de cette carte depuis sa racine. Inversement dans chaque �coin� de la carte peuventêtre ajoutés un nombre arbitraire de cartes quelconques, pendues par un pont.
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Chapitre 2Conjugaison d'arbres et cartesplanairesDans ce chapitre, un nouvel éclairage est porté sur les cartes planaires. Introduisons le par unparallèle peut-être audacieux... Le principe suivant, qui fait partie de l'héritage de M.P. Schützen-berger, remonte à A. Dvoretzky, Th. Motzkin ou encore G.N. Raney :les arbres plans sont des mots conjugués.Notre propos sera de convaincre le lecteur du credo suivant :les cartes planaires sont des arbres plans conjugués.2.1 Démonstration par l'exempleLes bijections qui font l'objet de ce chapitre sous-tendent les algorithmes de codage et de géné-ration aléatoire des chapitres suivants et donnent des informations sur des paramètres importantscomme le diamètre. Cependant au premier abord, je voudrais leur trouver un intérêt presque esthé-tique : idéalement, les lignes qui suivent permettraient de �comprendre� quelques jolies formulesinitialement démontrées par W. T. Tutte, dans les années soixante.2.1.1 Les arbres plans plantés sont des mots conjuguésLe lien entre arbres plans plantés et langages est maintenant classique. Considérons par exemplel'arbre plan planté de la �gure 2.1. Cet arbre s'interprète naturellement comme une expression fonc-tionnelle dans laquelle chaque symbole possède une arité �xée : (a; 2); (b; 2); (c; 3); (d; 1); (e; 0); (f; 0).Un symbole d'arité k possède k �ls �ou prend k arguments� et les symboles d'arité 0 sont desconstantes. Ainsi on peut écrire l'arbre précédent en notation fonctionnellea(d(a(e; d(e))); c(e; f; b(e; e))):51
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dFig. 2.1: Un arbre plan planté.Comme les symboles ont une arité �xée, on ne perd pas d'information en se passant des parenthèses :adaedecefbee:En e�et, on peut facilement reconstituer le mot de départ en partant des constantes et en �remon-tant�, ou encore, reconstruire l'arbre dans l'ordre pré�xe en lisant le mot de gauche à droite. Cettefaçon d'écrire les expressions fonctionnelles, et donc les arbres plans plantés, est parfois appeléenotation polonaise et la notation polonaise d'un arbre s'obtient directement en lisant les étiquettesau cours d'un parcours pré�xe gauche. Remarquons que les arbres que nous considérons sont plan-tés (i.e. leur racine est une feuille), mais que la feuille racine ne fait pas partie du code. L'intérêtde considérer des arbres plantés est que ainsi tous les n÷uds (i.e. sommets internes) ont un degré(au sens des graphes) égal à leur arité plus un.Appelons A = fa; b; c; d; e; fg l'alphabet et � la fonction qui à une lettre de A associe son aritémoins un : dans notre exemple�(a) = �(b) = 1; �(c) = 2; �(d) = 0; �(e) = �(f) = �1:L'ensemble des mots qui codent des arbres en notation polonaise est appelé le langage de Luka-cievicz de (A; �). Plus généralement on dé�nit le langage de Lukacievicz associé à un couple ainsiformé d'un alphabet A et d'une fonction � de A dans les entiers f�1; 0; 1; : : :g.Alors les mots du langage de Lukacievicz �les mots qui codent des arbres� peuvent êtrecaractérisés très simplement en terme de �, étendu additivement aux mots sur l'alphabet A :�(a1a2 : : : ak) = �(a1) + �(a2) + � � �+ �(ak). En e�et un mot w sur A est un mot de Lukacievicz siet seulement si� le mot ne �termine� pas avant la �n : pour tout facteur gauche strict1 u de w, �(u) � 0,� le mot �termine� à la �n : �(w) = �1.En e�et, reconstruisons un arbre à partir de son code dans l'ordre pré�xe gauche. Après avoirreconstruit le pré�xe associé au facteur gauche u, �(u) + 1 compte le nombre de �places libres�1i.e. il existe v non vide tel que uv = w.



2.1. DÉMONSTRATION PAR L'EXEMPLE 53restantes. Les conditions traduisent simplement qu'il reste une place libre pour ajouter le sommetsuivant, sauf à la �n où il ne doit en rester aucune.Rappelons que deux mots w et w0 sont conjugués s'il existe u et v tels que uv = w et vu = w0. End'autres termes, deux mots sont conjugués s'ils correspondent au même mot cyclique. Le titre de ceparagraphe se justi�e maintenant par le lemme cyclique suivant. Ce lemme est dû à A. Dvoretzkyet Th. Motzkin [55] et a été mis en valeur par G.N. Raney [121] pour donner la première preuvecombinatoire de la formule d'inversion de Lagrange.Lemme 2.1 (Lemme cyclique) Soit w un mot sur l'alphabet A tel que �(w) = �p avec p � 1.Alors il existe une factorisation de w unique w = uv1 : : : vp�1u0 telle que� pour tout i = 1; : : : ; p� 1, le mot vi est de Lukacievicz.� le mot u est non vide et u0u est de Lukacievicz.En particulier pour p = 1, exactement un conjugué u0u du mot w = uu0 est un mot de Lukacievicz.Démonstration. La démonstration du lemme cyclique est classique (voir par exemple [108, 109,p.221]). Nous nous contentons d'en rappeler l'idée. Commençons par le cas p = 1 : soit w unmot sur l'alphabet A tel que �(w) = �1. Considérons successivement les facteurs gauches u dew de longueur croissante et leur �(u). Au départ le mot vide véri�e �(") = 0, et chaque fois que�(w) atteint pour le première fois une valeur négative, appelons u un minimum de gauche à droite(appelé parfois excédence). Par dé�nition, w est un mot de Lukacievicz si et seulement si w est unde ses minima de gauche à droite, et il est alors le seul. Plus généralement la factorisation (u; u0)du théorème est donnée par u le dernier minimum de gauche à droite de w. Il est facile de voiren e�et que celui-ci convient et que toute autre factorisation violerait les conditions. Dans le casgénéral, les p facteurs sont donnés par les p derniers minima de gauche à droite. 2Ainsi les arbres plans plantés qui peuvent être formés sur le (multi-)ensemble de symboleM = fa; a; b; c; d; d; e; e; e; e; e; fg sont en bijection avec les mots cycliques formés sur M. Plusgénéralement le lemme cyclique permet de compter les arbres plans formés sur un ensemble delettres M donnés.Corollaire 2.2 Soit M = fa1; : : : ; a1| {z }n1 ; : : : ; ak; : : : ; ak| {z }nk gun (multi-)ensemble de n lettres (n = n1 + � � �+ nk). Soit p l'entier, supposé strictement positif,�p = kXi=1 ni�(ai):Alors, le nombre de mots w formés sur M et qui s'écrivent comme un produit v1v2 � � � vp de motsde Lukacievicz est pn1 + � � �+ nk�n1 + � � �+ nkn1; : : : ; nk �:



54 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESDémonstration. Considérons les mots cycliques : à chaque lettre x d'un mot cyclique �w est associéle mot wx qui commence par cette lettre. Comptons de deux façons les triplets ( �w; x; y) où x et ysont deux lettres de �w et wy est un mot de Lukacievicz.� Un tel triplet est de la forme (wx; y), où wx est un mot quelconque véri�ant �(wx) = p ety l'une des p lettres de wx telle que wy soit produit de mots de Lukacievicz. Il y a doncp�n1+���+nkn1;::: ;nk � triplets.� Il est aussi de la forme (wy ; x), où wy est un produit de mots de Lukacievicz et x une desn1 + : : :+ nk lettres de wy.Le corollaire suit en comparant les deux nombres obtenus. 2Prenons quelques exemples :� Un arbre binaire complet à n n÷uds est codé par un mot sur n lettres x d'arité deux et n+1lettres �x d'arité zéro. Le nombre d'arbres binaires à n n÷uds est donc le nombre de Catalan12n+ 1�2n+ 1n � = 1n+ 1�2nn �:� Un arbrem-aire complet à n n÷uds est codé par un mot sur n lettres x d'aritém et (m�1)n+1lettres �x d'arité zéro. Le nombre d'arbres m-aires à n n÷uds est donc1mn+ 1�mn+ 1n � = 1(m� 1)n+ 1�mnn �:� Un arbre plan planté possédant ni n÷uds d'arité i pour tout i � 1 et `+ 1 feuilles (y com-pris la racine) est codé par un mot sur l'alphabet de Lukacievicz standard fx�1; x0; x1; : : : gcontenant ni lettres xi�1 et ` lettres x�1 (une fois encore rappelons que la feuille racine nerentre pas dans le code). Le nombre de ces arbres, calculé par F. Harary, G. Prins et W.T.Tutte [85] est donc 1`+ n1 + � � �+ nk�`+ n1 + � � �+ nk`; n1; : : : ; nk � = 1̀�`� 1 + n1 + : : :+ nk`� 1; n1; : : : ; nk �: (1)2.1.2 Cartes planaires et formules de W.T. TutteAinsi qu'il est dé�ni à la section 1.1, une carte planaire est un plongement d'un graphe planaireconnexe dans la sphère, dans lequel les arêtes multiples ainsi que les boucles sont autorisées. Dansce chapitre les cartes que nous considérons sont toujours enracinées, c'est-à-dire qu'une arête estdistinguée et orientée. L'arête racine est issue d'un sommet racine et bordée sur sa droite d'uneface racine. Par convention, nous choisissons la face racine comme face in�nie pour dessiner lescartes dans le plan. En d'autres termes, l'arête racine d'une carte enracinée dessinée dans le planest toujours une arête qui borde la face in�nie en sens (trigonométrique) direct.L'idée d'enraciner les cartes pour les compter est due à W.T. Tutte. Nous avons rappelé lesdécompositions par contraction/suppressions (section 1.3) et par extraction (section 1.5) que cetauteur utilise dans une série d'articles (la série des �census of : : : � [137, 135, 136, 139, 34, 141]) pour



2.1. DÉMONSTRATION PAR L'EXEMPLE 55étudier les cartes. Il obtient ainsi d'élégantes formules auxquelles nous nous intéressons maintenantde plus près.Par exemple, dans [141], W.T. Tutte calcule le nombre de cartes planaires enracinées quel-conques à n arêtes, qui nous a servi d'exemple à la section 1.3 :2 � 3n(2n)!n!(n+ 2)! :Un autre exemple est celui des cartes non séparables2. Dans [34], il est montré que les nombres decartes planaires enracinées non séparables à n+ 1 arêtes ou à i+ 1 sommets et j + 1 faces sont2(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! ou (2i+ j � 2)!(i+ 2j � 2)!(2i� 1)!(2j � 1)!i!j! :Parmi les formules de W.T. Tutte pour les cartes planaires enracinées, citons encore la formuledonnant le nombre de cartes biparties à n arêtes, et celle donnant le nombre de cartes non séparablescubiques (dont tous les sommets sont de degré trois) à n sommets :3 � 2n(2n)!n!(n+ 2)! et 2n(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! :Ces formules, dont la simplicité est frappante, sont des points singuliers : à quelques raresexceptions près (dont nous proposons une famille in�nie nouvelle au chapitre 3), les nombres decartes sont loins d'être toujours donnés par d'aussi belles expressions closes.Plusieurs preuves de la première de ces formules ont été données. Ainsi, après les deux premièrespreuves de W.T. Tutte [137, 141] d'autres ont été obtenues par A.B. Lehmann [105], R. Cori [38]et D. Arquès [4]. Néanmoins, aucune de ces preuves ne donne d'intuition directe permettant de�voir apparaître� la formule.Au contraire, le lemme cyclique de la section précédente, donne une preuve intuitive de laformule pour les arbres binaires complets : le binomial �2n+1n � compte évidemment des mots, et ladivision par 2n+ 1 traduit la conjugaison.Remarquons que les formules de W.T. Tutte énoncées plus haut ont toutes une parenté certaineavec les nombres de Catalan. En e�et, réécrivons les plus simples d'entre elles :2 � 3n(2n)!n!(n+ 2)! = 2 � 3n(n+ 2)(n+ 1)�2nn �;3 � 2n(2n)!n!(n+ 2)! = 3 � 2n(n+ 2)(n+ 1)�2nn �;2(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! = 4(2n+ 2)(2n+ 1)�3nn �;2n(3n)!(n+ 1)!(2n+ 1)! = 2n+1(2n+ 2)(2n+ 1)�3nn �:Nous avons mis en valeur ici une forme commune à ces quatre formules. Nous reconnaissons commefacteur les nombres d'arbres binaires ou ternaires. Apparaissent aussi un terme exponentiel, maissurtout un terme linéaire au dénominateur qui se trouve être le nombre de feuilles (en comptant laracine) des mêmes arbres dont les nombres sont en facteur !2cf. section 1.1 pour les dé�nitions de di�érentes familles de cartes.



56 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESÀ la lumière de ces premières observations réécrivons une autre formule de W.T. Tutte, a prioriplus complexe. Le nombre de cartes biparties à ` + 1 sommets, n + 1 arêtes et avec ni faces dedegré 2i (les faces d'une carte bipartie sont toujours de degré pair et la formule d'Euler donnen = `� 1 + n1 + � � �+ nk) est2(n!)(`+ 1)!Yi�1�2i� 1i �ni 1ni! = 2(`+ 1)`�`� 1 + n1 + � � �+ nk`� 1; n1; : : : ; nk �Yi�1�2i� 1i �ni ;où nous reconnaissons en facteur la formule (1), qui donne le nombre des arbres plans comptés parF. Harary, G. Prins et W.T. Tutte que nous avons calculé à la section précédente (page 54). Audénominateur apparaît le facteur `+ 1 qui est précisément le nombre de feuilles de ces arbres.Au chapitre 3 nous démontrons que les cartes planaires de la famille des m-constellations, sontcomptées selon leur nombre n d'étoiles, par la formule(m+ 1)mn�1[(m� 1)n+ 2][(m� 1)n+ 1]�mnn �;dans laquelle apparaissent cette fois les nombres d'arbres m-aires, divisé par (m � 1)n + 2, leurnombre de feuilles.En�n, la formule énoncée plus haut, qui donne le nombre de cartes non séparables à i + 1sommets et j + 1 faces, contient elle aussi un nombre d'arbres divisé par leur nombre de feuilles,comme nous le verrons plus loin.Il me reste maintenant à espérer que le lecteur est intrigué comme je l'ai été par ces �coïnci-dences� ! Je vais essayer dans la prochaine section de les expliquer simplement. Remarquons quenous suivons ici une démarche a posteriori typique de la combinatoire bijective. Cette démarcherepose sur le postula suivant : les formules d'énumération, lorsque elles sont simples, nous ren-seignent sur la structure des objets énumérés et �doivent� s'expliquer simplement. En regardantles formules, nous sommes amenés à introduire des objets combinatoires qui en rendent comptenaturellement et à chercher des relations entre ces nouveaux objets simples et les objets d'origine.Mais pour commencer, il nous faut connaître encore quelques petites propriétés des cartes etde leur aptitude à se transformer en de multiples variantes. Une élégante introduction à ces jeuxde transformations locales équivalentes est donnée dans la thèse de L. Grandboulan [80, sectionII.2] (voir aussi [143]). Nous nous contentons ici de quelques aspects bien connus.À une carte planaire enracinée, nous allons associer une unique carte �sa carte radiale�dont tous les sommets sont de degré quatre. Par extension nous appelons carte radiale toutecarte planaire enracinée dont tous les sommets sont de degré quatre (plutôt que quartique qui estvraiment trop laid). Cet abus de langage est justi�é par leLemme 2.3 Les cartes planaires enracinées à n arêtes sont en bijection avec les cartes radiales àn sommets.Démonstration. La construction, due semble-t-il à W. T. Tutte est illustrée par la �gure 2.2. Ellerappelle la construction du graphe dérivé des arêtes (line graph) :Soit C une carte planaire enracinée. Chaque arête de C possède deux extrémités, deux côtéset quatre coins. La carte radiale R de C a les arêtes de C pour sommet et les coins de C pour
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a’
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Fig. 2.2: Une carte planaire et sa carte radiale.arêtes : chaque sommet de R est relié à ses quatre voisins par les quatre coins de l'arête de Cauquel il correspond. Si C est enracinée sur une arête a qui arrive en un sommet s, alors soit a0l'arête suivant a dans le sens direct autour de s. On enracine R par l'arête qui joint a à a0.Inversement soit R une carte radiale enracinée. Associons à R une unique carte planaire enra-cinée C. Comme tous les sommets de R sont de degré quatre, ses faces peuvent être coloriées endeux couleurs, de façon à ce que deux faces voisines ne soient pas de même couleur. On place unsommet de C dans la face qui borde l'arête racine de R à gauche, ainsi que dans toutes les faces dela même couleur. À travers chaque sommet s de R, on crée une arête qui joint les deux sommets deC voisins de s. Finalement on enracine C sur l'arête qui traverse le sommet racine de R et laissesa face racine sur la droite. 22.1.3 Les cartes planaires sont des arbres conjuguésNous pouvons maintenant essayer de rendre compte des formules de W.T. Tutte. Nous commen-çons par la formule pour les cartes planaires enracinées quelconques, puis nous traitons quelquesautres exemples. Le but du jeu est, dans un premier temps, uniquement de �construire� ces for-mules, non de les prouver.Cartes planaires quelconquesDans la formule 2 � 3n(n+ 2)(n+ 1)�2nn �apparaît le nombre d'arbres binaires complets à n n÷uds.Considérons donc l'arbre binaire complet planté de la �gure 2.3(a), qui a n = 8 n÷uds3 etn + 2 = 10 feuilles, en comptant la racine. Le nombre d'arbres binaires complets plantés avec n3On désigne par n÷uds les sommets internes, par opposition aux feuilles qui sont les sommets externes.
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Fig. 2.3: (a) Un arbre binaire complet planté. (b) Un arbre bourgeonnant.
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xFig. 2.4: (a) Appariement d'une feuille et d'un bourgeon. (b) Clôture partielle de l'arbre.n÷uds est 1n+ 1�2nn �:Sur chacun des n n÷uds de cet arbre, ajoutons un bourgeon. Tous les sommets ont alors degréquatre, comme on le voit sur la �gure 2.3(b). Comme il y a trois façons d'ajouter un bourgeon surun n÷ud, le nombre d'arbres bourgeonnants ainsi formés est3nn+ 1�2nn �:À un arbre bourgeonnant nous associons son mot de bord : pour cela, on étiquette les bourgeonsx et les feuilles �x et on e�ectue un parcours pré�xe gauche de l'arbre ; le mot de bord est obtenuen notant les étiquettes des bourgeons et des feuilles au fur et à mesure du parcours (on notel'étiquette de la feuille racine en dernier). Ainsi pour l'arbre de la �gure 2.4(a), on obtient le mot
xxx xxx x xxx xx xx xxx xComme nous ne retenons que les feuilles au cours du parcours, il est équivalent de dire que le motde bord est obtenu en tournant autour de l'arbre dans le sens direct. Un arbre bourgeonnant à nn÷uds possède n bourgeons et n+ 2 feuilles.Dé�nissons l'opération fondamentale de nos bijections : la clôture partielle d'un arbre bour-geonnant. Pour cela, on considère le mot de bord comme un mot circulaire et lorsqu'un x est



2.1. DÉMONSTRATION PAR L'EXEMPLE 59immédiatement suivi d'un �x, on apparie le bourgeon et la feuille associés, en formant une arête ;on recommence jusqu'à ce qu'il ne reste plus que deux feuilles, on les appelle les feuilles libres del'arbre (�gure 2.4(b)). Au cours de l'opération de clôture partielle ainsi dé�nie, une nouvelle faceest fermée par chaque appariement d'arêtes. Sur le mot précédent, les appariement sont
xxx xxx x xxx xx xx xxx xOn voit que cet exemple est mal choisi car aucun des appariements ne �passe par dessus la racine�en utilisant le mot de bord vu comme mot cyclique.Si on pose �(x) = 1 et �(�x) = �1, alors, d'après le lemme cyclique, les deux feuilles libres sontprécisément les deux derniers minima de gauche à droite du mot de bord et le mot circulaire sefactorise en deux mots de Lukacievicz :

xxx x xxx xx xx xxxxxxxCeci nous amène à dé�nir la conjugaison d'arbres.Dé�nition 2.4 Deux arbres sont conjugués s'ils sont obtenus l'un à partir de l'autre en changeantde feuille racine.Bien entendu, les classes de conjugaison sont simplement les arbres non plantés. Mais l'idée deconjugaison d'arbres fournit une analogie fructueuse avec la conjugaison des mots. Remarquonstout de suite laProposition 2.5 Les mots de bord de deux arbres bourgeonnants conjugués sont conjugués. Lesfeuilles libres d'un arbre bourgeonnant sont dé�nies indépendamment du choix de la racine.Par analogie encore avec les mots, dé�nissons les arbres équilibrés, qui sont le pendant des motsde Lukacievicz.Dé�nition 2.6 Un arbre bourgeonnant est un arbre équilibré si son mot de bord est un produitde mots de Lukacievicz (i.e. si la feuille racine est libre).Le corollaire du lemme cyclique appliqué à la conjugaison d'arbres est alors leCorollaire 2.7 Le nombre en d'arbres bourgeonnants équilibrés est2n+ 2 � 3nn+ 1�2nn �:Démonstration.Nous appliquons le lemme cyclique exactement comme pour compter les produitsde mots de Lukacievicz (corollaire 2.2). Comptons de deux manières les triplets (A; x; y) formésd'un arbre A non planté muni de bourgeons et de deux feuilles x et y telle que y soit une feuillelibre de A et x une feuille quelconque qui peut être égale à y.� Les triplets sont de la forme (Ax; y) où Ax est un arbre bourgeonnant (planté) et y une desdeux feuilles libres. Leur nombre est donc 2 � 3nn+1�2nn �.� Les triplets sont aussi de la forme (Ay ; x) où Ay est un arbre bourgeonnant équilibré et xl'une des n+ 2 feuilles. Leur nombre est donc (n+ 2)en.
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Fig. 2.5: (a) Clôture partielle d'un conjugué équilibré. (b) Clôture complète.
Fig. 2.6: (a) Un autre arbre couvrant. (b) Orientation induite.Le corollaire suit en comparant les deux nombres obtenus. 2Restreignons maintenant la construction amorcée précédemment aux arbres équilibrés. Aprèsla première étape de clôture, l'une des deux feuilles libres est alors la racine. Formons pour �nirune arête orientée de la feuille racine vers la seconde feuille libre. Nous obtenons ainsi une carteplanaire enracinée à n sommets qui sont tous de degré quatre. On reconnaît sur la �gure 2.5(b)la carte radiale de la carte de la �gure 2.2. Nous avons construit une application qui envoie unarbre équilibré sur une carte radiale enracinée. Nous l'appelons clôture complète. Contrairement àla clôture partielle, la clôture complète n'est dé�nie que pour les arbres équilibrés.Pour terminer notre �construction� de la formule de W.T. Tutte, énonçons leThéorème 2.8 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection des arbres bourgeonnantséquilibrés à n n÷uds vers les cartes radiales à n sommets et donc vers les cartes planaires enracinéesà n arêtes.Démonstration. Ce théorème est un cas particulier (corollaire 2.17) du théorème 2.16 que nousdémontrons à la section suivante. 2Nous allons quand même décrire quelques propriétés simples de l'opération de clôture quipermettent de cerner le point important de la construction.Imaginons un algorithme d'�ouverture� des arêtes d'une carte radiale, qui serait réciproquede l'algorithme de clôture. La première étape en serait visiblement l'ouverture de la racine de lacarte et la création de deux feuilles libres. La seconde étape est le choix du bon arbre couvrant.Par exemple, observons les �gures 2.6 et 2.7. On choisit un autre arbre couvrant et on orientecorrectement les arêtes autour de cet arbre (en mettant les deux feuilles libres de la racine dans
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Fig. 2.7: Un arbre non-bourgeonnant dont la clôture redonne la carte de la �gure 2.5.

Fig. 2.8: L'arbre couvrant dual.la face in�nie). Alors l'ouverture des arêtes donne un arbre binaire complet planté, qui redonne lacarte si on lui applique l'algorithme de clôture. Cet arbre est même équilibré au sens où son motde bord est produit de deux mots de Lukacievicz ! Cependant il n'est pas bourgeonnant : en e�etles bourgeons ne sont pas répartis correctement, i.e. un par sommet.Le théorème peut donc s'énoncer sous la forme suivante : Parmi tous les arbres couvrantsdes sommets d'une carte radiale R, un et un seul s'ouvre par rapport à la racine de R en unarbre bourgeonnant (i.e. qui ne possède qu'un bourgeon par sommet). Et toute la di�culté de laréciproque est de trouver cet unique arbre couvrant, ou, de manière équivalente, de caractériser lesarêtes de son complémentaire, qui doivent être ouvertes.La propriété suivante nous dit que les arêtes du complémentaire de n'importe quel arbre cou-vrant des sommets forment elles-mêmes un arbre couvrant des faces. Par exemple, si on trace surla carte de la �gure 2.4 les arêtes duales de celles qui doivent être ouvertes, on obtient la �gure 2.8.Propriété 2.9 Soit C une carte planaire et C 0 la duale4 de C. Notons e0 l'arête de C 0 duale d'unearête e de C et plus généralement, si A est un ensemble d'arêtes de C, A0 désigne l'ensemble desarêtes duales.Alors si A est un arbre couvrant des sommets de C, le lemme de Jordan implique que C 0 n A0est un arbre couvrant de C 0Démonstration. En e�et le lemme de Jordan, énoncé pour les cartes planaires, dit qu'un cycle4cf. page 24 ; la carte duale C0 d'une carte C est la carte des incidences entre les faces de C : les sommets deC0 sont les faces de C, les faces de C0 sont les sommets de C et les arêtes de C0 sont duales à celles de C.
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Fig. 2.9: (a) Ouverture de la racine. (b) Un con�it à profondeur 1.

Fig. 2.10: (a) Ouverture à profondeur 1. (b) Ouverture complète, à profondeur 2.sépare au moins deux faces. Il interdit donc l'existence d'un cycle dans C 0nA0 car celui-ci, dualementséparerait deux sommets de C et serait donc contraint de croiser l'arbre couvrant A de C. Ledécompte des arêtes et la formule d'Euler montre alors que C 0 nA0 est un arbre couvrant de C 0. 2Le point fondamental de la démonstration du théorème, qui permet de donner l'algorithmeréciproque, est alors leLemme 2.10 Soit R une carte radiale, enracinée en a et R0 sa duale, de racine a0. Soit A unarbre couvrant de R ne contenant pas a. D'après la propriété 2.9, R0 nA0 est un arbre couvrant deR0.Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes� L'ouverture de R autour de A et par rapport à a donne un arbre bourgeonnant (i.e. n'a qu'unbourgeon par sommet).� L'arbre R0 n A0 est obtenu par le parcours en largeur de R0 à partir de l'arête a0, en sensindirect.Rappelons l'algorithme de parcours en largeur (en anglais bfs-traversal pour �breadth �rst search�),e�ectué à partir d'une arête a0, en sens indirect. L'arête a0 est orientée dualement à a (i.e. la face



2.1. DÉMONSTRATION PAR L'EXEMPLE 63racine de R0 est le sommet racine de R).1. Les deux sommets incidents à a0 sont à profondeur d = 0.2. Supposons les sommets à profondeur d atteints. S'il n'y a aucun sommet à profondeur d+1,tous les sommets ont été atteints, le parcours est terminé. Sinon,(a) E�ectuer un parcours pré�xe droit de l'arbre couvrant des sommets à profondeur auplus d, à partir de la gauche de la racine a0.(b) Chaque fois qu'une arête joignant un sommet à profondeur d+ 1 encore jamais atteintest rencontrée sur le bord de l'arbre, l'ajouter.3. Incrémenter d et recommencer en 2.L'utilisation d'un parcours pré�xe droit (point 2.(a)) fait que les con�its entre plusieurs arêtespouvant atteindre un même sommet, sont réglés. En e�et, on donne ainsi la priorité à la premièrearête qui apparaît sur le bord de l'arbre lorsque l'on tourne autour de l'arbre en sens indirect àpartir du coté gauche de la racine.Les �gures 2.9 et 2.10 illustrent l'ouverture des arêtes, qui peut se faire au fur et à mesure dela construction de l'arbre couvrant dual. On retrouve l'arbre bourgeonnant de départ.La démonstration de ces résultats peut se faire par deux méthodes. La première est récursive etmontre directement la bijection, sans réellement étudier les propriétés de l'algorithme réciproque.Nous l'utilisons dans la prochaine section pour traiter (relativement) rapidement le cas des carteseulériennes qui généralise celui des cartes radiales. La seconde approche nécessite de mieux com-prendre le lien entre le parcours en largeur dans la duale et l'arbre équilibré. Nous l'utiliserons auprochain chapitre pour montrer un résultat plus général valable pour les m-constellations.Cartes planaires bipartiesConsidérons l'arbre binaire complet planté à n n÷uds de la �gure 2.11(a). Sur chacune desn� 1 arêtes internes de cet arbre, ajoutons un sommet noir et un bourgeon, comme le montre la�gure 2.11(b). Les sommets noirs, comme les n÷uds blancs sont de degré trois. Comme il y a deuxfaçons de placer chacun des n� 1 bourgeons, le nombre d'arbres bourgeonnants ainsi formés est2n�1n+ 1�2nn �:Le nombre de feuilles blanches est n+2 et le nombre de bourgeons n�1 de sorte que l'applicationde l'algorithme de clôture partielle laisse trois feuilles libres (�gure 2.12). Le même raisonnementque précédemment donne le nombre d'arbres équilibrés de ce type :3n+ 2 � 2n�1n+ 1�2nn �:Nous terminons la construction en ajoutant un sommet blanc et en enracinant la carte ainsiobtenue sur ce sommet, en direction de la feuille libre. Comme l'illustre la �gure 2.13, nous avonsainsi dé�ni un algorithme de clôture complète qui construit une carte que W.T. Tutte appelle bi-cubique pour bipartie cubique. En e�et, tous les sommets sont de degré trois, les sommets blancs ne
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Fig. 2.11: (a) Un arbre binaire complet planté. (b) Un arbre bourgeonnant.

Fig. 2.12: (a) Appariement d'une feuille et d'un bourgeon. (b) Clôture partielle de l'arbre.

Fig. 2.13: (a) Clôture d'un conjugué équilibré. (b) Clôture complète.

Fig. 2.14: Tri-coloration des faces d'une carte bi-cubique et carte bipartie associée.



2.1. DÉMONSTRATION PAR L'EXEMPLE 65sont voisins que de sommets noirs et réciproquement. Les cartes bi-cubiques sont, à la manière descartes radiales pour les cartes quelconques, un avatar classique des cartes biparties. La �gure 2.14illustre le jeu de transformation locale qui fait passer de l'une à l'autre ; en e�et, les faces d'unecarte bi-cubique peuvent être coloriée en trois couleurs, de façon à ce que deux faces adjacentes nesoit pas de même couleur, et on construit une carte bipartie en utilisant deux des couleurs pourles sommets et la troisième pour les faces.Théorème 2.11 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres équilibrés à nn÷uds et cartes bi-cubiques à 2n sommets ou cartes biparties à n arêtes.Démonstration. Les cartes biparties à n arêtes sont les 2-constellations à n polygones (cf. dé-�nition 3.3 du chapitre 3). Ce théorème est donc un cas particulier (m = 2) du corollaire 3.6.2Qui plus est, l'algorithme réciproque est le même que précédemment, à la simple nuance que lestrois faces adjacentes au sommet noir racine doivent être considérées à profondeur 0 pour initialiserle parcours en largeur.Cartes non séparablesConsidérons cette fois l'arbre ternaire complet planté de la �gure 2.15(a). De part et d'autrede chaque arête interne, ajoutons un bourgeon sur la droite en regardant vers l'arête, comme lemontre la �gure 2.15(b). Il n'y a aucun choix à faire pour placer ces bourgeons et le nombre d'arbresbourgeonnants ainsi formés est le nombre d'arbres ternaires :12n+ 1�3nn �:Le nombre de feuilles est 2n+ 2 et le nombre de bourgeons 2(n� 1) de sorte que l'application del'algorithme de clôture laisse cette fois quatre feuilles libres (�gure 2.16). Le même raisonnementque précédemment donne le nombre d'arbres bourgeonnants équilibrés :42n+ 2 � 12n+ 1�3nn �:Ajoutons un sommet et enracinons la carte ainsi obtenue sur ce sommet, en direction de la feuillelibre. Pour obtenir une carte radiale, supprimons alors les arêtes internes de l'arbre ; en e�et, unbourgeon a été ajouté aux extrémités de chaque arête interne, de sorte que tous les sommets sontde degré quatre, (�gure 2.17). Les opérations de clôture partielle, ajout d'un sommet et oubli desarêtes forment cette fois la clôture complète. Remarquons sur la �gure 2.17 que la carte radialeobtenue ne contient pas de 2-cocycle i.e. pas de couple d'arêtes séparatrices, ou encore, la carteduale ne contient pas de cycle de longueur deux. Nous montrerons que cette propriété est toujoursvéri�é.De plus cette propriété est caractéristique des cartes radiales associées aux cartes non séparables.Propriété 2.12 La bijection du lemme 2.3 entre cartes planaires quelconques et cartes radialesenvoie les cartes planaires non séparables sur les cartes radiales sans 2-cocycle.
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Fig. 2.15: (a) Un arbre ternaire complet planté. (b) Un arbre bourgeonnant.
Fig. 2.16: (a) Un appariement. (b) Clôture partielle d'un conjugué équilibré l'arbre.

Fig. 2.17: (a) Ajout du sommet supplémentaire. (b) Oubli des arêtes de l'arbre.
Fig. 2.18: Radiale sans 2-cocycle et carte non séparable associée.
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Fig. 2.19: (a) Un arbre ternaire complet planté. (b) Un arbre bourgeonnant.Démonstration. Soit R la carte radiale d'une carte C. Les 2-cocycles de R correspondent exacte-ment aux incidences doubles entre un sommet et une face de C. Or un sommet de C est séparateursi et seulement s'il existe une face qui lui est incidente deux fois. 2Nous démontrerons plus loin dans ce chapitre leThéorème 2.13 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres bourgeonnantséquilibrés à n n÷uds et cartes radiales sans 2-cocycle à n+ 1 sommets ou cartes non séparables àn+ 1 arêtes.L'algorithme réciproque est cette fois basé sur la notion d'orientation bipolaire, largement étudiéepar P. Rosenstiehl, H. de Fraissex et P. Ossona de Mendez. Nous nous appuierons sur certains deleurs résultats pour montrer notre théorème à la section 2.3. Toute la di�culté est de reconstituerles arêtes internes de l'arbre.Cartes cubiques non séparablesConsidérons l'arbre ternaire complet planté de la �gure 2.19(a), qui est le même que précédem-ment. Sur chacune des n arêtes internes de cet arbre, ajoutons deux bourgeons diamétralementopposés, comme le montre la �gure 2.19(b). Ensuite, �entre les deux bourgeons�, dédoublons cha-cun de ces sommets de degré 6 à l'aide d'une arête pointillée, qui suit les bourgeons autour dessommets dans le sens direct (�gure 2.20). Comme il y a deux façons de placer chacun des n couplesde bourgeons, le nombre d'arbres bourgeonnants ainsi formés est2n2n+ 1�3nn �:Le nombre de feuilles est 2n + 2 et le nombre de bourgeons 2n de sorte que l'application del'algorithme de clôture partielle laisse deux feuilles libres (�gure 2.21(a)). Le même raisonnementque précédemment donne le nombre d'arbres bourgeonnants équilibrés de ce type :22n+ 2 � 2n2n+ 1�3nn �:Nous joignons les deux feuilles libres par une arête orientée issue de la racine. En�n nous oublions lesarêtes pointillées de façon à obtenir une carte cubique et à dé�nir l'opération de clôture complète.La carte obtenue sur la �gure 2.21(b) est non séparable. Nous montrerons que cette propriété esttoujours satisfaite à la section 2.3.4.
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Fig. 2.20: Dédoublement des n÷uds.
Fig. 2.21: (a) Clôture partielle d'un conjugué. (b) Sommet supplémentaire et oubli des arêtesfactices.Théorème 2.14 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres bourgeonnantséquilibrés à n n÷uds et cartes cubiques non séparables à 2n sommets ou, par dualité, triangulationssans boucles à n+ 2 sommets.La réciproque et la preuve sont très proches de celles utilisées pour les cartes non séparables ; làencore toute la di�culté est de replacer les arêtes factices.2.1.4 Remarques et récapitulatifPlutôt que de continuer à accumuler les exemples, et avant de passer aux démonstrations,formulons quelques remarques générales.1. Les formules closes simples pour les cartes s'interprètent par la conjugaison d'arbres.2. Les cartes planaires contiennent chacune un arbre couvrant canonique, choisi uniformémentdans une famille d'arbres élémentaires. En particulier les propriétés statistiques de ces arbresélémentaires sont valides pour les arbres couvrants canoniques.3. La conjugaison d'arbres est une méthode constructive, qui permet la génération aléatoire descartes.4. Les algorithmes réciproques (dont seul le premier a été décrit), bien que moins intuitifs,permettent de coder de façon optimale les cartes par des arbres simples, sans étiquette, entemps linéaire. Ces codages induisent des codages simples et compacts des cartes par desmots.



2.2. CARTES EULÉRIENNES ET ARBRES ÉQUILIBRÉS 69Famille nombre de nombres de degrés desC cartes quelconques arêtes sommets et facesR cartes radiales arêtes faces � et 	C2 cartes biparties arêtes sommets blancs et noirs facesE2 cartes eulériennes arêtes faces sommetsH hypercartes brins hyperarêtes et faces sommetsB cartes bi-cubiques arêtes faces 1 et 2 faces 3Cm constellations d'ordre m polygones sommets 1 à m facesEm cartes m-eulériennes arêtes faces sommetsC2 cartes non séparables arêtes sommets et facesR2 radiales sans 2-cocycle sommets faces � et 	Q2 quadrangulations simples faces sommets � et 	CC2 cubiques non séparables sommetsT 2 triangulations sans boucles facesTab. 2.1: Classes d'équivalence de cartes obtenues par conjugaison et paramètres contrôlés.La seconde remarque sera utilisée à la section 4.5 pour obtenir des bornes sur le diamètre des cartes.La troisième nous donne nos premiers algorithmes de génération à partir desquels travaillent lesalgorithmes de génération aléatoire par extraction/rejet du chapitre 5.Finalement, nous récapitulons les di�érentes familles auxquelles la conjugaison d'arbres s'ap-plique. Les démonstrations de la plupart de ces résultats occupent le reste du chapitre. Les constel-lations, pour lesquelles les formules d'énumération sont nouvelles et les preuves plus di�ciles, fontl'objet du chapitre 3.Il est bien entendu que toutes les cartes considérées sont planaires et enracinées. Dans latable 2.1, nous donnons pour chaque famille de cartes di�érentes variantes qui s'obtiennent partransformations locales. On peut remarquer que les cartes biparties et cartes eulériennes sont enfait les 2-constellations et cartes 2-eulériennes.2.2 Cartes eulériennes et arbres équilibrésLes résultats de cette section sont les premiers résultats de conjugaison d'arbres que j'ai obtenus.Ils répondent à une question posée à plusieurs reprises par E.A. Bender et E. R. Can�eld ([8, 11,12]).2.2.1 Cartes eulériennesNous donnons ici une première preuve complète de la bijection entre cartes radiales et arbresbourgeonnants équilibrés (théorème 2.8). Cette preuve est récursive et s'applique en fait à unefamille de cartes un peu plus générale. En e�et, nous remplaçons la condition� tous les sommets sont de degré quatre,qui dé�nit les cartes radiales, par la condition� tous les sommets sont de degré pair,



70 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESqui dé�nit les cartes eulériennes5.Le résultat que nous démontrons ici est un cas particulier du théorème 3.5 qui fait l'objet duchapitre 3. La preuve récursive que nous donnons maintenant est plus facile, mais moins profonde(et moins formelle) que la preuve générale du chapitre 3. Nous la donnons quand même pourpermettre au lecteur �de se faire la main� sur les arbres équilibrés...Dé�nissons une nouvelle famille d'arbres bourgeonnants, qui généralise celle des arbres binairesutilisée pour les cartes radiales. Nous appelons arbre eulérien un arbre plan planté sur les n÷udsduquel sont ajoutés des bourgeons, de sorte que pour tout i � 1,� un n÷ud d'arité initiale i reçoit i� 1 bourgeons et devient donc de degré 2i.Le nombre de façons d'ajouter i� 1 bourgeons à un n÷ud d'arité i est �2i�1i �. Le nombre d'arbresplans plantés avec ni n÷uds d'arité i est donné par la formule d'Harary, Prins et Tutte (formule (1),page 54) 1̀�`� 1 + n1 + : : :+ nk`� 1; n1; : : : ; nk �;dans laquelle `+1 est égal au nombre de feuilles (racine comprise), i.e. ` = 1+P(i� 1)ni, commele montre un argument de comptage immédiat.On en déduit le nombre d'arbres eulériens avec ni n÷uds de degré 2i,1̀�`� 1 + n1 + : : :+ nk`� 1; n1; : : : ; nk �Yi�1�2i� 1i �ni :Ces arbres ont, par construction, `�1 bourgeons, de sorte que l'opération de clôture partielle laissedeux feuilles libres. Nous pouvons alors à nouveau appliquer l'argument du lemme cyclique pourconjuguer nos arbres, dé�nir les arbres eulériens équilibrés et énoncer leLemme 2.15 Le nombre d'arbres eulériens équilibrés (i.e. d'arbres eulériens dont le mot de bordest produit de deux mots de Lukacievicz), avec ni n÷uds de degré 2i est2`+ 1 � 1̀�`� 1 + n1 + : : :+ nk`� 1; n1; : : : ; nk �Yi�1�2i� 1i �ni :Nous reconnaissons ici le nombre de cartes biparties évoqué page 63, ce qui est bon signe puisqueces cartes sont les cartes duales des cartes eulériennes qui nous intéressent.Les opérations de clôtures partielle (cf. page 58) et complète (cf. page 70) s'étendent immédia-tement aux arbres eulériens équilibrés et nous allons donc démontrer leThéorème 2.16 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres eulériens équi-librés avec ni n÷uds de degré 2i et cartes eulériennes avec ni sommets de degré 2i, ou, par dualité,cartes biparties avec ni faces de degré 2i.Corollaire 2.17 (théorème 2.8) La restriction du théorème précédent à n2 = n et ni = 0 pouri 6= 2, dé�nit une bijection entre les cartes radiales et les arbres bourgeonnants équilibrés de ladé�nition 2.6.5L'origine de cette terminologie est à chercher du côté des cycles eulériens : un cycle eulérien est un cycle quiparcourt une fois et une seule toutes les arêtes et une carte admet un cycle eulérien si et seulement si tous sessommets sont de degré pair, comme l'avait remarqué Euler.



2.2. CARTES EULÉRIENNES ET ARBRES ÉQUILIBRÉS 712.2.2 Application réciproqueNotons � l'application qui associe à un arbre équilibré la carte eulérienne obtenue par clôturecomplète. Le lemme 2.10 de la section précédente a�rme que, pour les cartes radiales, la construc-tion réciproque est donnée par l'ouverture des arêtes de l'arbre d'un parcours en largeur de lacarte duale. Cette propriété reste vraie dans le cas des cartes eulériennes. Pour le montrer nousdécrivons une variante de l'ouverture des arêtes au fur et à mesure du parcours en largeur du dual(tel qu'illustré sur les �gures 2.9 et 2.10).Rappelons qu'un pont est une arête dont la suppression sépare la carte en deux composantesconnexes non vides. Dé�nissons l'application  qui à une carte eulérienne C associe un arbreéquilibré  (C) à l'aide de l'algorithme suivant, qui �tourne� autour de C en �ouvrant� les arêtesqui ne sont pas des ponts. Dans la suite de cette section, on considère les cartes comme plongéesdans le plan avec la face in�nie comme face racine.Lors d'un parcours de la face in�nie en sens direct autour de la carte, les arêtes qui ne sontpas des ponts sont rencontrées une seule fois et sont donc orientées par le parcours. Elles ont uneorigine et une extrémité. Par dé�nition, l'ouverture d'une arête incidente à la face in�nie consisteraalors à supprimer l'arête et remplacer son origine par un bourgeon et son extrémité par une feuille.Au fur et à mesure de l'application de l'algorithme, des feuilles et des bourgeons vont être crééspar ouverture et seront considérés comme des décorations et n'interviennent plus dans la suite del'algorithme.L'algorithme est alors1. Ouvrir l'arête racine e0 en formant (exceptionnellement) deux feuilles. L'arête courante estla première vraie arête qui suit l'extrémité de e0 sur la face in�nie.2. Tourner dans la face in�nie autour de la carte en sens direct tant que toutes les arêtes nesont pas des ponts :(a) si l'arête courante n'est pas un pont, l'ouvrir.(b) la nouvelle arête courante est l'arête qui suit l'extrémité de l'ancienne autour de la facein�nie.Quand cet algorithme s'arrête la carte obtenue est toujours connexe puisque aucun pont n'a étécoupé. De plus c'est un arbre car toutes les arêtes restantes sont des ponts. Nous posons  (C) égalà cet arbre, planté sur la feuille origine de la racine de C.Cet algorithme est bien équivalent à celui annoncé par le lemme 2.10 pour les cartes radiales.En e�et comme on avance autour de la carte après avoir ouvert une arête e, on fait un tour completavant de tenter d'ouvrir les arêtes qui ont été ajoutées sur la face in�nie par l'ouverture de e. Cecicorrespond au parcours en largeur. De plus, tourner en sens direct dans la face in�nie autour de lacarte revient bien à donner la priorité aux arêtes qui apparaissent en premier dans le sens indirectautour de l'arbre couvrant en largeur du dual.2.2.3 Preuve du théorèmeIl nous faut prouver les assertions suivantes,
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Fig. 2.22: Une étape de la récurrence dans le cas d'un séparateur.� L'image d'un arbre eulérien équilibré avec ni sommets de degré 2i par � est une carte eulé-rienne avec ni sommets de degré 2i.� L'image d'une carte eulérienne par  est un arbre eulérien équilibré.� Pour toute carte eulérienne C et tout arbre eulérien A,  (�(A)) = A et �( (C)) = C.Avec la dé�nition de l'opération de clôture, le premier point est immédiat. De même la dé�nitionde  montre que  (C) est un arbre équilibré et que �( (C)) = C.Il reste donc à démontrer que pour toute carte eulérienne C,� l'arbre  (C) est eulérien, i.e. exactement i � 1 bourgeons sont créés par l'ouverture sur unn÷ud de degré 2i,� il existe au plus un arbre eulérien équilibré A tel que �(A) = C.Remarquons que si on admet la formule de Tutte, un seul de ces deux points su�t à conclure. Ce-pendant nous démontrons simultanément les deux assertions par récurrence sur le nombre d'arêtes,ce qui redonne la formule de Tutte. La décomposition que nous utilisons correspond à la construc-tion pas à pas de l'arbre couvrant en largeur et à l'ouverture d'une arête à la fois.Soit C une carte eulérienne à n arêtes, a0 son arête racine et soit a1 l'arête suivant a0 sur laface externe. Comme une carte eulérienne ne peut contenir de pont6, il nous su�t de considérertrois cas :� a0 et a1 forment un 2-cocycle (cf. page 25). Ce cas est illustré par la �gure 2.22.Soit C1 et C2 les deux composantes connexes obtenues de cette manière et C 01 et C 02 les carteseulériennes obtenues en fermant les deux demi arêtes dans C1 et C2. Remarquons que l'arêtea1 appartient forcément à tout arbre couvrant ne contenant pas a0.Supposons que A soit un arbre eulérien équilibré tel que �(A) = C. Par construction, a0n'appartient pas à A donc A contient a1. En coupant a1 on obtient deux arbres eulériens A1et A2 qui sont équilibrés car aucune autre arête ne joint C1 à C2 et qui véri�ent �(A1) = C 01et �(A2) = C 02. Nous en concluons que A1 et A2 existent et sont uniques par hypothèse derécurrence. Donc A existe et il est unique.� a0 et a1 ne forment pas un 2-cocycle. Ce cas est illustré par la �gure 2.23. Nous avons besoindu lemme suivant.6à cause de la parité des degrés des sommets dans chaque composante
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Fig. 2.23: Une étape de la récurrence dans le cas d'un séparateur.Lemme 2.18 Soit A un arbre eulérien et a une arête de A. En coupant a on obtient deuxarbres A1 et A2. Alors, le nombre de feuilles de A2 qui ne sont pas fermées par des bourgeonsde A2 (i.e. qui sont libres ou fermées par des bourgeons de A1) est égal à un plus le nombrede bourgeons de A2 qui ferment des feuilles de A1.La preuve de ce lemme tient en deux lignes : l'arbre A2 est eulérien et a donc deux feuillesde plus que de bougeons. Il su�t de compter les feuilles et bourgeons de chaque arbre pourconclure.Considérons maintenant la démonstration du troisième cas et prouvons tout d'abord parl'absurde que a1 ne peut appartenir à un arbre eulérien équilibré A tel que �(A) = C.Supposons le contraire et soit A1 et A2 les arbres obtenus à partir de A en coupant a1, A1étant celui qui contient l'origine de a1 et A2 son extrémité. Sur le bord de A1, la feuilleextrémité de a0 précède immédiatement le bourgeon origine de a1. Comme l'extrémité dea0 est une feuille libre après la clôture partielle, on en déduit qu'aucune arête ne joint unbourgeon de A1 à une feuille de A2 (elle devrait passer �au dessus� de la feuille libre). D'aprèsle lemme, ceci implique qu'au plus une arête joint un bourgeon de A2 à une feuille de A1. Aveca0 et a1, cette arête formerait alors un 3-cocycle (ou 3-séparateur, ou un cycle de longueur3 dans la duale qui est bipartie), ce qui est exclu. Donc a1 n'appartient pas à aucun arbreeulérien équilibré A tel que �(A) = C.Coupons maintenant a0 et a1 et reformons une arête joignant l'origine de a0 à l'extrémité dea1. La carte C 0 ainsi obtenue a une arête de moins et possède donc un unique arbre eulérienéquilibré A0 tel que �(A0) = C 0. L'unique arbre eulérien équilibré A tel que �(A) = C s'obtientà partir de A0 en ajoutant la feuille extrémité de a0 et le bourgeon origine de a1.� la racine a0 forme un boucle contenant C, i.e. a1 = a0. Si C ne contient qu'une arête, a0,alors  (C) est un sommet de degré deux avec deux feuilles libres. Sinon, remarquons quel'algorithme de parcours en largeur donne le même résultat lorsqu'on change l'orientationde l'arête racine. En e�et, l'orientation de la racine détermine uniquement lequel des deuxsous-arbres issus de la racine sera parcouru en premier à chaque étape, or il ne peut y avoirde con�it, au cours de la construction de l'arbre en largeur, entre les arêtes ajoutées d'uncôté et de l'autre de la racine car ceci impliquerait l'existence d'un cycle de longueur impair



74 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESdans le dual, alors que celui-ci est biparti.Mais si la racine a0 forme une boucle qui contient C, alors en échangeant l'orientation de laracine, on obtient une carte C dans laquelle a0 est une boucle qui dé�nie une face bornéede degré 1. La discussion précédente assure que  (C) et  (C 0) ne di�ère que par le choixde la feuille libre qui est racine, on peut donc traiter plutôt le cas de C 0, qui rentre dans ledeuxième cas.2.2.4 ComplémentsNous traitons maintenant une extension du théorème. En plus du degré des sommets et dunombre d'arêtes, deux autres paramètres que nous allons dé�nir sont compatibles avec l'opérationde clôture.Les cartes eulériennes sont duales des cartes biparties. On peut donc associer un signe7 aux facesd'une carte eulérienne de sorte que les faces positives ne soient adjacentes qu'à des faces négativeset réciproquement. On décide par convention que la face à gauche de la racine est positive.Par exemple soit R la carte radiale d'une carte C. Alors les faces positives de R correspondentaux sommets de C tandis que les faces négatives de R correspondent aux faces de C.Or la distribution du nombre de faces négatives et positives peut être transportée et lue di-rectement sur les arbres eulériens ! En e�et lors de l'opération de clôture partielle, à chaque foisqu'une arête est créée, une face est �fermée�, tandis que l'ajout �nal de la racine ferme deux faces.Les faces d'une carte eulérienne obtenue par clôture complète d'un arbre eulérien A sont donc enbijection avec les feuilles de l'arbre A. On peut donc reporter le signe des faces sur les feuillescorrespondantes et obtenir des arbres eulériens équilibrés signés.La conjugaison d'un arbre signé entre deux feuilles de même signe préserve les signes, tandisqu'entre deux feuilles de signe opposé elle inverse tous les signes. Le nombre d'arbres eulérienssignés conjugués à un arbre équilibré avec i feuilles positives est donc i. Mais la décompositionclassique des arbres plans plantés s'étend sans problèmes aux arbres signés pour tenir comptedu nombre de feuilles positives. Traitons par exemple le cas des cartes radiales. On voit sur la�gure 2.24 les di�érents cas possibles, qui dépendent de la position du bourgeons.On en déduit immédiatement le système d'équations suivant pour les séries génératrices desarbres bourgeonnants signés de racine positive (uP (u; v)) et négative (vN(u; v)) selon le nombrede feuilles positives (marquées par u) et négatives (marquées par v) :P (u; v) = v + P (u; v)2 + 2P (u; v)N(u; v)N(u; v) = u+N(u; v)2 + 2P (u; v)N(u; v):En vertu de la remarque sur le nombre de conjugués, la série génératriceB(u; v) des arbres équilibréssignés plantés sur une feuille positive véri�e@@uB(u; v) = P (u; v):7On pourrait aussi bien parler de faces blanches et noires.
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Fig. 2.24: La décomposition de uP (u; v) en uv + uP (u; v)2 + 2uP (u; v)N(u; v).Le corollaire 2.17 dit que la série génératriceB(u; v) est aussi la série génératrice des cartes planairesselon le nombre de sommets et d'arêtes. Cette équation est une alternative amusante à l'équationtrouvée par D. Arquès dans [3] pour le même paramétrage en termes de P (u; v) et N(u; v) :B(u; v) = P (u; v)N(u; v)(1� 2P (u; v)� 2N(u; v)):Cette série génératrice a été déterminée par W.T. Tutte avant D. Arquès, mais avec un paramétragelégèrement di�érent.Plus généralement on obtient ainsi des équations pour les séries génératrices des cartes eulé-riennes selon les nombres de faces positives et négatives et en donnant des poids fi aux degrés dessommets (ou pour les cartes biparties selon les nombres de sommets de chaque couleur) :@@uB(u; v) = P (u; v); oùN(u; v) = v + Xi�1 iXj=1�ij��i� 1j � 1�N(u; v)jP (u; v)i�jfi;P (u; v) = u + Xi�1 iXj=1�ij��i� 1j � 1�P (u; v)jN(u; v)i�jfi:Il semble que ces équations soient nouvelles.2.3 Non séparabilité et orientations bipolairesLe cas des cartes non séparables et des cartes cubiques non séparables est un peu plus délicat àtraiter, à cause des arêtes qui sont supprimées à la �n de l'algorithme de clôture complète. La preuvese décompose en trois étapes : dans un premier temps, (théorème 2.21) les arbres équilibrés sont mis
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Fig. 2.25: Carte radiale de la �gure 2.17 avec l'orientation induite par la clôture.en bijection avec une famille de cartes radiales orientées. Dans un deuxième temps (section 2.3.2)je reprends quelques résultats connus sur les orientations bipolaires et �nalement ces résultats sontutilisés à la section 2.3.3 pour montrer que les cartes radiales orientées du théorème 2.21 sontexactement les cartes radiales sans 2-cocycle, associées aux cartes non séparables.La théorie des orientations bipolaires, à laquelle j'ai été initié par H. de Fraissex et P. Ossonade Mendez, permet de simpli�er un peu la présentation les preuves. Cependant, par contrecoup, unpeu de pratique de ces notions (voir en particulier [45]) peut s'avérer utile pour bien les comprendre.Une extension naturelle des résultats qui suivent concerne le codage par conjugaison d'arbres dediagrammes de contact de segments. Cependant ce problème, issu d'une discussion avec P. Ossonade Mendez, sort un peu du cadre des cartes planaires dans lequel je préfère me tenir.2.3.1 Conjugaison d'arbres et orientationsDans la construction de la page 65, on considère un arbre ternaire complet à n n÷uds, auquel onajoute des bourgeons : à chaque extrémité de chaque arête interne, un bourgeon est placé à droiteen regardant vers l'arête. Il n'y a donc pas de choix dans l'ajout des bourgeons et leur nombre est2n�2. Il reste alors quatre feuilles libres après clôture des arêtes. Nous utilisons le lemme cycliquepour compter les arbres équilibrés, par la même méthode que précédemment (cf. corollaire 2.7).Lemme 2.19 Le nombre d'arbres bourgeonnants équilibrés avec n n÷uds est42n+ 2 � 12n+ 1�3nn �:Nous appliquons alors l'algorithme de clôture partielle, suivi de l'adjonction d'un sommet de degré4, et de l'enracinement de la carte obtenue sur l'arête arrivant à la feuille libre racine de l'arbre.Puis nous supprimons les arêtes internes. Le tout forme l'opération de clôture complète.Sur l'exemple de la �gure 2.25, repris de l'introduction, nous constatons que si on garde latrace des bourgeons, la carte obtenue est munie d'une orientation et que les faces non adjacentesau sommet racine véri�ent la condition suivante :(1) Exactement deux arêtes sont orientées en sens direct autour de la face.
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Fig. 2.26: Deux exemples de cocycles interdits dans une orientation minimale.Dé�nition 2.20 Étant donnée une carte C et un sommet s, nous dirons qu'une orientation ests-conforme8 si la condition (1) est véri�ée pour toutes les faces non adjacentes à s.Une orientation s-conforme de C est minimale si, hormis le 4-cocycle issu de s, aucun cocyclen'est à la fois rentrant et appuyé sur un cycle de sens direct (éventuellement vide). La �gure 2.26illustre deux con�gurations non minimales.La notion d'orientation s-conforme est duale de la notion d'orientation à deux entrantes utiliséedans [45], ce dont nous nous servirons plus loin. Nous commençons par démontrer leThéorème 2.21 L'algorithme de clôture complète dé�nit une bijection entre les arbres bourgeon-nants équilibrés avec n n÷uds et les cartes radiales à n + 1 sommets, munies d'une orientations-conforme. De plus cette orientation est minimale.Démonstration. Soit � l'application qui à un arbre équilibré associe la carte radiale obtenue parclôture complète.Inversement, étant donnée une carte radiale R munie d'une orientation s-conforme minimale,soit  (R) l'arbre obtenu par les opérations suivantes (nous démontrerons qu'il s'agit bien d'unarbre) :� Supprimer le sommet racine.� Ajouter une arête par face, entre les origines des deux arêtes de sens direct.� Ouvrir les arêtes orientées, en plaçant un bourgeon à l'origine et une feuille à l'extrémité.Il nous faut montrer les assertions suivantes :1. L'image par � d'un arbre équilibré à n n÷uds est une carte radiale à n+ 1 sommets, munied'une orientation s-conforme minimale.2. L'image par  d'une carte radiale munie d'une orientation s-conforme minimale est un arbrebourgeonnant équilibré.3. Pour toute carte radiale R munie d'une orientation s-conforme minimale et tout arbre Aéquilibré, �( (R)) = R et  (�(A)) = A.Par dé�nition de  , il est clair que  (�(A)) = A.8Cette terminologie est adoptée faute de mieux...



78 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESMontrons la première partie du point 1. Par construction, �(A) est une carte radiale avec le bonnombre de sommets. Après la clôture partielle, une seule arête orientée borde chaque face bornéeen sens direct : celle qui la �ferme� lors de la construction des appariements. On en déduit qu'uneseule arête interne de l'arbre borde chaque face bornée : celle qui porte le bourgeon de son arêteorientée en sens direct. La suppression des arêtes internes apparie donc les faces bornées deux àdeux, pour donner des faces bordées par deux arêtes orientées en sens direct. Ainsi la carte �(A)est munie d'une orientation s-conforme.Pour le point 3, on peut remarquer que si  (R) est un arbre, il est couvrant et équilibré. On aalors �( (A)) = A.Il reste donc à démontrer leLemme 2.22 Soit R une carte radiale munie d'une orientation s-conforme. Alors  (R) est unarbre si et seulement si l'orientation est minimale.Par dé�nition, si l'orientation n'est pas minimale, il existe un cocycle rentrant appuyé sur un cyclede sens direct. La règle de placement des arêtes internes de l'arbre ne fournit aucune arête joignantla composante intérieure au cocycle à la composante extérieure, ce qui exclut qu'on obtienne unarbre couvrant.Inversement si l'orientation ne construit pas un arbre, les arêtes internes ajoutées dé�nissent aumoins deux composantes connexes. Soit A et B les deux sous-ensembles non vides d'arêtes internescorrespondants. Soit FA (resp. FB) la réunion des faces qui contiennent les arêtes de A (resp. B).La frontière entre ces deux domaines comporte des sommets couverts par soit uniquement par A,soit uniquement par B. En e�et si un sommet x de la frontière est couvert par A, alors l'arêteprécédente en sens direct autour de A est orientée vers x (sinon une arête de B arriverait en x). Ils'en suit qu'une arête de A arrive au sommet précédent, qui est donc couvert par A. Après avoirfait le tour complet de la frontière, on conclut que A est entouré d'un cycle direct et que les arêtesqui bordent ce cycle à l'extérieur sont rentrantes : l'orientation n'est pas minimale. 22.3.2 Orientation bipolairesLes orientations s-conformes qui apparaissent dans le théorème précédent sont liées aux orien-tations bipolaires des graphes 2-connexes. Ces orientations sont un outil utile de l'algorithmiquedes graphes comme le montre l'article de synthèse [45]. Elles ont été étudiées en détail dans [119]et nous utiliserons les quelques résultats suivants, tirés de ces deux références. Les ébauches depreuves ne sont là que pour donner un minimum d'intuition sur le sujet.Dé�nition 2.23 Soit e une arête orientée d'un graphe G. Une orientation e-bipolaire de G estune orientation acyclique de G possédant exactement un puits et une source, tous deux incidentsà l'arête e.Proposition 2.24 Soit C une carte planaire, R sa carte radiale, e une arête orientée de C et sle sommet de R associé à e.La carte C possède une orientation e-bipolaire, si et seulement si elle est non séparable.Les orientations e-bipolaires de C sont en bijection avec les orientations s-conformes de R.
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eFig. 2.27: Orientation e-bipolaire associée à l'orientation s-conforme de la �gure 2.26.La �gure 2.27 montre l'orientation e-bipolaire de la carte non séparable dont la carte radiale estdonnée à la �gure 2.26.Démonstration. Voir [45]. Les auteurs de cet article travaillent avec les quadrangulations oucartes des angles qui sont les duales des cartes radiales (toutes leurs faces sont de degré quatre).La notion d'orientation s-conforme se traduit alors par celle d'orientation à deux entrantes. Nouscontinuons à utiliser les cartes radiales pour rester proche des arbres équilibrés.Montrons d'abord la première assertion. Soit C une carte munie d'une orientation e-bipolaire.Il est immédiat que C ne possède pas de boucle. Dans une carte orientée, chaque composante2-connexe possède soit un puits et une source, soit un cycle. Quand l'orientation est e-bipolaire,les cycles sont exclus et il n'y a qu'un puits et une source adjacente. Il su�t alors de considérer unsommet séparateur x et les deux sous cartes séparées. Au mieux le puits de l'une et la source del'autre sont en x, mais alors le puits et la source restante ne sont pas adjacents. Réciproquement,l'algorithme de la �gure 2.28 fournit une orientation e-bipolaire.Pour la deuxième assertion, considérons une orientation s-conforme de R, carte radiale de C.L'arête e est orientée par hypothèse. Le sommet x sur lequel arrive e est associé à une face de Ret chaque arête de cette face sépare deux arêtes incidentes à x. Si cette arête est de sens indirectautour de x, les deux arêtes sont de même type (entrant ou sortant en x), sinon elles sont de typeopposé. Suivant cette règle de proche en proche, on oriente toute la carte C. À l'aide du lemme deJordan on véri�e qu'aucune contradiction n'apparaît au cours du déroulement de l'algorithme.Inversement, le lemme de Jordan montre que dans une orientation bipolaire planaire les arêtesentrantes apparaissent consécutivement autour d'un sommet. Mis à part aux extrémités de e nouspouvons donc dé�nir ainsi deux angles latéraux par sommet : ces angles sont les deux qui séparentles arêtes entrantes des arêtes sortantes du sommet. Dualement, autour d'une face, les arêtesforment deux chemins con�uents et dé�nissent un angle puits et un angle source qui sont les deuxuniques angles non latéraux bordant cette face.Chaque arête a de R joint deux arêtes de C en longeant un angle � de C, autour d'un sommetx de C. Orientons l'arête a dans le sens direct autour de la face x de R si � est latéral, dans lesens indirect sinon.



80 CHAPITRE 2. CONJUGAISON D'ARBRES ET CARTES PLANAIRESL'orientation de R obtenue est bien s-conforme car, mis à part autour de s il y a bien deuxangles latéraux autour de chaque sommet de C et deux angles non latéraux autour de chaque facede C. Cette construction inverse bien la précédente. 2Le lemme suivant est nécessaire pour ajuster notre notion d'orientation s-conforme minimaleavec celle de [119, 45]. En e�et dans leur dé�nition, une orientation est minimale si elle ne contientaucun cocycle rentrant (sans condition sur le cycle d'appui). Il se trouve cependant que ces deuxnotions sont équivalentes.Lemme 2.25 Toute orientation s-conforme non minimale d'une carte radiale contient un 4-cocycle entrant. De plus ce 4-cocycle arrive sur un cycle de sens direct.Démonstration. Seule la première partie de la démonstration est donnée dans [119]. Pour laseconde partie, il su�t de remarquer qu'un 4-cocycle de la carte radiale d'une carte C correspondà une paire de sommets séparateurs de C. On voit alors que l'orientation e-bipolaire de C entre dansla composante par un des sommets et sort par l'autre, d'où on déduit la disposition l'orientationdes arêtes du cycle sur lequel arrive le cocycle. 2Dé�nition 2.26 Une orientation e-bipolaire est minimale si l'orientation s-conforme associée estminimale.Proposition 2.27 Toute carte non séparable enracinée (C; e) possède une unique orientation e-bipolaire minimale.Démonstration. Voir [45] et [119] pour une théorie plus complète des orientations bipolaires, enparticulier dans le cas des cartes planaires 2 et 3-connexes. L'existence d'une orientation bipolaireminimale est basée sur la remarque suivante : une orientation s-conforme le reste si l'orientationde toutes les arêtes d'un cocycle est changée. On montre alors qu'un algorithme glouton de chan-gement de sens des cocycles permet de se ramener à une orientation minimale. L'unicité s'obtientnaturellement avec la théorie développée dans [119]. Elle se démontre aussi, de manière un peufastidieuse, par une décomposition récursive des cartes non séparables. 2En�n la �gure 2.28 donne un algorithme linéaire de calcul de l'unique orientation e-bipolaireminimale de C, tiré de [119].Lemme 2.28 L'algorithme oriente fournit en temps linéaire l'orientation bipolaire minimale dela carte non séparable C.Démonstration. Voir [119]. Il est clair que cet algorithme est linéaire et qu'il fournit une orien-tation bipolaire d'une carte non séparable. La minimalité se démontre en véri�ant par récurrencequ'à chaque étape de la boucle principale, aucun cycle n'est créé. 22.3.3 Cartes non séparablesLa proposition 2.24, combinée à l'existence et l'unicité de l'orientation bipolaire minimale donneune bijection entre cartes radiales munies d'une orientation s-conforme minimale et cartes nonséparables.



2.3. NON SÉPARABILITÉ ET ORIENTATIONS BIPOLAIRES 81Algorithme orienteentree : une carte non séparable planaire enracinée (C; e)sortie : l'orientation e-bipolaire minimale de CL'algorithme utilise une liste L, initialisée à [x0] où x0 est l'origine de e. A chaquesommet x, une arête n(x) est associée à partir du moment où il est rencontré pour lapremière fois. Au départ, n(x0) est initialisé à l'arête suivant e dans le sens indirect.� Tant que la liste L n'est pas vide, soit x son premier élément.� Si toutes les arêtes issues du sommet x sont orientées, le supprimer de la liste.� Sinon, retirer x de la liste et,� partir de n(x) et orienter les arêtes en tournant en sens direct autour de laface bordant n(x) sur sa gauche, jusqu'à atteindre un sommet déjà visité ;� si les sommets successivement parcourus sont x; x1; : : : ; xk; y, avec y déjàvu, ajouter [x1; : : : ; xk] en tête de la liste ;� pour tout i de 1; : : : ; k poser n(xi) égal à l'arête suivant dans le sensindirect l'arête xixi+1 qui vient d'être parcourue ;� changer n(x) en l'arête suivante dans le sens indirect autour de x et re-mettre x en tête de liste.Fig. 2.28: Construction d'une orientation linéaire minimale.Le théorème 2.21 permet alors d'énoncer leThéorème 2.29 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres équilibrés à nn÷uds et cartes non séparables à n+1 arêtes, via les cartes radiales à n sommets sans 2-cocycles.De même que dans le cas des cartes eulériennes, il est possible de ra�ner ce résultat en tenantcompte des nombres de sommets et de faces des cartes non séparables, c'est-à-dire des nombres defaces positives et négatives des cartes radiales.Pour cela on pourrait là aussi donner des signes aux feuilles de l'arbre équilibré, mais il est plusnaturel de donner les signes aux arêtes internes : en e�et, excepté les quatre faces incidentes ausommet racine, chaque face de la carte radiale contient une arête interne.La disposition des bourgeons fait alors que le signe d'une arête est donné par sa �direction�,verticale ou horizontale (�gure 2.29) : si on imagine les sommets représentés par des croix à angledroit, la feuille racine est verticale, les arêtes positives sont verticales et les négatives sont horizon-tales.Théorème 2.30 L'opération de clôture complète dé�nit une bijection entre arbres équilibrés à i�1arêtes internes verticales et j � 1 horizontales et cartes non séparables à i + 1 sommets et j + 1faces.Pour compter les arbres selon leur nombre d'arêtes verticales et horizontales, on met une étiquette0 aux n÷uds liés à leur père par une arête interne verticale et 1 aux n÷uds liés à leur père parune arête horizontale. En�n on impose au �ls de la feuille racine de porter l'étiquette 0. Un arbrepossède alors i � 1 arêtes internes verticales et j � 1 horizontale si et seulement si il possède i
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Fig. 2.29: (a) Faces positives et négatives. (b) Arêtes positives verticales et négatives horizontales.n÷uds pairs et j � 1 n÷uds impairs. La parité d'un sommet est alors donnée récursivement parles deux règles suivantes : le �ls de la racine est pair et les trois �ls gauche, central et droit ontrespectivement une parité identique, opposée et identique à leur père, ce qui nous permet, auchapitre 5 (lemme 5.5), de démontrer que le nombre d'arbres ternaires complets plantés à i n÷udspairs et j � 1 n÷uds impairs ou encore à i� 1 arêtes internes verticales et j � 1 horizontales est12j � 1�i+ 2j � 2i ��2i+ j � 2j � 1 � = (i+ 2j � 2)!(2i+ j � 2)!i!(2j � 1)!(j � 1)!(2i� 1)! :Comme la conjugaison entre feuilles verticales ne change pas les directions, on peut appliquer lelemme cyclique aux feuilles verticales et obtenir alors le nombre d'arbres équilibrés à i� 1 arêtesinternes positives (ou verticales) et j � 1 arêtes internes négatives (ou horizontales). Le nombre defeuilles verticales est 2j, parmi lesquelles 2 sont libres, de sorte qu'on obtient ainsi leCorollaire 2.31 Le nombre de cartes non séparables à i+ 1 sommets et j + 1 faces est(2i+ j � 2)!(i+ 2j � 2)!(2i� 1)!(2j � 1)!i!j! :2.3.4 Cartes cubiques non séparablesLa démonstration de la bijection du théorème 2.14 entre arbres équilibrés et cartes cubiquesnon séparables est une variation sur le thème des orientations e-bipolaires.Soit � l'application de clôture complète, qui associe à un arbre équilibré une carte cubique, viala clôture partielle, l'ajout d'une arête racine et l'e�acement des arêtes factices. Inversement soit Cune carte cubique non séparable d'arête racine e. Munissons la carte C de son unique orientatione-bipolaire minimale (cf. propositions 2.24 et 2.27). La carte radiale R de C est ainsi munie d'uneorientation s-conforme minimale. Chaque face bornée de R contient deux arêtes de sens direct,qui dé�nissent deux coins de la carte C. Autour de chaque face de C on obtient ainsi deux coinsentre lesquels on ajoute une arête factice. En chaque sommet de C (excepté s) arrive alors unearête factice, on ouvre l'arête qui la précède dans le sens direct autour du sommet pour former unbourgeon. Nous allons montrer que le résultat obtenu est un arbre que nous appelons  (C).Démonstration du théorème 2.14. Il nous faut montrer les assertions suivantes :
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Fig. 2.30: (a) Chaque sommet porte un bourgeon. (b) L'arête portant le bourgeon et la suivantesont de même sens.1. L'application � associe à un arbre équilibré une carte cubique non séparable, munie d'uneorientation bipolaire minimale.2. L'application  associe à une carte cubique, munie d'une orientation bipolaire minimale, unarbre équilibré.3. Étant donné un arbre équilibré A et une carte cubique non séparable C, �( (A)) = A et�( (C)) = C.Comme pour les démonstrations précédentes, la seule partie di�cile est de montrer l'équivalenceentre le fait que  (C) est un arbre et la minimalité de l'orientation bipolaire.En e�et pour montrer que la carte �(C) est munie d'une orientation bipolaire, il su�t d'ap-pliquer un algorithme glouton d'orientation à partir de la racine : chaque sommet de C porte unbourgeon et on impose que le sens (entrante ou sortante) de l'arête issue du bourgeon soit iden-tique à celui de la suivante et opposé à celui de la précédente. La �gure 2.30 illustre les deux caspossibles. Le lemme de Jordan permet de montrer qu'aucune contradiction n'apparaît en cours deroute et que l'orientation obtenue est e-bipolaire. On en déduit aussi que �(C) est non séparable.Il faut montrer pour conclure leLemme 2.32 Soit C une carte cubique non séparable, munie d'une orientation e-bipolaire. Alors (C) est un arbre si et seulement si l'orientation est minimale.On peut au choix réinterpréter explicitement la minimalité en termes d'orientation bipolaire (i.e.il faut parler de composantes inversibles, cf. [119]) ou travailler à nouveau sur la carte radialede C pour continuer à utiliser notre dé�nition de minimalité. Dans les deux cas, on conclut envéri�ant, comme pour le lemme 2.22, que l'existence de deux composantes dans �(C) correspondà une violation de la minimalité. 2
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Chapitre 3Constellations et formule d'HurwitzDans ce chapitre nous utilisons l'idée de conjugaison d'arbres pour étudier les constellationsplanaires. Cette approche nous permet de généraliser à la fois un théorème d'A. Hurwitz et lerésultat de W.T. Tutte sur les cartes eulériennes que nous avons redémontré au chapitre précédent.Non seulement la conjugaison d'arbres est l'ingrédient principal qui nous permet de compter et deconstruire les constellations, mais les méthodes plus classiques (combinatoire et analytique commeau chapitre 1 ou algébrique comme au chapitre 7) ne semblent pas pouvoir donner le résultat dansce cas.Après l'exposé de nos résultats (section 3.1), nous introduisons les arbresm-eulériens et donnonsles bijections (section 3.2). Ensuite nous détaillons la preuve et nous donnons une extension qui endécoule (sections 3.3 et 3.4).Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec M. Bousquet-Mélou [29].3.1 ConstellationsNous présentons d'abord nos résultats en terme de factorisations de permutations, ce qui nouspermet de les relier à un théorème d'A. Hurwitz. Dans un deuxième temps, nous dé�nissons lesconstellations pour replacer nos résultats dans la lignée de ceux de W.T. Tutte. En�n nous faisonsune courte digression sur le lien entre constellations non enracinées et revêtements de la sphère.3.1.1 Factorisations de permutations et théorème d'HurwitzSoit �0 une permutation de Sn. Une factorisation ordonnée de �0 est un m-uplet (�1; : : : ; �m)de permutations de Sn tel que �1�2 � � ��m = �0.L'énumération des factorisations ordonnées d'une permutation fait l'objet de nombreuses études.Ses motivations variées font que diverses conditions peuvent être imposées aux facteurs. Voiciquelques conditions souvent rencontrées dans la littérature.� Le type cyclique des facteurs. On peut imposer à chaque facteur �i de faire partie d'uneclasse de conjugaison donnée de Sn ; ceci revient à calculer des constantes de structure du85



86 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZgroupe symétrique. Une formule très générale peut être donnée en termes de caractères (voirle chapitre 7 et [129, p.68]). Comme la longueur transpositionnelle (i.e. le nombre d'inversion)des permutations est sous-multiplicative, on voit que la constante de structure est nulle si lacondition suivante n'est pas satisfaite :mXi=1 [n� c(�i)] > n� c(�0);où c(�i) désigne le nombre de cycles de �i (qui ne dépend que de sa classe de conjugaison).De manière équivalente1, mXi=1 c(�i) 6 n(m� 1) + c(�0): (1)� La condition de minimalité générale. On peut se concentrer sur le cas extrême :mXi=1 c(�i) = n(m� 1) + c(�0); (2)qui est minimal en termes des longueurs transpositionnelles des facteurs. Ce problème re-vient à calculer les constantes de structure extrémales, connues sous le nom anglais de topconnection coe�cients [73]. Le résultat le plus connu dans ce cadre concerne le cas où tousles facteurs sont des transpositions et �0 est un n-cycle (i.e. un cycle de longueur maximale).La condition (2) s'écrit m = n� 1 et le nombre de factorisation de ce type est nn�2, qui estaussi le nombre d'arbres de Cayley [47, 116, 78].� La condition de transitivité impose que le groupe engendré par �1; : : : ; �m agisse transiti-vement sur f1; 2; : : : ; ng. Cette condition étend la condition de transitivité des couples (�; �)qui code les cartes (cf. section 1.1.2) et s'interprète comme une condition de connexité pourles objets topologiques associés. Cette condition est largement étudiée et nous l'imposeronsdans tout ce chapitre.� La condition de minimalité transitive. La borne supérieure sur P c(�i) donnée par(1) n'est plus optimale sous la condition de transitivité. Par exemple, toute factorisationtransitive d'une permutation �0 en m transpositions véri�e l'inégalité suivante [76, 133] :m > n+ c(�0)� 2 (3)qui est plus restrictive que l'inégalité m > n � c(�0) donnée par (1). De (3), on déduitfacilement l'inégalité suivante, valide pour toutes les factorisations transitives de �0 [111] :mXi=1 c(�i) 6 n(m� 1)� c(�0) + 2; (4)qui est plus restrictive que (1). Cette inégalité peut s'exprimer en terme du genre des objetstopologiques associés et généralise en ce sens la formule (1) donnée page 23 pour les cartescombinatoires.1La condition (1) est nécessaire, mais pas su�sante, pour que la constante de structure correspondante soit nonnulle.



3.1. CONSTELLATIONS 87Nous allons maintenant nous concentrer sur les factorisations minimales transitives. Le cas où tousles facteurs sont des transpositions a été résolu au siècle dernier par A. Hurwitz [88] (voir aussi[76, 133]).Théorème 3.1 (Hurwitz) Soit n > 1 et m > 2. Soit �0 une permutation de Sn avec di cyclesde longueur i, pour i > 1. Alors le nombre de m-uplets (�1; : : : ; �m) de transpositions de Sn telsque :� �1�2 � � � �m = �0,� le groupe engendré par �1; : : : ; �m agit transitivement sur f1; 2; : : : ; ng,� m = n+ c(�0)� 2, où c(�0) désigne le nombre de cycles de �0,est H�0 = nc(�0)�3(n+ c(�0)� 2)!Yi>1 � ii(i� 1)!�di :En termes de factorisations, le résultat principal de ce chapitre est l'énumération des factori-sations minimales transitives pour des facteurs de type cycliques quelconques. Après avoir énoncénotre théorème nous montrons qu'il implique celui d'Hurwitz. Par contre, il ne semble pas faciled'utiliser ce dernier résultat pour en déduire directement le nôtre.Théorème 3.2 Soit n > 1. Soit �0 une permutation de Sn avec di cycles de longueur i, pouri > 1. Pour m > 0, soit G�0(m) le nombre de m-uplets (�1; : : : ; �m) de permutations de Sn telsque :� �1�2 � � ��m = �0,� le groupe engendré par �1; : : : ; �m agit transitivement sur f1; 2; : : : ; ng,� Pmi=0 c(�i) = n(m� 1) + 2, où c(�i) désigne le nombre de cycles de �i.Alors pour m > 2, G�0 (m) = m [(m� 1)n� 1]![(m� 1)n� c(�0) + 2]! Yi>1 �i�mi� 1i ��di :Nous dirons qu'une factorisation ordonnée est propre si aucun de ses facteurs n'est l'identité. Leprincipe d'inclusion-exclusion implique que le nombre de m-factorisations transitives minimalespropres de �0 est, pour n > 2 et m > 0,F�0 (m) = mXk=0(�1)m�k�mk�G�0 (k): (5)Remarquons qu'une factorisation propre (�1; : : : ; �m) véri�ePmi=0 c(�i) 6 c(�0)+m(n�1). Si elleest aussi transitive et minimale, alors Pmi=0 c(�i) = n(m � 1) + 2 et donc, m 6 n+ c(�0) � 2. Deplus, le choix m = n+ c(�0)� 2 impose à c(�i) d'être n� 1, pour 1 6 i 6 m, de sorte que chaquefacteur est une transposition. Ceci montre que le nombre de factorisations minimales transitivesen transpositions est H�0 = F�0(d)



88 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZoù d = n+ c(�0)� 2.Il nous faut donc calculer F�0 (d). Remarquons que, pour tout �0 2 Sn �xé, le théorème 3.2 nousdonne explicitement un polynôme P (x) 2 Q [x], de degré d = n+c(�0)�2 telle que G�0(m) = P (m)pour tout m > 0 (i.e. pour �0 �xé G�0(m) est un polynôme en m). De plus, si on dé�nit l'opérateurde di�érence �nie � par �P (x) = P (x+ 1)� P (x), la formule (5) se réécrit en :F�0 (m) = �mP (0):Mais de manière générale, pour tout polynôme de degré d et de coe�cient dominant pd, �dP (0) =d!pd (en e�et, �d(xd) = d! et �d(xk) = 0 si k < d). Ceci implique que H�0 est, à une factorielleprès, le coe�cient dominant de P (x) :H�0 = F�0(d)= �dP (0)= d![xd]P (x)= (n+ c(�0)� 2)! nc(�0)�3Yi>1 � ii(i� 1)!�di :Cette dernière égalité nous donne exactement le théorème d'Hurwitz.3.1.2 ConstellationsNous donnons maintenant une interprétation en termes de cartes aux factorisations de permu-tations. Cette interprétation étend le lien entre cartes combinatoires et cartes topologiques décrità la section 1.1.2. Commençons par dé�nir les constellations. Dans ce chapitre nous ne considéronsque des constellations planaires, bien qu'il soit possible d'étendre la dé�nition en genre supérieur.Dé�nition 3.3 Soit m > 2. Une m-constellation est une carte planaire dont les faces sont colo-riées en noir ou en blanc de sorte que� toutes les faces adjacentes à une face blanche sont noires et inversement.� les faces noires sont de degré m.� les faces blanches ont un degré multiple de m.Nous parlerons de polygones pour désigner les faces noires d'une constellation. Dans la suite,sauf mention explicite du contraire, les constellations que nous considérons sont toujours enraci-nées. Remarquons qu'il est possible d'étiqueter les sommets d'une m-constellation avec les entiers1; 2; : : : ;m de sorte que les sommets de tous les polygones soient étiquetés 1; 2; : : : ;m en sensdirect. Par convention, nous choisissons d'étiqueter 1 et 2 l'origine et l'extrémité de l'arête racine.Ceci détermine l'étiquetage canonique de la constellation (cf. �gure 3.1).À l'objection que nos constellations ne ressemblent pas beaucoup à celles qui illuminent noscieux, nous répondrons que la terminologie2, qui est due à A. Zvonkin, est plus naturelle si onremplace chaque polygone par une étoile (cf. �gure 3.2) : nous obtenons alors un ensemble connexed'étoiles, qui rappelle sans conteste une constellation [84].2Remarquons que A. Jacques utilisait le mot �constellation� dans le sens où nous employons le mot �carte�[100].
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Fig. 3.1: Une 3-constellation enracinée et son étiquetage canonique.

Fig. 3.2: Ainsi naissent les constellations.Le lien entre constellations et factorisations est décrit par laProposition 3.4 Soit n > 1 et m > 2. Il existe une bijection entre m-uplets (�1; : : : ; �m) depermutations de Sn tels que :� le groupe engendré par �1; : : : ; �m agit transitivement sur f1; 2; : : : ; ng,� Pmi=0 c(�i) = n(m� 1) + 2, où �0 = �1�2 � � ��m,et les m-constellations enracinées à n polygones, numérotés de 1 à n de façon à ce que le polygonecontenant l'arête racine ait 1 comme numéro. De plus, si la constellation possède di faces blanchesde degré mi, alors �0 possède di cycles de longueur i.Démonstration. Soit C une m-constellation enracinée formée de n polygones numérotés de 1 àn. Rappelons qu'il y a aussi un étiquetage canonique canonique des sommets de C par 1; 2; : : : ;m.Pour 1 6 i 6 m, chaque polygone est adjacent à exactement un sommet étiqueté i : ainsi, en tour-nant en sens indirect autour des sommets étiquetés i, on dé�nit une permutation des n polygonesque l'on note �i, et que l'on identi�e à une permutation de Sn.Comme la constellation est connexe, le groupe engendré par �1; : : : ; �m agit transitivement surf1; 2; : : : ; ng.



90 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZDe plus, soit W une face blanche de degré mi : elle est bordée de i sommets étiquetés m. SoitB1; B2; : : : ; Bi les i polygones noirs adjacentes àW par une arête étiquetée (1;m), ordonné en sensdirect autour de W . Alors la permutation3 �0 = �1�2 � � ��m envoie Bj sur Bj+1 pour 1 6 j 6 i(avec Bi+1 = B1). Ainsi, chaque cycle de �0 correspond à une face blanche de C et le type cycliquede �0 est donné par les degrés des faces blanches.Finalement, le nombre de sommets de C est v = Pmi=1 c(�i), le nombre de ses faces est f =n+ c(�0) et le nombre de ses arêtes est e = nm. La constellation C est dessinée sur la sphère, desorte que la formule d'Euler (cf. lemme 1.2) s+ f = e+ 2 s'écrit Pmi=0 c(�i) = n(m� 1) + 2.Inversement, soit (�1; : : : ; �m) un m-uplet de permutations ainsi que spéci�é par la proposi-tion. Considérons des polygones noirs à m côtés, dont les sommets sont étiquetés de 1 à m dansle sens direct et des polygones blancs à mi côtés pour i > 1, dont les sommets sont étiquetés1; 2; : : : ;m; 1; 2; : : : ;m, etc. dans le sens indirect. Prenons n polygones noirs, numérotés de 1 àn et c(�0) polygones blancs, parmi lesquels di sont de degré mi. Le m-uplet (�1; : : : ; �m) donnedes relations d'incidence entre ces n+ c(�0) polygones. En respectant ces relations, on recolle lespolygones entre eux en identi�ant des arêtes. Un peu de topologie générale ([114, chap.1]), nouspermet d'a�rmer que ceci donne un unique plongement cellulaire dans une surface compacte sansbord. La condition Pmi=0 c(�i) = (m � 1)n+ 2 garantit, via la formule d'Euler, que la surface estla sphère et donc que nous avons construit une constellation planaire. 2Exemple. À partir de la constellation étiquetée C de la �gure 3.3, on obtient �1 = (1)(2; 3),�2 = (1; 2; 3) et �3 = (1; 3)(2). On véri�e alors que �0 = �1�2�3 = (1)(2)(3), en accord avec le faitque C a trois faces blanches de degré 3.
3

1

2

3

1 3

2

1Fig. 3.3: Une 3-constellation dont les polygones sont étiquetés.Il y a (n�1)! manières di�érentes de numéroter les polygones d'une constellation enracinée à npolygones et n!=Qi>1 �ididi!� permutations ont exactement di cycles de longueur i. On en déduitque la proposition 3.4 implique l'équivalence entre le théorème 3.2 et le théorème 3.5 suivant,auquel nous allons maintenant nous consacrer.Théorème 3.5 Soit m > 2. Le nombre de m-constellations C avec di faces blanches de degré mi,3Nous multiplions les permutations de droite à gauche, comme nous composons les fonctions.



3.1. CONSTELLATIONS 91pour i > 1, estCm(d1; d2; : : : ) = m(m� 1)f�1 [(m� 1)n]![(m� 1)n� f + 2]! Yi>1 1di!�mi� 1i� 1 �di ;où n =P idi est le nombre de polygones, et f =P di le nombre de faces blanches de C.Nous en déduisons immédiatement les deux corollaires suivants.Corollaire 3.6 Soit n > 1 et m > 2. Le nombre de m-constellations à n polygones estCm(n) = (m+ 1)mn�1[(m� 1)n+ 2][(m� 1)n+ 1]�mnn �:Démonstration. Nous utilisons une transformation locale simple qui met en bijection les m-constellations et les (m + 1)-constellations dont les faces blanches sont de degré m + 1 (de sorteque di = 0 pour i 6= 0). Le corollaire découle alors du théorème 3.5, en remplaçant m par m+1 eten posant d1 = n, di = 0 pour i > 2.Pour décrire cette bijection, nous utilisons l'étiquetage canonique des sommets. Nous ajoutonsau centre de chaque face blanche un nouveau sommet étiquetém+1 et nous y attachons le centre dechaque arête (m; 1) qui borde la face (cf. �gure 3.4). Ainsi nous obtenons une (m+1)-constellationdont les faces blanches sont de degré m+1 (puisque chacune d'entre elles contient exactement unsommet étiqueté m+ 1). Cette construction est �visiblement� inversible. 2
4

4

2

3

1

2

1 32

3

1

2

1 3Fig. 3.4: D'une 3-constellation à une 4-constellation dont toutes les faces sont de degré 4.Les constellations planaires avec une seule face blanche sont parfois appelées cactus [26, 72] etau chapitre 7 nous étudions leurs analogues en genre supérieur. Pour dn = 1, di = 0 du i 6= n lethéorème 3.5 donne le nombre de m-cactus à n polygones.Corollaire 3.7 Pour n > 1 et m > 2, le nombre de m-cactus à n polygones est1(m� 1)n+ 1�mnn �:Remarques1. Les cactus correspondent aux factorisations ordonnées d'un n-cycle de Sn, que nous étudionsau chapitre 7.



92 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZ2. I.P. Goulden et D.M. Jackson ont donné dans [72] une belle formule close pour le nombre defactorisations minimales ordonnées (�1; : : : ; �m) d'un n-cycle telles que chaque facteur �i appar-tienne à une classe de conjugaison �xée de Sn. En termes de cactus, ceci revient à �xer le degrédes sommets de chaque couleur. Le corollaire 3.7 se déduit de leur résultat par une sommation ouen réutilisant leur équation fonctionnelle en ne tenant compte que des nombres de polygones. Auchapitre 7 nous proposons une généralisation au genre quelconque de cette formule de Goulden etJackson.3. Remarquons que 1(m�1)n+1�mnn � est le nombre d'arbres m-aire avec n sommet. Une bijectionsimple entre m-cactus et arbres m-aire a été proposée par Michel Bousquet [27]. La conjugaisond'arbres que nous utilisons ici pour prouver le théorème 3.5 fournit une bijection di�érente entreces objets (cf. section 3.2).3.1.3 Cartes m-eulériennesNous appelons cartes m-eulériennes les cartes duales des m-constellations. La dé�nition desconstellations induit la caractérisation suivante des cartes m-eulériennes (cf. �gure 3.5).Dé�nition 3.8 Une carte planaire est m-eulérienne si elle est bipartie (avec des sommets noirset blancs) et si� le degré des sommets noirs est m.� tous les sommets blancs ont un degré multiple de m.La terminologie se justi�e par le cas m = 2 : dans une carte 2-eulérienne tous les sommets noirssont de degré deux. Ils se fondent donc avec les deux arêtes qui les bordent pour ne laisser quedes sommets blancs, tous de degré pair. Les cartes 2-eulériennes sont donc exactement les carteseulériennes du chapitre 2.

Fig. 3.5: Une carte 3-eulérienne, duale de la 3-constellation de la �gure 3.1.Naturellement, il est équivalent de compter les cartes m-eulériennes ou les m-constellations. Enparticulier, le théorème 3.5 donne le nombre de cartes m-eulériennes avec di sommets blancs dedegré mi, pour i > 1. Pour m = 2, nous retrouvons le théorème 2.16.



3.1. CONSTELLATIONS 933.1.4 Revêtements rami�és et constellations non enracinéesCette section est indépendante du reste du chapitre. Nous y donnons quelques détails supplé-mentaires sur le rapport entre constellations et revêtements rami�és de la sphère. Au passage nouscomptons le nombre de constellations non enracinées dont les sommets sont étiquetés 1; : : : ;m ensens direct autour de chaque face.Soit f une application continue de S2 dans S2, où S2 est la sphère de dimension deux. Supposonsque toutes les valeurs sur la sphère image aient un voisinage U tel que f�1(U) soit une uniond'ouverts disjoints sur lesquels f est topologiquement équivalent à l'application complexe zi autourde z = 0, pour un certain entier i strictement positif. Une telle application f est appelée revêtementrami�é (de la sphère par elle-même). Une valeur w sur la sphère image est de type (di)i>1 siexactement di de ses préimages ont un voisinage de la forme zi pour i > 1. Elle est régulière sidi = 0 pour tout i > 2, et critique (ou de rami�cation) sinon. Une valeur critique est simple si sontype véri�e d2 = 1 et di = 0 pour i > 3. La somme Pi idi est constante sur toutes les valeurs etest appelée le degré de f .Soit w0; w1; : : : ; wm des points distincts sur la sphère image. Soit P une courbe, homéomorpheà un cercle, qui rencontre les points w1; : : : ; wm dans cet ordre, mais évite w0. Si un revêtementrami�é f a ses valeurs critiques dans fw0; w1; : : : ; wmg, alors f�1(P) est une m-constellation nonenracinée, dans laquelle on étiquette i les sommets de f�1(wi), pour i > 1. Inversement, étantdonné une m-constellation C, il existe, à homéomorphisme de la sphère de dé�nition près, ununique revêtement rami�é f dont les valeurs critiques appartiennent à fw0; w1; : : : ; wmg et telque f�1(P) soit isomorphe à C. Cette bijection entre constellations non enracinées et revêtementsrami�és est essentiellement due à A. Hurwitz [88], qui l'exprime en termes de factorisations depermutations. Une présentation plus détaillée de cette correspondance est donnée dans [58]. Dansle reste de cette section, nous considérons les revêtements rami�és à homéomorphisme de la sphèrede dé�nition près i.e., les constellations non enracinées.À l'aide de cette bijection, A. Hurwitz déduit du théorème 3.1 le résultat suivant : étant donném + 1 points distincts w0; w1; : : : ; wm de S2, le nombre de revêtements rami�és pour lesquels w0est une valeur critique de type (d1; d2; : : : ) et w1; : : : ; wm sont des valeurs critiques simples estH�0Qi>1 ididi! ;où �0 désigne n'importe quelle permutation avec di cycles de longueur i. La preuve donnée par A.Hurwitz s'appuie implicitement sur le fait que les constellations enracinées correspondantes n'ontpas d'automorphismes non triviaux. En e�et, cette remarque permet de dire facilement que lenombre de façons de numéroter les polygones est Qi>1 ididi! et ramène leur énumération à celledes factorisations de permutations de type cyclique (di)i>1.Dans le cas général les constellations peuvent avoir des automorphismes non triviaux et lasuppression de l'arête racine induit des di�cultés supplémentaires pour l'énumération. Cependantune technique de réduction, due à V.A. Liskovets et basée sur la notion de carte quotient [106,Théorème 3.1], s'applique sans modi�cations aux constellations. Nous ne l'appliquons ici qu'aux



94 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZm-constellations à n polygones, mais la même méthode permet de déduire de nos résultats desformules (plus complexes) pour le nombre de constellations non enracinées suivant les degrés desfaces.Théorème 3.9 Le nombre de m-constellations non enracinées avec n polygones esteCm(n) = 1n 24Cm(n) + X`jn;`<n�(n=`)�`(m� 1) + 22 �Cm(`)35 ;où � désigne la fonction d'Euler et Cm(n) le nombre de m-constellations enracinées à n polygones,donné par le corollaire 3.6.À l'aide de la correspondance décrite plus haut, nous pouvons énoncer ce théorème en termes derevêtements : Soit w0; w1; : : : ; wm des points distincts de S2. Alors ~Cm(n) est le nombre de revête-ments rami�és de degré n, dont les valeurs critiques appartiennent à l'ensemble fw0; w1; : : : ; wmg.Remarquons que le nombre de revêtements rami�és dont les types de tous les points critiques sontdonnés a été exprimé par A.D. Mednykh en fonction des caractères du groupe symétrique [115].Plus généralement on peut étudier les revêtements rami�és de la sphère par une surface de Rie-mann S quelconque. Dans ce contexte, le revêtement f est souvent muni d'une structure complexe.Le cas m = 2 est le plus étudié ; il est connu sous le nom de théorie des dessins d'enfants (cf. [102]et les références qui s'y trouvent).3.2 Constellations et conjugaisonDans ce paragraphe nous décrivons une bijection entre les constellations et certains arbres. Latechnique de la conjugaison d'arbres donne alors le résultat énumératif. La preuve que la construc-tion donnée est bien une bijection sera fournie au paragraphe suivant.3.2.1 Arbres eulériensRappelons que parmi les sommets d'un arbre on distingue les n÷uds (sommets internes) et lesfeuilles (de degré un). Nous utiliserons deux paramètres supplémentaires pour les sommets d'unarbre : le degré interne d'un sommet est le nombre de n÷uds qui lui sont adjacents et sa profondeurest sa distance à la feuille racine.Dans toute la suite nous allons nous concentrer sur les propriétés de la famille d'arbres suivante :Dé�nition 3.10 Un arbre dont les sommets sont noirs ou blancs, planté sur une feuille noire, estm-eulérien si� tous les voisins d'un sommet blanc sont noirs, et inversement,� chaque n÷ud noir a un degré m et un degré interne 1 ou 2,� chaque n÷ud blanc a un degré mi, pour un certain i > 1, et a exactement i�1 n÷uds voisinsde degré interne 1.
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Fig. 3.6: Un arbre 3-eulérien (les feuilles sont représentées par des cercles, les n÷uds par descarrés). Les feuilles blanches s'interprètent comme les bourgeons du chapitre précédent.Remarquons qu'un arbre m-eulérien avec di n÷uds blancs de degré mi a f =P di n÷uds blancset n =P idi n÷uds noirs.Proposition 3.11 Soit m > 2. Le nombre d'arbres m-eulériens ayant pour i � 1, di sommetsblancs de degré mi, est donné par :Em(D) = (m� 1)f�1 [(m� 1)n]![(m� 1)n� f + 1]! Yi>1 1di!�mi� 1i� 1 �di ; (6)où n =P idi et f =P di. Ces arbres ont f n÷uds blancs, n�1 n÷uds noirs, (m�1)n�f�m+2feuilles blanches, et (m� 1)n� f + 2 feuilles noires.Démonstration. Un arbre m-eulérien avec di sommets blancs de degré mi s'obtient de la façonsuivante :1. On part d'un arbre plan planté T1 avec des n÷uds blancs et des feuilles noires, tel que tous lessommets soient de degré égal à 1 modulo m � 1. Plus précisément, soit di le nombre de n÷udsde degré (m� 1)i+ 1, pour i > 1. La formule d'Harari, Prins et Tutte (formule 1, page 54) nousdonne le nombre d'arbres de ce type :T (d1; d2; : : : ) = [(m� 1)n]![(m� 1)n� f + 1]!Yi>1 1di! ;où n =P idi et f =P di.2. Au milieu de chaque arête interne de T1, nous ajoutons un n÷ud noir de degré total m. À cen÷ud on reliem�2 feuilles blanches, qui peuvent être disposées dem�1 façons di�érentes. CommeT1 a f � 1 arêtes internes, le nombre d'arbres T2 ainsi obtenus est (m� 1)f�1T (d1; d2; : : : ).3. À chacun des di sommets blancs de T2 qui sont de degré (m� 1)i+ 1, on ajoute i� 1 �ls noirsréliés à m � 1 feuilles blanches. La disposition de ces �ls peut être choisie de �mi�1i�1 � manièresdi�érentes, et cette observation conclut la preuve. 2



96 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZSoit T un arbre m-eulérien. Comme au chapitre 2, dé�nissons l'opération de clôture partiellede l'arbre T , les feuilles blanches jouent le rôle de bourgeons. L'ordre pré�xe gauche induit unordre cyclique sur ses feuilles. Par exemple, à partir de la racine, nous obtenons pour l'arbre dela �gure 3.6 le mot (cyclique) �xx�x�xx�x�xx�x�xxxx�x�x�xx�x�xxx�xx, où �x (resp. x) désigne une feuillenoire (resp. blanche). Maintenant apparions les lettres x et �x de ce mot comme s'il s'agissait deparenthèses ouvrantes et fermantes :
x x x x x x x x xxx x xx x x x x x x x x xPlus précisément, au pas 1, toutes les lettres x qui sont suivies d'une lettre �x sont appariées aveccette occurrence de �x. Puis nous oublions les lettres appariées et recommençons jusqu'à ce qu'aucunappariement ne soit plus possible. Apparions du même coup les feuilles de T (cf. �gure 3.7). Commeil y a plus de feuilles noires que de blanches, il reste à la �n des feuilles noires �exactement m�qui ne sont pas appariées. Nous les appelons des feuilles libres.

Fig. 3.7: Appariement des feuilles de l'arbre 3-eulérien de la �gure 3.6.Dé�nition 3.12 Un arbre m-eulérien est équilibré si sa feuille racine reste libre après l'apparie-ment.Proposition 3.13 Soit m > 2. Le nombre d'arbres m-eulériens équilibrés ayant di n÷uds blancsde degré mi pour i > 1 est m(m� 1)n� f + 2 �Em(D);où n =P idi et f =P di.



3.2. CONSTELLATIONS ET CONJUGAISON 97Démonstration. Soit A le nombre donné par (6). Alors mA compte aussi bien les arbres m-eulériens avec une feuille libre distinguée, ou, en plantant l'arbre sur cette feuille, les arbres m-eulériens équilibrés avec une feuilles noire distinguée. Nous concluons en remarquant qu'un arbrem-eulérien avec di n÷uds blancs de degré mi a (m� 1)n� f + 2 feuilles noires. 2Remarquons que les expressions données au théorème 3.5 et à la proposition 3.13 sont identiques.Le théorème 3.5 se déduit donc de la proposition Proposition 3.13 une fois construite une bijectionentre arbres eulériens équilibrés et constellations.3.2.2 Des arbres aux constellations, l'application �La transformation d'un arbre eulérien équilibré T en une constellation C = �(T ) est facile àdécrire. De fait, le plus gros du travail a déjà été fait et est analogue à la clôture du chapitre 2. Laconstruction est illustrée par la �gure 3.8.Nous construisons une première carte planaire E1 en ajoutant des arêtes entre les feuillesappariées de T . Ainsi nous obtenons les arêtes discontinues de la �gure 3.8a. Exactement m feuillesnoires restent libres. Par construction, elles sont toutes dans la même face de E1 ; dans la suite,nous allons régulièrement considérer E1 comme une carte dans le plan (plutôt que sur la sphère)en adoptant la convention que les feuilles libres sont dans la face in�nie.Nous ajoutons dans la face in�nie de E1 une étoile supplémentaire, dont le centre est noir et quipossède m arêtes. Chaque arête se termine par une feuille blanche. Nous apparions ces m feuillesblanches avec les m feuilles libres de l'arbre (ce sont les arêtes pointillées de la �gure 3.8a) dansl'ordre cyclique pour obtenir une carte planaire. Nous marquons l'arête pointillée qui termine surla feuille racine de l'arbre. Finalement nous e�açons toutes les feuilles et remplaçons les arêtesdiscontinues et pointillées par de vraies arêtes. Par construction la carte obtenue est une cartem-eulérienne enracinée E. La duale de E est une constellation C qui dé�nit l'image �(T ) de T .Remarquons que la carte eulérienne associée à l'arbre de la �gure 3.8 est la carte de la �gure 3.5et que sa duale est la constellation de la �gure 3.1.
(a) (b)

Fig. 3.8: D'un arbre 3-eulérien équilibré à une carte 3-eulérienne.



98 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZNous voulons démontrer que la transformation � est une bijection entre arbres m-eulérienséquilibrés et m-constellations. Quelle peut être la bijection inverse ? Imaginons que l'on parted'une m-constellation enracinée C (ou de sa duale E, qui est m-eulérienne) et que nous essayionsde construire l'arbre m-eulérien T associé. Il nous faut choisir �de manière adaptée� un ensembleS d'arêtes de E, ajouter deux sommets sur chacune d'entre elles et e�acer la partie de l'arête quirelie ces deux sommets ; il nous faut obtenir ainsi deux composantes connexes : une étoile à mbranche et un arbre m-eulérien équilibré. Ainsi, la di�culté principale de la bijection inverse estde décrire l'ensemble S des arêtes de E qu'il nous faut ouvrir.Considérons à nouveau la carte eulérienne de la �gure 3.8b. La comparaison avec la �gure 3.8anous indique quel doit être l'ensemble S. Traçons l'ensemble S0 des arêtes duales des arêtes de S(�gure 3.9, lignes grasses). Nous observons que S0 est constitué du polygone racine de la constel-lation C, sur lequel m arbres, notés T1; : : : ; Tm sont plantés. Ces m arbres couvrent les sommetsde C. Nous verrons qu'il s'agit là d'un phénomène général : la description de la bijection inversede � se réduit à dé�nir une certaine forêt couvrante de la constellation, que nous appelons sa forêtcouvrante en largeur.

2

1

T

T

T3Fig. 3.9: Les arêtes duales des arêtes discontinues et pointillées de la �gure 3.8a.3.2.3 Des constellations aux arbres : la transformation 	Soit C une constellation enracinée ; dessinons la dans le plan de façon à ce que la face in�nie soitle polygone racine. Orientons les arêtes de C dans le sens indirect autour des faces blanches (notons�C cette constellation orientée). Nous dé�nissons le rang r(v) d'un sommet v comme la longueurdu plus court chemin (orienté) de �C allant d'un sommet du polygone racine de v (�gure 3.10).Attention à ne pas mélanger le rang de v avec son étiquette `(v) 2 f1; 2; : : : ;mg, donnée parl'étiquetage canonique dé�ni à la section 3.1. Le lemme suivant indique comment construire laforêt couvrante de la constellation. Le principe est simple : nous commençons par le polygoneracine et avançons par un parcours en largeur, de droite à gauche. Il peut être utile de s'exercersur l'exemple de la �gure 3.10.



3.2. CONSTELLATIONS ET CONJUGAISON 99Lemme 3.14 Soit C une constellation enracinée. Il existe une unique forêt couvrante F de C,faite de m arbres Ta, 1 6 a 6 m, véri�ant les quatre propriétés suivantes.0: L'arbre Ta est planté sur le sommet étiqueté a du polygone racine.1: L'orientation des arêtes de F induite par les arbres Ta (de la racine vers les feuilles) coïncideavec celle de la carte orientée �C.2: Le rang augmente d'un le long de chaque arête de F . En d'autres termes la profondeur d'unsommet de Ta est donnée par son rang.Soit u un sommet de C. Les propriétés 1 et 2 impliquent que u appartient à Ta, où a = `(u) �r(u) mod m.3: Supposons r(u) > 0. Tous les sommets étiquetés `(u)� 1 et de rang r(u)� 1 apparaissent dansle même arbre Ta, où a = `(u) � r(u) mod m. Si on les visite dans l'ordre pré�xe droit, lepremier à être adjacent à u est le père de u dans Ta.4: Soit v le père de u dans Ta. Soit e l'arête de Ta qui lie v à son père. Si on visite les arêtes de Cadjacentes à v en ordre indirect, à partir de e, la première qui termine en u appartient à Ta.Cette forêt couvrante sera appelée la forêt couvrante en largeur de C.Démonstration. Nous construisons F itérativement, en ajoutant au pas k tous les sommets derang k (�gure 3.10). Au pas 0, pour 1 6 a 6 m, l'arbre Ta est réduit au sommet étiqueté a quiappartient au polygone racine. Plantons l'arbre Ta en l'attachant à ce sommet par une demi-arêtesupplémentaire arrivant dans la face in�nie de C.Supposons qu'après k pas, la forêt obtenue ne couvre pas encore C. Soit u un sommet de rangk + 1. Tous les sommets de rang k étiquetés `(u) � 1 appartiennent au même arbre Ta. Nouschoisissons le père v de u suivant la propriété (3) du lemme, et l'arête de Ta joignant v à u suivantla propriété (4). 2Une fois la forêt couvrante de C construite, l'arbre eulérien 	(C) est facile à obtenir. Soit S0l'ensemble des arêtes de C qui appartiennent soit à la forêt couvrante soit au polygone racine. SoitE la carte duale de C, et S l'ensemble d'arêtes duales à S0. Sur chaque arête e de S, ajoutonsdeux sommets puis e�açons les parties de e qui joignent ces deux sommets. Nous a�rmons quececi produit une étoile à m branches et un arbre m-eulérien équilibré, que nous plantons sur l'arêteracine de E.Exemple. À partir de la constellation de la �gure 3.10, on obtient l'arbre de la �gure 3.8a.La prochaine section est consacrée à la preuve du théorème suivant, qui, d'après la proposition3.13, implique le théorème 3.5.Théorème 3.15 La transformation � est une bijection des arbres m-eulériens équilibrés sur lesm-constellations. La bijection inverse est 	. De plus, si �(T ) = C et si T a di sommets blancs dedegré mi, alors C a di faces blanches de degré mi.
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0Fig. 3.10: Une 3-constellation enracinée : les rangs des sommets et la forêt couvrante en largeur.Remarquons que la dernière assertion est claire. Cependant c'est là l'unique partie du théorèmequi soit évidente.Remarque.Qu'arrive-t-il aux cactus ? D'après le théorème 3.15, unm-cactus formé de n polygonesest envoyé par 	 sur un arbre m-eulérien équilibré avec un unique n÷ud blanc, de degré mn(�gure 3.11). Visitons ses enfants de gauche à droite, en écrivant une lettre x pour chacun des n�1n÷uds noirs et une lettre �x pour chacune des n(m�1) feuilles blanches rencontrées. Nous obtenonsainsi un mot x1 � � �xnm�1. Comme l'arbre est équilibré ce mot est le code pré�xe d'un arbre m-airecomplet à n n÷uds et (m�1)n+1 feuilles ; nous dé�nissons ainsi une bijection entre m-cactus à npolygones et arbres m-aires complets à n n÷uds, qui di�ère de celle trouvée par Michel Bousquet[27].
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(x) (x)Fig. 3.11: La restriction de notre bijection aux cactus.



3.3. PREUVE DE CE QUE � EST UNE BIJECTION 1013.3 Preuve de ce que � est une bijectionPour démontrer le théorème 3.15, il nous faut prouver les trois assertions suivantes :� 	 �� = id,� la transformation 	 construit toujours un arbre eulérien équilibré,� � �	 = id.Nous prouvons d'abord le premier point à la section 3.3.1, puis les deux suivants à la section 3.3.2.A�n d'uniformiser les notations dans la suite, nous adoptons les conventions suivantes.� Les constellations : Soit C une constellation enracinée. Nous considérons C comme unecarte dans le plan en choisissant d'utiliser le polygone racine comme face in�nie. Nous dési-gnons par �C la version orientée de C (cf. section 3.2.3). Une face �nie de C sera notée B ouN , suivant qu'elle est blanche ou noire. Si la face est de degré mi, ses sommets seront notésv1; v2; : : : ; vmi, dans le sens indirect. Le rang de vk sera rk , et l'arête (sur la face) qui jointvk à vk+1 sera ek.� La forêt couvrante en largeur : Étant donnée une constellation C, sa forêt couvrante enlargeur sera appelée F . Cette forêt contient m arbres, notés T1; : : : ; Tm, de manière à ce queTa contienne le sommet de la face in�nie étiqueté a, pour 1 6 a 6 m. Les arêtes de F et dupolygone forment un ensemble noté S0.� Les cartes eulériennes : si C est une constellation, sa carte duale est notée E. L'ensembledual à S0 est S.� Les arbres eulériens sont notés T .� Soit a et b deux entiers ; la notation a � b signi�e que a et b sont égaux modulo m.Avant d'entrer dans les détails de la preuve, nous avons besoin d'une caractérisation alternativede la carte E1 obtenue en appariant les arêtes d'un arbre eulérien équilibré T (cf. section 3.2.2).La carte E1 est l'unique carte dans le plan qui est obtenue en ajoutant des arêtes à T comme suit :� chaque arête e de E1 n T lie une feuille blanche w de T à une feuille noire ; de plus, l'arbre Test à gauche de e, dans le sens suivant : la carte formée de T et e a deux faces etsi on tourne autour de w en sens direct, on rencontresuccessivement la face in�nie, l'arête e, et la face bornée: (7)� chaque feuille blanche de T est incidente à exactement une arête de E1 n T ; chaque feuillenoire à au plus une arête de E1 n T ;� les m feuilles noires de T qui ne sont pas voisines d'une arête de E1 n T sont dans la facein�nie.3.3.1 	 �� = idL'assertion ci-dessus est équivalente à la



102 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZProposition 3.16 Soit T un arbre eulérien équilibré, C = �(T ) la constellation correspondante,et E la carte duale de C. Soit S l'ensemble des arêtes de E qui n'étaient pas dans T , et soit S0l'ensemble d'arêtes duales. Alors les éléments de S0 sont les arêtes du polygone racine et de la forêtcouvrante en largeur de C.Démonstration. Comme T est un arbre, il dé�nit une unique face et donc, la �gure formée desarêtes de S0 est connexe. De plus les arêtes du polygone racine appartiennent à S0 : ce sont lesduales des arêtes joignant T à l'étoile supplémentaire (les arêtes discontinues de la �gure 3.8a). Lepolygone racine est le seul cycle de S0, car tout cycle de S0 sépare deux composantes connexes nonvides de la �gure formée de T et de l'étoile supplémentaire. Soit G le plus petit sous graphe deC contenant les arêtes de S0 qui ne sont pas dans le polygone racine ainsi que tous les sommetsdu polygone racine. Les remarques précédentes montrent que G est une forêt couvrante de C faitede m arbres T1; : : : ; Tm, tels que Ta est planté sur le sommet étiqueté a du polygone racine. Nousvoulons prouver que G est la forêt couvrante en largeur de C, c'est-à-dire qu'il satisfait les quatrepropriétés du lemme 3.14.La première propriété du lemme est garantie par la propriété (7) dé�nie plus haut. Soit e0 unearête de Ta, et e sa duale. En combinant le fait que l'arbre T est sur la gauche de e et qu'il necroise pas Ta, nous obtenons que l'orientation de e0 donnée par Ta coïncide avec son orientationdans �C (�gure 3.12).
T

T
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e’

e b

Fig. 3.12: L'orientation descendante dans Ta coïncide avec l'orientation dans �C.Nous allons prouver trois autres propriétés du lemme 3.14 par un argument de comptage.Commençons par quelques généralités. Soit e0 une arête (orientée) de �C liant w à u, et supposons quee0 n'appartienne pas à S0. Soit e l'arête duale à e0. Alors e est une arête de l'arbre T . Ajoutons sur edeux nouveaux sommets (�gure 3.13). L'arête e0 sépare T en deux arbres T 0 et T 00, respectivementplantés sur une feuille noire et sur une feuille blanche. La dé�nition d'un arbre eulérien (cf. dé�nition3.10) étant locale, on a :� si l'extrémité noire de e a un degré interne de 2, alors T 0 est un arbrem-eulérien. En particulier,il a m feuilles noires de plus que de feuilles blanches ;� sinon, T 0 n'est pas m-eulérien, et a 2m feuilles noires de plus que de feuilles blanches.



3.3. PREUVE DE CE QUE � EST UNE BIJECTION 103Dans les deux cas, la di�érence entre le nombre de feuilles noires et blanches de T 0 est �m, avec� = 1 ou 2.
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Fig. 3.13: Une arête de C n'appartenant pas à S0 sépare T en deux arbres.Prouvons maintenant par récurrence sur le rang que tous les sommets de C véri�ent les pro-priétés 2; 3; et 4 du lemme 3.14. Clairement il n'y a rien à prouver pour k = 0. Supposons doncles propriétés vraies pour tous les sommets de rang inférieur à k > 0. Soit u un sommet de rang k.Soit Ta l'arbre de G qui contient u. D'après la première propriété du lemme 3.14 (que nous avonsdémontrée), la profondeur de u dans Ta est k + d, avec d > 0.Démontrons tout d'abord par l'absurde que a � `(u) � r(u). Supposons `(u) � r(u) � b 6� a.Par dé�nition du rang, il existe une arête orientée e0 de �C qui va d'un sommet w de rang k � 1étiqueté `(u) � 1 à u. Par hypothèse, w est à la profondeur k � 1 dans l'arbre Tb (puisque b �`(w) � r(w) � `(u)� r(u)), et donc l'arête e0 ne peut appartenir à S0 (cf. �gure 3.14). Les arêtesde Tb qui sont sur le chemin joignant la racine de Tb à w sont duales des arêtes (discontinues) quiapparient des feuilles noires de T 0 à des feuilles blanches de T 00. Donc le nombre de feuilles noiresde T 0 appariées à une feuille blanche de T 00 est k � 1. De même, le nombre de feuilles blanches deT 0 appariées à une feuille noire de T 00 est k + d. Soit r le nombre de feuilles noires libres de T quisont dans T 0. Bien sûr, r 6 m. La di�érence entre le nombre de feuilles noires et blanches de T 0est (k � 1) + 1 + r � (k + d) = �m, ce qui donne r = d + �m > m. Ceci implique que r = m :toutes les feuilles libres de T sont donc dans T 0. Mais ceci n'est pas possible : comme a 6= b, aumoins une feuille noire de T 00 est libre. Donc `(u)� r(u) � a.Montrons maintenant que u est à la profondeur k dans Ta, i.e., que d = 0. Soit e0 une arêteorientée de �C allant d'un sommet w de rang k � 1 étiqueté `(u) � 1 à u. Par hypothèse, w està la profondeur k � 1 dans Ta. Si e0 appartient à Ta, alors u est à la profondeur k dans Ta.Sinon, soit x l'ancêtre commun de u et w dans Ta le plus profond et supposons que sa profondeursoit � (�gure 3.15). Une fois encore, en comptant les feuilles blanches et noires de T 0 on obtient(k�1� �)+ r+1� (k+d� �) = �m, et donc r = d+�m. Comme r 6 m, ceci implique que d = 0.L'égalité r = d + �m donne aussi � = 1 et r = m. Ceci implique que T 0 est sur la face in�niede la carte formée par Ta et l'arête e0. En particulier, si le père v de u dans Ta n'est pas w, alorsv arrive avant w dans l'ordre pré�xe droit de Ta (�gure 3.15). De même si v = w (�gure 3.16),l'arête de Ta qui lie v et u arrive avant e0.
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Fig. 3.14: Si on suppose a 6= b.
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vFig. 3.15: La forêt G véri�e la troisième propriété du lemme 3.14. 23.3.2 	 donne un arbre eulérien équilibré et � �	 = idProposition 3.17 Soit C une m-constellation. L'application de l'algorithme 	 décrit à la section3.2.3 fournit un arbre m-eulérien équilibré T tel que �(T ) = C.Lemme 3.18 Le graphe T = 	(C) est un arbre planté.Démonstration. Le sous graphe de C formé des arêtes de S0 (i.e., la forêt couvrante en largeur Fet les arêtes du polygone racine) est connexe. Ainsi, étant donnés deux sommets de C, il existe unchemin formé d'arêtes de S0 qui les joint. En termes de la carte eulérienne E, ceci signi�e que nouspouvons joindre n'importe quel couple de faces de E par un chemin qui ne coupe pas le graphe Uobtenu en ouvrant les arêtes de S. Ceci implique que U ne dé�nit qu'une seule face et donc qu'ils'agit d'une forêt.Le nombre de composantes connexes de cette forêt est v(U)� e(U), où v(U) et e(U) désignentrespectivement le nombre de sommets et d'arêtes de U . Pour déterminer ces nombres, il nous fautsavoir combien d'arêtes de C ont été ouvertes, c'est-à-dire, la cardinalité de S0. Comme F est une
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Fig. 3.16: La forêt G véri�e les quatre propriétés du lemme 3.14.forêt couvrante de C faite de m arbres, F contient v(C) � m arêtes. Donc, l'ensemble S0 a lacardinalité v(C). Nous obtenons v(U) = v(E) + 2v(C) et e(U) = e(E) + v(C). Donc,v(U)� e(U) = v(E) + v(C) � e(E)= v(E) + f(E)� e(E)= 2où f(E) désigne le nombre de faces de E, et où la dernière égalité est une conséquence de la formuled'Euler.Ainsi la forêt U contient exactement deux arbres : l'un d'eux est l'étoile à m branches et l'autreest T = 	(C). 2Certaines propriétés de T = 	(C) sont évidentes : il est bicolorié, et ses n÷uds ont le mêmedegré que dans E. En particulier, tous les n÷uds noirs de T sont de degré m, tandis que le degré dechaque sommet blanc est multiple de m. Il nous reste donc à démontrer que les conditions énoncéesdans la dé�nition 3.10 sont remplies. Ceci fait l'objet des lemmes 3.20 et 3.21.La propriété 3.19, qui est claire géométriquement (voir �gure 3.17), jouera un rôle importantdans la preuve. Elle signi�e que, lorsqu'on visite les sommets d'une face de C en sens indirect, onrencontre successivement des sommets de l'arbre T1, puis de l'arbre T2, et ainsi de suite jusqu'àl'arbre Tm.Propriété 3.19 Soit f une face bornée (blanche ou noire) de C de degré mi. Il est possible denommer ses sommets v1; : : : ; vmi, dans le sens indirect, de façon à ce qu'il existe une suite 1 =k1 6 k2 6 � � � 6 km 6 km+1 = mi+ 1 telle que pour 1 6 j 6 m,fk : vk 2 Tjg = fkj ; kj + 1; : : : ; kj+1 � 1g:Établissons tout d'abord les propriétés des sommets noirs de l'arbre T = 	(C).Lemme 3.20 Soit v un n÷ud noir de T . Alors v est de degré interne 1 ou 2.Démonstration. Traduisons l'assertion ci-dessus en termes de la constellation C : Soit N unpolygone de C, di�érent du polygone racine. Alors, au plus deux de ses arêtes n'appartiennent pasà la forêt couvrante F .
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Fig. 3.17: Les arbres T1; : : : ; Tm apparaissent en sens indirect autour des faces de C.Remarquons que, si u et v sont deux sommets adjacents de N , pris dans le sens indirect, alors,par dé�nition du rang, r(u) 6 r(v)+1. Il nous faut distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou nonune arête de N n'appartenant pas à F et telle que l'inégalité précédente soit une égalité.Premier cas : il existe dans N une arête e, qui n'appartient pas F , dont les sommets extrémitésu et v, (v suivant u dans le sens indirect), sont tels que r(u) = r(v)+ 1. Nous appelons e une arêtespéciale.Comme `(u) � `(v) + 1, les sommets u et v appartiennent au même arbre Ta de la forêt F .Soit w le père de u dans Ta. Alors w est de rang r(v) et est étiqueté `(v). D'après les propriétésvéri�ées par Ta (cf. lemme 3.14),� soit w 6= v et w arrive premier dans l'ordre pré�xe droit sur Ta (�gure 3.18a),� soit w = v et l'arête e0 qui lie v et u dans Ta arrive avant e quand on visite les arêtes de Cqui sont voisines de v en sens indirect, à partir de l'arête qui lie v à son père dans Ta (�gure3.18b).Les deux cas impliquent qu'il ne peut y avoir une seconde arête spéciale dans N . De plus, nousremarquons que tout sommet x de N appartient à Ta, i.e., satisfait `(x)� r(x) � a. En particulier,deux sommets distincts de N ont des rangs di�érents. Appelons les sommets de N , v1; : : : ; vm,dans le sens indirect, de sorte que r1 < rk pour 1 < k 6 m. Comme rk 6 rk+1+1 pour 1 6 k 6 m,nous concluons par récurrence sur i que rm�i = r1 + i+ 1 pour 0 6 i < m� 1.Soit ei l'arête de N qui lie vi et vi+1, pour 1 6 i 6 m. Supposons que l'arête spéciale e soitej (�gure 3.19). Comme ej est la seule arête spéciale, le fait que rk = rk+1 + 1 pour 2 6 k 6 mimplique que les arêtes e2; : : : ; ej�1 et ej+1; : : : ; em appartiennent à F . Ainsi, le polygone N a auplus deux arêtes (e1 et ej) qui n'appartiennent pas à F .Second cas : toute arête de e de N n'appartenant pas à F véri�e r(u) < r(v) + 1, où u et v sontles deux sommets extrémités de e, pris dans le sens indirect.
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Fig. 3.18: L'allure d'une arête spéciale.
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Fig. 3.19: Un polygone dans le premier cas du lemme 3.20.Dans ce cas, nous allons prouver notre lemme par l'absurde. Supposons qu'au moins trois arêtesde N n'appartiennent pas à F . Soit v1; : : : ; vm les sommets de N (en sens indirect), et soit ei l'arêtede N qui lie vi et vi+1, pour 1 6 i 6 m. On peut supposer que les trois arêtes qui n'appartiennentpas à F , sont e1, ei et ej avec 1 < i < j 6 m.Pour 1 6 k 6 m, nous avons rk 6 rk+1 +1. De plus, l'inégalité est stricte par hypothèse quandk 2 f1; i; jg. Donc :r1 < r2 + 1 6 r3 + 2 6 � � � 6 ri + i� 1 < ri+1 + i 6 � � � 6 rj + j � 1 < rj+1 + j 6 � � � 6 r1 +m:Soit p = `(v1) l'étiquette de v1. Alors pour 1 6 k 6 m, l'étiquette de vk est p� k + 1 modulo m.Nous avonsp� r1 > p� 1� r2 > � � � > p� i+ 1� ri > p� i� ri+1 > � � �� � � > p� j + 1� rj > p� j � rj+1 > � � � > p�m� r1: (8)



108 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZRappelons qu'un sommet v appartient à l'arbre Ta si et seulement a � `(v) � r(v). Soit Ta (resp.Tb, Tc) l'arbre de F qui contient v1 (resp. vi, vj), et supposons que v1 a été choisi avec a > bet a > c. Il existe trois entiers k; k0; k00 tels que p � r1 = a + km, p � i + 1 � ri = b + k0m etp� j + 1� rj = c+ k00m. D'après (8), nous avons a+ km > b+ k0m > c+ k00m > a+ (k � 1)m .Ceci impose k = k0 = k00 et a > b > c, en contradiction avec la propriété 3.19. 2Nous démontrons maintenant les propriétés des sommets blancs de l'arbre 	(C).Lemme 3.21 Soit v un n÷ud blanc de T = 	(C), dont le degré est mi. Exactement i � 1 desn÷uds qui lui sont adjacents ont un degré interne égal à 1.Démonstration. Traduisons l'assertion ci-dessus en termes de la constellation C. Soit B une faceblanche de C de degré mi. Toute arête e de B appartient à un unique polygone noté N(e). Soit �le nombre d'arêtes e de B qui véri�ent la condition suivante :e est la seule arête de N(e) qui n'appartient pas à la forêt F: (9)Nous voulons prouver que � = i� 1.1. Commençons par montrer que � est au plus i. Soit v1; : : : ; vmi les sommets de B, dans le sensindirect. Pour 1 6 k 6 mi, soit ek l'arête de B qui lie vk et vk+1, et soit rk le rang de vk. Alorsrk+1 6 rk + 1 pour 1 6 k 6 mi. De plus, si ek véri�e la condition (9), alors rk = rk+1 +m � 1.Ainsi nous pouvons écrire rk > rk+1 + ak, où ak = m� 1 si ek véri�e (9) et ak = �1 sinon. Nousavonsr1 > r2 + a1 > r3 + a1 + a2 > � � � > rmi + a1 + � � �+ ami�1 > r1 + a1 + � � �+ ami; (10)ce qui implique que a1+� � �+ami 6 0. Comme � arêtes de B véri�ent (9), nous avons a1+� � �+ami =�(m� 1)� (mi� �) = m(�� i), et donc � 6 i.2. Éliminons maintenant l'hypothèse � = i. Si � = i, alors toutes les inégalités de (10) deviennentdes égalités. En d'autres termes, pour toute arête ek de B qui ne véri�e pas (9), on a rk+1 = rk+1.Comme `k+1 � `k + 1, le lemme 3.14 montre que tous les sommets de B appartiennent au mêmearbre Ta de F .Prenons v1 un sommet de B de rang minimal : r1 6 rk pour tout k. Séparons les sommets deB en deux classes : les sommets gauches et droits, selon les règles suivantes (�gure 3.20).� Par convention, v1 est un sommet droit ; soit e0 une arête de Ta terminant en v1.� Si vk arrive avant v1 dans l'ordre pré�xe droit sur Ta, alors vk est un sommet droit.� Si vk est dans le sous arbre de Ta de racine v1 et si la branche de Ta qui va de v1 à vkcommence par une arête e située entre e0 et e1 (en sens indirect), alors vk est un sommet droit.� Dans tous les autres cas, vk est un sommet gauche.Remarquons que, si vk et v` sont respectivement des sommets droit et gauche, alors vk arrive avantv` dans l'ordre pré�xe droit de Ta. De plus, si ej véri�e (9) et si vj est un sommet droit, alorsj 6= mi et vj+1 est un sommet droit. Soit j = maxfk : vk est un sommet droitg: Alors ej ne peut



3.3. PREUVE DE CE QUE � EST UNE BIJECTION 109
1e

1
2

ej
j

j+1

0e

mi
v

v

v
v

B

aT

v

Fig. 3.20: Sommets gauches et droits d'une face blanche.véri�er (9). Ceci implique que rj+1 = rj + 1. Au passage remarquons qu'on obtient aussi j 6= mi,puisque r1 est minimal ; en d'autres termes, vj+1 est un sommet gauche.Le père vj+1 dans Ta est un sommet v, de rang rj . Si v 6= vj , alors, par construction de Ta, varrive avant vj dans l'ordre pré�xe droit de Ta, et il en va de même de vj+1. Ceci contredit le faitque vj+1 est un sommet gauche. Si v = vj , alors j = 1, car v1 est le seul sommet de B qui puisseavoir des �ls gauches. Par construction de Ta, les arêtes de Ta qui lient v1 et v2 sont situées entree0 et e1, ce qui fait de v2 un sommet droit, et donne une contradiction. Donc � 6 i� 1.3. Retournons maintenant à l'arbre T = 	(C). Soit di le nombre de sommets blancs de T de degrémi. Pour j 2 f1; 2g, appelons bj le nombre de n÷uds noirs de T de degré interne j. Nous avonsdémontré qu'un n÷ud blanc de T de degré mi a au plus i � 1 n÷uds voisins de degré interne 1.Ceci implique que b1 6 Pi(i � 1)di. Nous allons montrer cette inégalité est en fait une égalité :b1 =Pi(i� 1)di, et ceci terminera la preuve du lemme.Soit `b (resp. `w) le nombre de feuilles noires (resp. blanches) de T . Nous savons que `b = `w+m.Comptons de deux façons di�érentes les arêtes de T , en utilisant le fait que chacune d'entre elle aune extrémité blanche et une extrémité noire. Nous trouvons :`w +mXi idi = `b +m(b1 + b2);et donc b1 + b2 = �1 +Pi idi. Maintenant, tous les n÷uds blancs de T sauf un, sont de degréinterne deux ; on obtient ainsiP di = 1+b2, et �nalement b1 = �1+P idi+1�P di =P(i�1)di.2 Nous avons donc prouvé que l'arbre T = 	(C) est m-eulérien. Pour terminer la preuve de laproposition 3.17, il reste à démontrer leLemme 3.22 L'arbre m-eulérien T = 	(C) est équilibré, et �(T ) = C.



110 CHAPITRE 3. CONSTELLATIONS ET FORMULE D'HURWITZDémonstration. Modi�ons légèrement la construction qui mène de C à T = 	(C) : après avoirajouté une paire de sommets sur chaque arête e de S, e�açons la partie centrale de e (qui lie lesdeux nouveaux sommets) si e est duale d'une arête du polygone racine de C. Sinon, remplaçonssimplement la partie centrale de e par une arête discontinue. Il nous faut montrer que les arêtesdiscontinues dé�nissent l'appariement des feuilles de T . Ceci impliquera que la feuille racine de T ,qui n'est incidente à aucune arête discontinue, est une feuille libre de T , i.e., que T est un arbreeulérien équilibré. Dans le même temps cela démontrera que �(T ) = C.Ce que nous voulons donc prouver est que les arêtes discontinues véri�ent les propriétés donnéesau début de la section 3.3. La seule propriété di�culté vient de (7), qui dit que T est sur la gauchedes arêtes discontinues quand on les parcourt de leur extrémité blanche à leur extrémité noire.Soit e une arête discontinue : sa duale e0 appartient à un arbre Ta de la forêt couvrante enlargeur F . Rappelons que Ta ne coupe pas T . D'après la propriété 1 du lemme 3.14, l'arbre T estsur la gauche de e (�gure 3.12). 23.4 ExtensionsLe théorème principal (théorème 3.5) est évidemment une extension du corollaire 3.6. À l'aidede notre bijection, nous pouvons donner des équations pour un problème d'énumération qui étendle corollaire 3.6 dans une direction di�érente. Pour tout i = (i1; : : : ; im; im+1) 2 Nm+1, soit ai lenombre de m-constellations avec im+1 faces blanches et ik sommets étiquetés k pour 1 6 k 6 m(en e�et, si chaque polygone contient un sommet étiqueté k, pour 1 6 k 6 m, le nombre desommet étiqueté k n'est pas le nombre de polygones pour autant). Soit x = (x1; : : : ; xm; xm+1),xi = xi11 � � �xim+1m+1 , et dé�nissons la fonction génératrice g(x) =Pi aixi correspondante. Alorsg(x) = Z u1(x)dx1 (11)où, pour tout 1 6 k 6 m+ 1,uk(x) = Yi2[1;m+1]; i 6=k0@xi +Xj 6=i uj(x)1A : (12)Pour obtenir ce résultat, nous commençons par remarquer que, d'après la preuve du corollaire3.6, le serie g(x) compte les (m + 1)-constellations qui n'ont que des faces de degré m + 1. Vianotre bijection, celles-ci correspondent aux arbres (m+1)-eulériens équilibrés dont tous les n÷udssont de degré m+1. L'équation (11) exprime la série génératrice des arbres eulériens équilibrés enfonction de celle des arbres eulériens généraux. En�n la décomposition classique des arbres planss'applique aux arbres eulériens et donne (12).



Chapitre 4Statistiques des cartes planairesNous étudions ici deux statistiques sur les cartes planaires. La première est la taille du noyau.La section 4.1 présente nos résultats en s'attachant plus particulièrement à leur pertinence pourles algorithmes de génération aléatoire. Après avoir montré que la distribution limite bimodaleétudiée par E.A. Bender et al. sur un exemple est valable pour de nombreuses familles de cartes(sections 4.2 et 4.3), nous en étudions une version à deux variables (section 4.4) : les nombres desommets et de faces du noyau 3-connexe d'une carte non séparable avec n sommets et m faces.Le second paramètre des cartes planaires que nous étudions est le diamètre ; à la section 4.5,nous donnons une borne en utilisant la conjugaison d'arbres et des résultats de P. Flajolet et al.[59]. Ensuite nous complétons l'étude par des données expérimentales. Ces résultats pré�gurent lesétudes expérimentales rendues possibles par nos générateurs aléatoires.4.1 Taille du noyau et génération aléatoireLes algorithmes de génération aléatoire de graphes planaires 3- et 4-connexes que nous dé-veloppons au chapitre 5 sont basés sur l'extraction du noyau d'une carte planaire. Par exemple,l'algorithme qui permet de tirer un graphe 3-connexe de taille supérieure à 50000 procède de lafaçon suivante : on tire par conjugaison d'arbres une carte planaire 2-connexe de taille su�sammentgrande et on extrait son noyau1 3-connexe. On obtient ainsi un graphe planaire 3-connexe choisiquasi-uniformément2 parmi les graphes de même taille. Si le graphe obtenu n'est pas assez grand,on recommence, jusqu'à avoir un graphe de la taille voulue (on peut exiger une valeur préciseou simplement donner un intervalle de valeurs acceptées). Il s'agit bien entendu seulement d'unpseudo-algorithme, car rien ne permet d'a�rmer qu'il terminera.L'e�cacité d'un tel pseudo-algorithme dépend essentiellement de la statistique taille du noyau :si la taille moyenne des noyaux est assez grande, il ne sera pas nécessaire de choisir des cartesnon séparables trop grandes pour avoir une probabilité raisonnable de terminer. Idéalement, lataille du noyau doit croître linéairement avec la taille de la carte dont on l'extrait. Après avoir1cf. la section 1.5.1 et en particulier la �gure 1.152cf. corollaire 5.13. 111
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200 400 600 800Fig. 4.2: Fréquences cumulées de l'expérience de la �gure 4.1.programmé les générateurs aléatoires du chapitre 5, j'ai donc observé le comportement expérimentalde cette statistique. Pour di�érentes valeurs de N , on tire un grand nombre de cartes de tailleN , et on observe la taille de leur noyau. Les premières observations montrent immédiatementun comportement linéaire de la moyenne. Cependant, la variance est très élevée et on obtienttrès fréquemment des noyaux de taille inférieure à 10 (par exemple on observe que la probabilitéd'obtenir un tétraèdre, le plus petit graphe 3-connexe, se rapproche de 2% quandN devient grand).La conjonction de ces deux phénomènes (moyenne linéaire, probabilité limite strictement posi-tive pour chaque valeur �nie) est assez surprenante3 et, à ma connaissance, n'a pour l'instant étéobservée pour aucune autre statistique combinatoire.Observons maintenant plus précisément les résultats expérimentaux. La �gure 4.1 montre unrésultat typique : après avoir tiré 100000 cartes de taille 2000, on trace l'histogramme du nombrede noyaux de taille k. Avec les algorithmes du chapitre 5 cette expérience prend moins d'une heuresur un PC ordinaire.On remarque immédiatement deux zones privilégiées : la première pour les très petites carteset la deuxième autour de k = 700. Cette dernière valeur est particulièrement intéressante, contrai-rement à la moyenne expérimentale, environ 475, qui ne décrit visiblement pas bien le phénomène.Le graphe des fréquences cumulées (�gure 4.2) permet de mieux comprendre ce qui se passe : àpeu près 72% des cartes n'ont pas de noyau et ne sont donc pas représentées ; sur environ 28000cartes restantes, on peut voir qu'environ 7000 cartes (soit un peu moins du quart) ont un noyauminuscule, alors que la plupart des autres (soit un peu moins des trois quarts) ont un noyau de3au point que j'ai longtemps cherché une erreur dans mon extracteur de noyau !
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kFig. 4.3: Comparaison des résultats de la �gure 4.1 avec la courbe théorique dans l'intervalle ]0; 13 [.taille entre 600 et 800, c'est-à-dire grossièrement du tiers de la taille de la carte d'origine (2000).L'étude expérimentale pour d'autres valeurs de n donne des résultats similaires et con�rme quele noyau d'une carte de taille n est la plupart du temps, soit très petit, soit voisin de n=3, alorsque la taille moyenne est de l'ordre de n=4.Ces résultats permettent d'accorder (au sens musical du terme) nos générateurs aléatoires : ainsisi on souhaite tirer un graphe 3-connexe planaire de taille k, c'est en tirant des cartes 2-connexesde taille 3k qu'on obtiendra satisfaction le plus rapidement !L'objectif de la suite de cette section est de con�rmer ces résultats expérimentaux. Nous ob-tenons en e�et une description théorique de la distribution de la taille du noyau pour di�érentesfamilles de cartes. Par exemple pour les cartes non séparables enracinées et leurs noyaux 3-connexes,notons pn(k) = Pr(�(Cn) = k) la probabilité que le noyau d'une carte non séparable Cn de taillen soit de taille �(Cn) = k. Alors nous montrons les résultats suivants :� le paramètre �(Cn)=n a deux points d'accumulation, 0 ou 1=3, i.e. pour toute fonction �(n) =o(n1=3) tendant vers l'in�nilimn!+1Pr����(Cn)n � ��� < �(n)n1=3 � = ( 1681 si � = 13 ;6581 si � = 0;� en dehors de ces deux valeurs le comportement est, uniformément pour � dans un compact,
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Fig. 4.4: Comparaison des résultats de la �gure 4.1 (croix) avec la courbe théorique limite (rond)dans la partie �loi limite discrète�.avec c0 = 32243p� � 0:074, (cf. �gure 4.3)Pr [�(Cn) = b�nc] = 8<: � c0�3=2(1=3� �)5=2 + o(1)�n�3=2 si 0 < � < 13 ;O(exp(�cn)) si � > 13 :� le paramètre �(Cn) admet une �loi limite partielle� discrète, i.e. pour chaque valeur �xée kla limite des probabilités existe mais leur somme vaut seulement 65=81, en vertu des alinéasprécédents, (cf. �gure 4.4) limn!+1Pr[�(Cn) = k] = kgk4k �k!+1 ck�3=2;où gk est le nombre de cartes planaires 3-connexes de taille n. Par exemplepn(6) = Pr[�(Cn) = 6]! 0:02:Des résultats analogues sont valides pour les autres familles de cartes que nous considérons.Le théorème suivant résume les résultats qui sont utiles pour la génération aléatoire.Théorème 4.1 Soit �(n) = o(n1=3) une fonction de n tendant vers l'in�ni et In(�) l'intervalle�n�n2=3�(n). On note pour un schéma de composition donné, Pf la probabilité limite d'être dansle mode discret et P� celle que la taille du noyau � soit proche du second mode �0n, i.e.Pf = limn!+1Pr(�(Cn) < �(n));P� = limn!+1Pr(�(Cn) 2 In(�0)):



116 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIREScartes noyau �0 Pf P�quelconques non séparables 1=3 2=3 1=3quelconques s. boucle 2=3 P1 1� P1s. boucle simples 2=3 P2 1� P2biparties bip. simples 5=9 P3 1� P3non séparables 3-connexes 1=3 16=81 65=81cubiques n. s. cub. 3-c 1=2 P4 1� P4cubiques 3-c. cub. 4-c 1=2 37=64 27=64Tab. 4.1: Taille du noyau.Les valeurs de �0, Pf et P� sont données pour di�érentes familles de cartes dans le tableau 4.1.En fait cette distribution curieuse se comprend plus naturellement si l'on introduit le paramètrem(Cn), taille maximale d'une composante 3-connexe dans une carte non séparable de taille n (resp.4-connexe dans une triangulation 3-connexe). En e�et on a alorsCorollaire 4.2 Pour toutes les familles du tableau 4.1,limn!+1Pr(m(Cn) 2 In(�0)) = 1:À la lumière de ce corollaire, on voit que l'apparition des petits noyaux est simplement due àl'enracinement ! Quasiment toutes les cartes ont une plus grande composante du même ordre degrandeur, mais l'enracinement de la carte a une probabilité �nie de �rater� cette composante.La preuve de ce théorème est basée sur l'utilisation des séries génératrices et de la méthode ducol. Après avoir observé les résultats expérimentaux, j'ai tout d'abord prouvé que la moyenne a bienun comportement linéaire. Ensuite j'ai commencé à étudier la distribution d'abord en cherchant àutiliser l'analyse de singularité à la manière de F. Flajolet, M. Soria, M. Drmota [63, 52, 53, 51]. Àce moment j'ai trouvé un article de E.A. Bender, L.B. Richmond et N.C. Wormald [18] qui traitecomplètement le cas des composantes 4-connexes dans les triangulations 3-connexes. J'ai suivi leurapproche pour étendre ces résultats aux autres familles de cartes, en dégageant ce qui m'a semblépouvoir se traiter en toute généralité. Ce travail est plus fastidieux que véritablement novateur.Par contre j'ai aussi pu obtenir un analogue à deux variables de ces résultats pour le cas descartes non séparables :Supposons qu'on veuille tirer au hasard un graphe 3-connexe planaire avec environ 500 sommetset 700 faces. Le nombre d'arêtes d'un tel graphe est à peu près 1200, et en vertu du théorèmeprécédent il faut donc tirer une carte non séparable à 3� 1200 = 3600 arêtes. L'algorithme donnealors rapidement un graphe 3-connexe avec à peu près 1200 arêtes, mais quasiment toujours avecenviron 600 sommets et 600 faces ! En e�et la probabilité qu'un graphe 3-connexe à N arêtes aitn sommets se comporte comme c1N�3=2e�c2�2N où n = N(1=2 � �), comme l'ont montré E.A.Bender et L.B. Richmond dans [16]. Nous appelons le paramètre � le déséquilibre sommets/facesd'une carte planaire. Pour une carte planaire, le déséquilibre � varie entre �1=2, mais pour ungraphe planaire 3-connexe, il varie seulement entre �1=6. En e�et ces graphes sont simples (sansarêtes multiples), de même que leurs duaux. Ceci implique que les faces et les sommets ont undegré supérieur à 3 et donc que 3n � 2N et 3m � 2N , d'où on déduit que n=2 � m � 2n.
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x~Fig. 4.5: Tracé théorique du rapport limite �0 en fonction du déséquilibre sommets/faces x.Le problème de tirer un graphe 3-connexe à 500 sommets, 700 faces est donc d'obtenir undéséquilibre � = 1=2� 500=1200 = 1=12. Pour cela, une idée naturelle est de tirer des cartes nonséparables ayant elles-mêmes un déséquilibre � non nul. La question est alors de déterminer lataille et le déséquilibre de la carte non séparable qui nous donnera le plus rapidement notre graphe3-connexe à 1200 arêtes et � = 1=12. Nous démontrons le théorème suivant :Théorème 4.3 Soit C une carte planaire non séparable à N arêtes et de déséquilibre � = x.Notons �(C) le nombre d'arêtes de son noyau et y son déséquilibre et posons � = �(C)=N .Alors, pour �1=2 < x < 1=2 et 0 < " < 1=6 �xé, si la carte C est choisie uniformément parmitoutes les cartes non séparables planaires enracinées à N arêtes ayant un déséquilibre x, la valeurlimite de y est x=3 : limN!+1Pr(jy � x=3j < ") = 1:De plus, � n'a que deux points d'accumulation : 0 ou �0(x) où (cf. �gure 4.5)�0(x) = (1� 2x)(1 + 2x)3(1� 2x=3)(1 + 2x=3) :Plus précisément, (cf. �gure 4.6)limN!+1Pr�j�� �0(x)j < �(N)N1=3 � = 169 �0(x)2;limN!+1Pr(� < �(N)) = 1� 169 �0(x)2;où �(N) = o(N) désigne n'importe quelle fonction donnée tendant vers l'in�ni.
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x~Fig. 4.6: Probabilité limite d'avoir un noyau de taille environ �0(x), en fonction du déséquilibresommets/faces x.Le comportement en dehors de ces valeurs est bien contrôlé :� Pour jxj < 1=2 � ", y = x=3 + O(N�1=2), �0(x) � � > (�(N)2=N)1=3, �N tendant versl'in�ni, il existe deux fonctions c(x; �) et d(x; �) algébriques et continues telles quePr(� = y) � c(x; �)�3(�0(x) � �)5=2N2 exp�� ��0 (y � x=3)2d(x; �) N� :� Pour jxj < 1=2� ", jy� x=3j > N1=2�(N), ou pour � > �0(x) + (�(N)2=N)1=3, il existe uneconstante c > 0 telle que Pr(� = y) � O(exp(�c�(N)):Ainsi pour avoir un déséquilibre y = 1=12, il nous faut choisir x = 3y = 1=4 et N = 1200=�(1=4) �4670, pour optimiser nos chances. On utilise alors l'algorithme (linéaire) de génération aléatoire decartes non-séparables planaires selon nombres de sommets et de faces avec n = 4670(1=2� 1=4) =1170 et m = 4670(1=2+ 1=4) = 3000. La �gure 4.7 montre comment le rapport N=K donnant lataille N de la carte à tirer pour obtenir un graphe de taille K évolue en fonction du déséquilibrey recherché. On constate que pour y = 0 on retrouve la valeur 3 du cas à une variable. Plusgénéralement, on retrouve tous les résultats du cas à une variable pour x � 0, en vertu du résultatde E.A. Bender et L.B. Richmond cité plus haut. Il est aussi clair que quand le déséquilibreaugmente trop, les cartes sont de plus en plus coûteuses à obtenir.La section 4.2 décrit la mise en équation du problème, à partir des idées de W.T. Tutte surla composition des séries génératrices (section 1.5). Nous y calculons le comportement de la taille
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yFig. 4.7: Évolution du rapport taille noyau sur taille carte en fonction du déséquilibre y (som-mets/faces du noyau) recherché.moyenne du noyau. Puis la section 4.3 est consacrée à l'application de la méthode du col pourl'étude des statistiques à une variable. En�n la section 4.4 présente l'extension des résultats au casà deux variables, sur un exemple.4.2 Taille du noyau et composition des séries génératricesLes équations de composition de la section 1.5 permettent d'étudier le paramètre qui nous inté-resse. Nous reprenons le même exemple qui nous a servi à introduire les équations de composition.Nous reviendrons plus loin sur le cas du noyau 3-connexe dans les cartes non séparables.Soit F la famille de toutes les cartes planaires enracinées, G la famille des cartes non séparableset H = XF2 celle des couples de cartes planaires reliées par une arête. La taille d'une carte estson nombre d'arêtes. À la section 1.5, nous avons montré la relationF �! G � (XF2):Cette relation combinatoire se traduit par l'équation suivante pour les séries génératrices parrapport au nombre d'arêtes : F (x) = G(xF (x)2);où F (x) = Pn�0 fnxn avec fn le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes, et G(x) estdé�ni de même avec gn le nombre de cartes non séparables enracinées.



120 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESLa question qui nous occupe est d'étudier la distribution de la taille du noyau, c'est-à-dire laprobabilité que le noyau G d'une carte F de taille n soit de taille k. Nous introduisons donc fn;k lenombre de cartes de F de taille n dont le noyau est de taille k. La série génératrice à deux variablesde la famille F selon ces deux paramètres estF (x; u) = Xn�0Xk�0 fn;kxnuk:En posant H(x) = xF (x; 1)2, nous avons la relationF (x; u) = G(uH(x)):Ainsi la probabilité que le noyau d'une carte de taille n soit de taille k estpn(k) = fn;kfn = gkfn [xn](H(x))k :La taille moyenne du noyau d'une carte de taille n est�kn =Xk kpn(k) = 1fn [xn]H(x)G0(H(x)):Sous l'hypothèse que G et H sont lagrangiennes4, l'étude de la moyenne peut se conduire paranalyse de singularité :La première étape est de comparer la singularité dominante rh de G(x) (et donc de xG0(x)) àla valeur H(rh) de H(x) en sa singularité dominante rh. Nous constatons dans tous les cas étudiésque rg = H(rh). Ce cas de �gure est appelé cas critique dans la terminologie de F. Flajolet et M.Soria [62]. Le développement de H(x)G0(H(x)) s'obtient en composant les deux développementssinguliers de zG0(z) et H(z) (les développements de G et H que nous utilisons ont été obtenus àla �n de la section 1.4).G(z) = 4=3� 4=9(1� 27z=4) + 8p3=81(1� 27z=4)3=2 +O((1� 27z=4)2);zG0(z) = 4=9 + 4p3=27(1� 27z=4)1=2 +O(1� 27z=4);H(z) = 4=27� 4=9(1� 12z) + 16=27(1� 12z)3=2 +O((1� 12z)3=2);de sorte que H(z)G0(H(z)) = 4=9� 4=9(1� 12z)1=2 +O(1� 12z);et, via le théorème de transfert,[xn]H(x)G0(H(x)) � 29p�n3=2 12n:Le comportement de fn s'obtient de manière analogue en développant G(H(z)) (on retrouve ledéveloppement de F ) :G(H(z)) = 4=3� 4=3(1� 12z) + 8=3(1� 12z)3=2 +O((1� 12z)2)4cf. section 1.4.



4.2. TAILLE DU NOYAU ET COMPOSITION DES SÉRIES GÉNÉRATRICES 121et, via le théorème de transfert, fn = [xn]G(H(x)) � 2p�n5=2 12n:Finalement �kn � n=9, i.e. la moyenne est linéaire5.Remarquons qu'un argument combinatoire, �plus on impose de connexité, (exponentiellement)moins il y a de cartes�, donne fn � hn et gn � hnet garantit qu'on n'est pas dans un cas super critique (i.e. H(rh) > rg) car on aurait fn � gn.Par contre, je n'ai pas trouvé d'argument a priori qui permette d'expliquer pourquoi dans toutesles compositions que j'ai été amené à considérer, le comportement est critique et non sous critique(i.e. H(rh) = rg et non H(rh) < rg). En d'autres termes, pourquoi est-ce naturel qu'il y ait unegrosse composante 2-connexe dans une carte ?Il est tentant d'essayer de persévérer dans l'utilisation de l'analyse de singularité pour étudier ladistribution. L'idée est de considérer la série F (z; u) = G(uH(z)) dans laquelle u est un paramètrevoisin de 1. Il faut alors donner un développement singulier de cette série valable uniformémentpour u voisin de 1 et dans un domaine de z permettant l'application des théorèmes d'analyse desingularité. Ces théorèmes de transfert nous donneraient alors une approximation uniforme de lasérie partielle fn(u), permettant de l'analyser à son tour. Cependant pour u voisin de 1, deuxcomportements singuliers se combinent : la singularité de H , pour z ! rh, et la singularité deG pour uH(z) ! rg , c'est-à-dire z ! r(u) avec r(u) l'unique solution (potentielle) de l'équationuH(z) = rg pour u voisin de 1 et z voisin de rh. Remarquons que r(1) = rh, de sorte que les deuxcomportements singuliers ne peuvent être traités séparément.L'intérêt d'une preuve par analyse de singularité, du type de [53], par rapport à la preuveque nous allons développer, est une plus grande �exibilité : une fois un théorème général énoncé,les conditions à véri�er pour chaque exemple sont minimales. Au contraire nous n'obtenons parla méthode du col qu'un cadre général, suggérant ce qui doit se passer, mais laissant plusieursvéri�cations à faire dans chaque cas particulier. De plus notre approche est limitée aux systèmeslagrangiens alors que la distribution observée est sans doute une caractéristique de la compositioncritique de deux singularités en (1� z)5=2.Revenons donc à notre problème et, pour aller plus loin, mettons maintenant à pro�t le caractèrelagrangien de nos séries génératrices. Par hypothèse sur H(x), il existe 	 et � dé�nies en 0 etvéri�ant �(0) 6= 0 telles que H(x) = 	(L(x));où L(x) est l'unique série analytique à l'origine dé�nie implicitement parL(x) = x�(L(x)):5Ceci su�t à démontrer que la méthode de génération aléatoire par extraction de noyau produit de grosses cartes.



122 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESNous pouvons alors utiliser le théorème d'inversion de Lagrange pour écrire[xn]Hk(x) = [xn]	(L)k = 1n [xn]x(	(x)k)0�(x)n;= kn [xn]x	(x)0	(x)k�1�(x)n:En�n nous allons utiliser la formule de Cauchy et appliquer la méthode du col pour calculer cecoe�cient.4.3 Méthode du colNous commençons par discuter de manière relativement générale les conditions d'applicationde la méthode du col pour notre problème. Puis nous l'appliquons de manière détaillée à l'exemplede la section précédente, en cherchant à dégager autant que possible les propriétés valables pourtout schéma de composition de cartes. En�n nous donnons les valeurs des paramètres apparaissantpour les autres exemples qui nous sont utiles pour la génération aléatoire.Les résultats de cette section s'inspirent fortement de l'article de E.A. Bender, L.B. Richmondet N.C. Wormald [18]. Le caractère générique du calcul peut paraître fastidieux, mais il me sembleque les di�érents ingrédients qui font naître la distribution sont ainsi mieux mis en valeur.4.3.1 Discussion génériqueSoit A(x), B(x) et C(x) trois séries. Notre objectif est le calcul deI(n; k) = [xn]A(x)B(x)kC(x)n;pour n tendant vers l'in�ni et k = O(n). La discussion suivante est classique et nous amène àdé�nir des conditions d'admissibilité �à la Hayman�. La formule de Cauchy s'écritI(n; k) = 12i� I A(z)B(z)kC(z)n dzzn+1où l'intégrale porte sur un cercle centré à l'origine et de rayon de convergence inférieur aux rayonsde convergence de A(z), B(z) et C(z), que l'on suppose non nuls.Dé�nissons F (r; #) comme l'intégrant de la formule suivante :I(n; k) = 12�rn Z ��� A(rei#)B(rei#)kC(rei#)ne�ni#d#= 12�rn Z ��� F (r; #)d#:A�n de calculer cette intégrale pour n et k grands, nous appliquons la méthode dite du col. Cetteméthode, encore appelée méthode de la phase stationnaire, consiste à remarquer que la phase deF (r; #) tourne très vite pour n grand, de sorte qu'en dehors des valeurs de # pour lesquelles laphase est stationnaire les contributions sont négligeables. Nous allons choisir un rayon r tel que cephénomène de stationnarité se produise au voisinage de # = 0 sous la forme d'un maximum globalde jF (r; #)j.



4.3. MÉTHODE DU COL 123Soit " > 0 donné et r0 le minimum des rayons de convergence de A(x), B(x) et C(x). Alors,pour 0 < r < (1� ")r0, et si C(r) et B(r) sont non nuls, écrivons les développements suivants auvoisinage de # = 0 :ln(B(rei#)) = lnB(r) + i�1(r)# � �2(r)#2 � i�3(r)#3 +O(#4);ln(C(rei#)) = lnC(r) + i1(r)#� 2(r)#2 � i3(r)#3 +O(#4):En particulier, on a �1(r) = rB0(r)=B(r) et 1(r) = rC 0(r)=C(r), etL(r; #) = ln(B(rei#)kC(rei#)ne�ni#)= [k lnB(r) + n lnC(r)] + i�k rB0(r)B(r) + nrC 0(r) � C(r)C(r) �#� (k�2(r) + n2(r)) #2 � i (k�3(r) + n3(r)) #3 +O �n#4� :Prenons r égal à une fonction � = �(n; k) telle que les trois conditions suivantes soient satisfaitespour tous (n; k) dans un certain ensemble D(�) :C1. Annulation du terme linéaire : k �B0(�)B(�) + n�C 0(�)� C(�)C(�) = 0C2'. Positivité : k�2(�) + n2(�) > 0C3. Séparation : 0 < � < (1� ")r0:Alors, pour r = � et (n; k) dans D(�), L(�; #) a un maximum local en # = 0. De plus, pourn#3 = o(1),B(�ei#)kC(�ei#)ne�ni# = B(�)kC(�)n exp ��(k�2 + n2)#2�exp ��i (k�3 + n3) #3 +O �n#4��= B(�)kC(�)n exp ��(k�2 + n2)#2� [1� i(k�3 + n3)#3 +O(n#4)];où la dépendance en � est omise de manière à simpli�er les expressions. Posons encoreA(rei#) = A(r) + ia1(r)# � a2(r)#2 � ia3(r)#3 +O(#4):Alors, toujours pour n#3 = o(1),F (�; #) = A(�ei#)B(�ei#)kC(�ei#)ne�ni#= [A(�) + ia1#� a2#2 � ia3#3 +O(#4)][1� i(k�3 + n3)#3 +O(n#4)]B(�)kC(�)n exp ��(k�2 + n2)#2�= [A(�) + ia1#� a2#2 � i((k�3 + n3)A(�) + a3)#3 + (k�3 + n3)a1#4 +O(#4 + n#5)]B(�)kC(�)n exp ��(k�2 + n2)#2� :



124 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESSupposons maintenant que, quitte à restreindre D(�) à un ensemble D0(�), la condition globalesuivante puisse être obtenue pour tous (n; k) dans D0(�) :C4'. La fonction f(#) = jB(�ei#)kC(�ei#)ne�ni#j a un maximum global en # = 0 et il existe unefonction #0(n) telle que f soit décroissante sur [0; #0] et pour j#j � #0, f(#) � f(#0).Alors, encore pour n#30 = o(1),I(n; k) = 12��n Z ��� F (�; #)d#= 12��n "Z #0�#0 F (�; #)d#+O �f(#0) sup jA(�ei#)j�#= 12��nB(�)kC(�)n "Z #0�#0(A(�)� a2#2 + (k�3 + n3)a1#4) exp(�(k�2 + n2)#2)d#+O Z #0�#0(j#4j+ nj#5j) exp(�(k�2 + n2)#2)d#!+O �exp(�(k�2 + n2)#20)�#cette dernière égalité étant valide grâce à l'annulation des contributions impaires. A�n de traiterles O() il nous faut imposer que #0 véri�e (k�2 + n2)#20 ! +1. Comme nous avons aussi imposén#30 = o(1), ceci nous amène à la condition plus restrictive suivante :C4. La condition (C4') est remplie avec #0 = (n�(n))�1=3 où �(n) est une fonction donnée satis-faisant �(n)! +1 et �(n) = o(n).C2. La condition (C2') est renforcée en(k�2 + n2)(n�(n))�2=3 ! +1:Sous ces hypothèses, les deux conditions n#30 = �(n)�1 = o(1) et (k�2 + n2)#20 ! +1 sontremplies et nous pouvons utiliser l'estimation suivante6, valide pour �#0 !1 :Z #0�#0 j#jm exp(��2#2)d# = 2�m+1 Z �#00 xm exp(�x2)dx = � �m+12 ��m+1 (1 +O(1=�)):Nous obtenonsI(n; k) = B(�)kC(�)n2��n �A(�)� �( 12 )(k�2 + n2)1=2 +O �(k�2 + n2)�1��� a2�( 32 )(k�2 + n2)3=2+(k�3 + n3)a1�( 52 )(k�2 + n2)5=2 +O �(k�2 + n2)�2 + n(k�2 + n2)�3�� :Finalement nous concluons en distinguant deux cas, toujours sous les hypothèses (C1) à (C4) :1. si A(�) 6= 0 : I(n; k) = A(�)2p�(k�2 + n2)1=2B(�)k �C(�)� �n (1 +O(n�1=3)):2. si A(�) = 0 et les autres termes ne s'éliminent pas tous :I(n; k) = (�2a2�2 + 3a1�3)k + (�2a22 + 3a13)n8p�(k�2 + n2)5=2 B(�)k �C(�)� �n (1 +O(n�1=3)):6dans [18] cette formule est donnée avec un facteur 2 supplémentaire incorrect dans le membre droit.



4.3. MÉTHODE DU COL 1254.3.2 Applications aux cartes, un exemple détailléRevenons maintenant au cas des compositions de cartes. La discussion suivante suit toujoursd'assez près le travail de [18], dont nous mettons en valeur les caractéristiques propres à toutes lesfamilles de cartes. Le coe�cient qui nous intéresse est[xn]Hk(x) = [xn]	(L)k = 1n [xn]x(	(x)k)0�(x)n;= kn [xn]x	(x)0	(x) 	(x)k�(x)n;= knI(n; k);pour A(x) = x	0(x)=	(x), B(x) = 	(x) et C(x) = �(x).Traitons par exemple le cas des noyaux non séparables dans les cartes quelconques, pour lequelnous avons déjà calculé la moyenne. La série H est la série des cartes enracinées sur un pont dontle paramétrage a été déjà utilisé pour obtenir son développement singulier :�(y) = 3(1 + y)2 et 	(y) = 13y �1� y3�2 :La condition (C1) donne les rayons critiques potentiels :k r	0(r)	(r) + nr�0(r) � �(r)�(r) = 3k 1� y3� y + n1� y1 + y = 0:On trouve deux solutions, 1 et 3(n�k)=(n+3k). Remarquons que la valeur critique � = 1, solutionde ��0(�) � �(�) est l'un des deux rayons critiques. Ceci est valable pour toutes les familles decartes lagrangiennes : en e�et leur paramétrage est singulier7 i.e. il véri�e 	0(�) = 0.� Le rayon � . Traitons d'abord le cas de ce rayon critique � . Toujours de manière générale, ona A(�) = �	0(�)=	(�) = 0, ce qui implique que dans la zone de validité du rayon � , l'intégraletombera dans le second cas de la section précédente.Calculons les développements nécessaires :ln(	(�ei#)) = ln(4=27) + 3#2=4 + i#3=2 +O(#4);ln(�(�ei#)) = ln(12) + i#� #2=4 +O(#4);�ei#	0(�ei#)=	(�ei#) = �3i#=2 + 3#2=2 +O(#3):La condition (C2), �2k + 2n > (n�(n))2=3 s'écritk < n=3� (n�(n))2=3:Remarquons que de manière générale, �2(�) = 12 �2	00(�)	(�) et 2(�) = 12 �2�00(�)�(�) , de sorte que lacondition (C2) s'écrit k < �0n� (n�(n))2=3 où �0 = ��00(�)�(�) 	(�)	00(�) > 07au sens de la section 1.4.



126 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESet dé�nit un intervalle de validité pour le rayon � contenu dans [0; �0n[.La condition de séparation (C3) étant véri�ée par � , il reste à étudier la condition (C4). Nousavons gr(#) = fr(#)2 = 9n�kj1 + rei#j4n��1� r3ei#��2k;= 9n�k(1 + r2 + 2r cos(#))2n(1 + r2=9 + 2r cos(#)=3)k;g0r(#) = �2r sin(#)(a(n; k; r) + b(n; k; r) cos(#))(1 + c(#)2):En particulier on voit que fr(#) ne peut avoir que 0, � et éventuellement � et �� comme pointscritiques. En tous cas si 0 est maximum local alors, seul � peut-être un autre maximum local. Orfr(�)=fr(0) = ��(�r)�(r) �n �	(�r)	(r) �k tend vers +1 exponentiellement vite pour k < n et r � � . Ilsu�t donc qu'on ait un maximum local en # = 0 pour que la condition (C4') soit véri�ée. Sous lacondition (C2) on a de plus (C4).A�n d'appliquer les résultats de la section précédente il nous reste à calculer les constantes :�2a2�2 + 3a1�3 = 0;�2a22 + 3a13 = 3=4:L'annulation de la première constante est générale8 : en e�et dans notre cas A(x) = x(lnB(x))0 desorte que pour tout i, a(i�1) = i�i. En particulier a1 = 2�2 et a2 = 3�3.Le résultat �nal est donc[xn]Hk(x) = knI(n; k) � k(3n=4)8p�n(n=4� 3k=4)5=2	(�)k ��(�)� �n � 3kp�(n� 3k)5=2 � 427�k 12n:En particulier pour k = 1, on retrouve9 l'équivalent de hn.Pour calculer pn(k) nous utilisons les équivalents suivants (ce qui nous impose de supposer ktendant vers l'in�ni), gk = Cgk�5=2r�kg � 227k5=2r 3� �274 �kfn = Cfn�5=2r�nh � 2p�n5=2 12n:Ainsi nous obtenons le comportement de pk pour k=n entre 0 et �0.Lemme 4.4 Soit �(n) = o(n) une fonction divergente vers +1. Pour k < n=3 � (n�(n))2=3, ktendant vers l'in�ni, pn(k) = gkfn [xn]Hk(x) � n5=29p3�k3=2(n� 3k)5=2 :8sauf dans le cas traité dans [18], dans lequel le schéma est un peu di�érent. Il faut prendre A(x) = 	0(x)=	(x),au lieu de A(x) = x	0(x)=	(x), ce qui supprime le phénomène d'annulation. Les probabilités obtenues se comportentalors très légèrement di�éremment dans l'intervalle 0 < � < �0.9Dans [18] on constate bien la présence d'un facteur 2 incorrect dû à la petite erreur dans l'estimation de �.



4.3. MÉTHODE DU COL 127L'annulation des termes élevés aux puissances n et k est là encore générale : on a toujours �=�(�) =rh et nous avons déjà remarqué que	(�) = H(rh) = rg (c'est-à-dire que la composition est critique,ce qui donnait la moyenne linéaire). De manière générale, on obtiendra des probabilités de la forme :pn(k) � cn5=2k3=2(�0 � k=n)5=2 pour �(n) < k < �0n� (n�(n))2=3:Remarquons que si on sait que la probabilité est de cette forme, on peut retrouver rapidement laconstante c en utilisant l'analyse de singularité pour avoir directement [xn]Hk(x) pour k �xé.� Le second rayon critique � = 3(n�k)=(n+3k). Cette fois 	0(�) 6= 0, dans le domaine de validitéde �, on sera dans le premier cas de la section précédente. Il nous su�t donc des développementssuivants : ln(	(�ei#)) = ln(	(�)) + i�1#� 3(n� k)(n+ 3k)16n2 #2 +O(#3);ln(�(�ei#)) = ln(�(�)) + i1#+ (n� k)(n+ 3k)16k2 #2 +O(#3):La condition (C2) s'écrit(n� k)(n+ 3k)16n2 (3k � n) > (n�(n))2=3 ou encore (n� k)(3k � n) > (n�1(n))2=3:et dé�nit un intervalle de validité de la forme ]�0n; n[.Les conditions (C3) et (C4) sont toujours véri�ées en vertu de la discussion pour r = � . Nousobtenons donc, avec A(�) = O((n� 3k)=(n� k)),[xn]Hk(x) = O� (n� 3k)1=2n� k �	(�)k ��(�)� �n :Reste donc à étudier le comportement des puissances. Si on pose k = (�0 + s)n, alors � = (1 �3s=2)=(1 + 3s=2). De manière générale, le développement suivant se simpli�e jusqu'à l'ordre troisquel que soit le paramétrage �, 	 :ln�	(x�)�0 �(x�)x� � = ln�	(�)�0 �(�)� �� �3(x� 1)36 �3�00(�)��(�) � �000(�)�(�) � 	000(�)	(�) �+O((x � 1)4):Comme de plus le coe�cient ne peut être positif (sinon les probabilités divergeraient), à moins d'uneannulation à tous les ordres assez peu probable (impossible ?), on obtient toujours le comportementpour k=n supérieur à �0.Lemme 4.5 Soit �(n) = o(n) une fonction divergente vers +1. Pour k > �0n+ (n�(n))2=3,pn(k) = O(exp(�C�(n))):Il su�t pour établir ce résultat pour une autre famille de véri�er que le rayon �(s) véri�e �(s)! ��linéairement quand s! 0+ où k = (�0 + s)n.� Concentrations. Calculons maintenant la probabilité que le noyau soit de taille sous-linéaire.D'après la discussion10 du rayon � , pour k = o(n),pn(k) � 32gkk� 427�k :10On utilise ici directement notre estimation par la méthode du col de [xn]H(x)k pour k �ni. Dans [18] lesauteurs choisissent de la recalculer par la méthode de Darboux ; ceci explique pourquoi leur facteur 2 incorrect dansl'estimation de � ne se transmet pas au calcul des probabilités d'être dans chacun des deux régimes.



128 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESLa somme de ces valeurs est �nie et inférieure à 1 :Xk�0 kgk � 427�k = 32rgG0(rg) = 23 :Montrons maintenant que les probabilités tendent vers 0 en dehors des valeurs �nies et du voisinagede �0. Soit �(n) tendant vers l'in�ni. Alors,n=4Xk=�(n) cn5=2k3=2(n� 3k)5=2 < n=4Xk=�(n) 45=2ck3=2 = O(�(n)�1=2);n=3�(n�(n))2=3Xk=n=4 cn5=2k3=2(n� 3k)5=2 < n=3�(n�(n))2=3Xk=n=4 43=2cn(n�(n))5=3 = O(n�1=3�(n)�2=3) = O(�(n)�2=3):On en déduit que n=3�(n�(n))2=3Xk=�(n) pn(k) = O(��1=2):Pour k > n=3 + �(n) le calcul est plus facile et �nalement on obtient leLemme 4.6 Soit �(n) = o(n1=3) une fonction de n divergente vers +1, alors8><>: limn!+1Pr�j�(Cn)� n=3j < n2=3�(n)� = 13 ;limn!+1Pr ��(Cn) < �(n)3� = 23 :� Plus grande composante. Soit F1n l'ensemble des cartes de taille n dont la plus grande composantenon séparable est de taille n=3 � n2=3�(n) et f1n leur nombre. Remarquons que le noyau est lacomposante non séparable contenant la racine et que toute autre composante non séparable estincluse dans l'une des sous-cartes extraites.Montrons tout d'abord que le nombre de cartes ayant plusieurs (2 ou 3) composantes nonséparables de cette taille est négligeable : soit �(C) la taille de la plus grande sous carte attachéeau noyau de C. Alors le nombre de cartes pour lesquelles �(C) = k et �(C) = i est majoré par lenombre de carte dont le noyau est de taille k et dont l'une sous-carte est de taille au moins i. Cenombre est lui-même inférieur à `n = gkkhi[xn�i]Hk�1:Si on veut i et k de l'ordre de n=3, alors n � i est de l'ordre de n=3 lui aussi, de sorte quek=(n � i) � 1� > �0. En particulier en utilisant les équivalents obtenus précédemment on voitque `n est exponentiellement faible devant fn. On peut donc s'intéresser uniquement aux cartesn'ayant pas d'autres composantes de cette taille.Considérons une carte de F1n dans laquelle est choisie une seconde racine, appartenant à la plusgrande composante non séparable. Comme cette composante est de taille � n=3, le nombre de cescartes doublement enracinées est � f1n �n=3. Maintenant ces cartes s'obtiennent aussi en choisissantune carte dont le noyau est d'ordre n=3 puis en enracinant une des n arêtes. Il y a donc � fn=3 � ntelles cartes et on peut conclure que f1n � fn.



4.3. MÉTHODE DU COL 129Lemme 4.7 Soit �(C) la taille de la plus grande composante non séparable de C et In(�) l'inter-valle �n� n2=3�(n) pour une fonction �(n) tendant vers l'in�ni. Alorslimn!+1Pr(�(C) 2 In(1=3)) = 1:En�n on pourrait à l'instar de [18] étudier plus en détails le comportement au voisinage de �0.Ces auteurs montrent (pour les triangulations 3-connexes) qu'au voisinage de �0n, la distributionlimite11 forme au voisinage de �0n un plateau de largeur n2=3=�(n). Cependant expérimentalement,on constate que le mode de la distribution au voisinage de �0 reste curieusement légèrementsupérieur (par exemple sur la �gure 4.1(b), on voit qu'il se trouve vers k � 720 au lieu de 670).Peut être ce phénomène montre-t-il simplement que la convergence est plus lente au voisinage de�0n que dans le régime discret.4.3.3 Applications aux cartes, autres exemplesLes résultats sont du même type que précédemment, aussi donnons nous uniquement l'équationsatisfaite et la taille du noyau.Noyaux 3-connexes des cartes non séparablesDésignons respectivement par Fn, Gn et Hn les familles de cartes planaires respectivement� non séparables avec noyau à n+ 1 arêtes,� 3-connexes à n+ 1 arêtes,� non séparables à n+ 1 arêtes, pour n � 1.Les séries génératrices de ces familles de cartes véri�entF (x; u) = x+G(uH(x));où H(x) est donnée par le paramétrage�(y) = (1 + y)3 et 	(y) = y � y2:On trouve �0 = 13 .Noyaux 3-connexes des triangulations non séparablesSoit Fn et Gn les familles de triangulations planaires suivantes :� non séparables à n+ 2 sommets,� 3-connexes à n+ 2 sommets.11c'est là un abus de langage : si on renormalise pour avoir une limite au voisinage de �0n, le régime discret estenvoyé en �1.



130 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESLes séries génératrices de ces familles de cartes sont connues depuis Tutte et véri�entF (x; u) = G(ux(1 + F (x))3):La série génératrice H(x) = x(1 + F (x))3 est donnée par le paramétrage�(y) = 2(1 + y)3 et 	(y) = y(2� y)316 :On trouve �0 = 12 :Noyaux 4-connexes des triangulations 3-connexesSoit Fn et Gn les familles de triangulations planaires suivantes :� 3-connexes à n+ 2 sommets.� 4-connexes à n+ 2 sommets,Les séries génératrices des familles G et H sont connues depuis Tutte et véri�entxF (x; u) = x+ xF (x)G(uxF 2(x)):C'est le cas traité dans [18] par E.A. Bender, L.B. Richmond et N.C. Wormald. Le schéma decomposition est un peu di�érent, mais on garde une composition critique de deux singularités en(1� z)5=2 et les résultats sont tout à fait similaires aux nôtres. On trouve �0 = 12 :Noyaux simples des cartes bipartiesDésignons respectivement par Fn et Gn les familles de cartes planaires� biparties à n arêtes,� biparties simples à n arêtes.Les séries génératrices de ces familles de cartes véri�entF (x; u) = G(ux(1 + F (x))):La série génératrice F (x) des cartes biparties à n arêtes est donnée par le paramétrage�(y) = 2(1 + y)2 et 	(y) = y=2� y2=4:On trouve �0 = 59 . Il faut faire un peu attention car H(x) = 1 + F (x) a comme paramétrage	h(x) = 1 + y=2 � y2=4 qui ne se factorise pas en termes linéaires réels ; on a alors deux rayonssecondaires à étudier.Noyaux sans boucle des cartes quelconquesDésignons respectivement par Fn et Gn les familles de cartes planaires� quelconques à n arêtes,



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 131� sans boucle à n arêtes.Les séries génératrices de ces familles de cartes véri�entF (x; u) = xF (x)2 +G� ux(1� xF (x))2� :La série génératrice H(x) = x(1� F (x))�2 est donnée par le paramétrage�(y) = 3(1 + y)2 et 	(y) = 27y(3 + y)4 :On trouve �0 = 23 .Noyaux simples des cartes sans boucleDésignons respectivement par Fn et Gn les familles de cartes planaires� sans boucle à n arêtes,� simples à n arêtes.Les séries génératrices de ces familles de cartes véri�entF (x; u) = G(uxF (x)):La série génératrice H(x) = xF (x) est donnée par le paramétrage�(y) = 1(1� y)3 et 	(y) = y(1� 2y):On trouve �0 = 23 .4.4 Séries à deux variablesNous étudions dans cette partie le comportement asymptotique des nombres de sommets et defaces des noyaux 3-connexes de cartes non séparables.Nous disposons pour cela d'une extension à deux variables de la relation de composition deW.T. Tutte, due à R.C. Mullin et P.J. Schellenberg [117].4.4.1 Mise en équationSoit a(x; y) et b(x; y) les solutions du systèmea(x; y) = x�1(b(x; y));b(x; y) = y�2(a(x; y));où �1(v) = 1(1� v)2 et �2(u) = 1(1� u)2 :



132 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESSoit encore  (u; v) = uv(1� u� v):Alors la série génératrice à deux variablesH(x; y) =  (a(x; y); b(x; y)) = Xn;m�1hn;mxnymest la série génératrice des cartes non séparables à n+ 1 sommets et m+ 1 faces ([117] voir aussi[7, 16, 10]).Soit G(x; y) la série génératrice des cartes 3-connexes selon sommets et faces et F (x; y; z1; z2)la série génératrice des cartes non séparables ayant un noyau, comptées selon sommets, faces etsommets et faces du noyau. AlorsF (x; y; z1; z2) = xy + xyH(x; y)G�z1H(x; y)y ; z2H(x; y)x � :On en déduit que la probabilité que le noyau d'une carte non séparable à n + 1 sommets, m + 1faces ait k + 1 sommets et `+ 1 faces estpn;m(k; `) = [xnymzk1 z2̀]F (x; y; z1; z2)[xnym]H(x; y) = gk;`hn;m [xn+`�1ym+k�1]H(x; y)k+`�1:Ici on a divisé par hn;m et non fn;m car F est la famille des cartes ayant un noyau non vide, alorsqu'on s'intéresse à toutes les cartes non séparables. L'objectif de cette section est l'étude de cetteprobabilité.Comme dans le cas à une variable, nous utilisons la formule de Lagrange-Good à deux variables(cf. [71, section 1.2]) pour exprimer les coe�cients de la série H(x; y)k+`�1.[xpyq ]	(a(x; y); b(x; y)) = [upvq ]	(u; v)�1� uv�1(v)�2(u) @�1@v (v)@�2@u (u)��1(v)p�2(u)q ;Nous utiliserons plutôt la variante suivante (cf. [21, exercice 3.2.13])1pq [upvq]	(u; v)�q u	0u(u; v)	(u; v) + pv	0v(u; v)	(u; v) � uv	00uv(u; v)	(u; v) ��1(u)p�2(v)q ;avec laquelle moins d'annulations se produissent. En e�et, dans la formule classique le facteur pqdu dénominateur reste caché et il faut aller le chercher en faisant des développements plus longs.Pour p = n+ `, q = m+ k et 	(u; v) = (uv(1� u� v))k+`�1, on obtient :pn;m(k; `) = (k + `� 1)(n+ `� 1)(m+ k � 1) gk;`hn;m [un+`�1vm+k�1] (uv(1� u� v))k+`�1(1� u)2(n+`�1)(1� v)2(m+k�1) p0(u; v);avec p0(u; v) = (m+k�1)(1�2u�v)+(n+`�1)(1�u�2v)�(1�2u�2v)1�u�v � (k+l�2)(1�2u�v)(1�u�2v)(1�u�v)2 :� Paramétrage et domaine de validité. Les valeurs prises par k et ` subissent des contraintescombinatoires. Naturellement k � n et ` � m, mais ce n'est pas tout car les cartes 3-connexes sonten particulier des cartes simples (i.e. sans arêtes multiples), de même que leur duales : les (m+1)



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 133faces et les (n+1) sommets ont donc un degré au moins égal à trois, ce qui implique que le nombred'arêtes N véri�e 2N � 3(n+1) et 2N � 3(m+1). Comme la relation d'Euler s'écrit N = n+m,on en déduit que n � 2m� 3 et m � 2n� 3.Nous utiliserons les notations12 suivantes, qui mettent en valeur le déséquilibre entre le nombrede sommets et le nombre de faces :n = �12 � x�N; m = �12 + x�N;k = �12 � y�K; ` = �12 + y�K;et K = �N . Les contraintes précédentes se traduisent par la condition(x; y; �) 2 Doù D est le domaine d'étude : 8>>>>>>><>>>>>>>: jxj < 1=2;jyj < 1=6;0 � � � 1;(1� 2y)� � (1� 2x);(1 + 2y)� � (1 + 2x):� Équivalents de hn;m et gk;`. Les coe�cients gk;` et hn;m sont connus : hn;m a été calculé par W.G.Brown et W.T. Tutte [34], et nous en avons donné une preuve combinatoire à la section 2.3.3.hn;m = (n+ 2m� 2)!(m+ 2n� 2)!n!m!(2n� 1)!(2m� 1)! :Les nombres gk;` ne semblent pas avoir une aussi belle formule close, mais un équivalent en est donnépar E.A. Bender et L.B. Richmond [16] : pour tout " > 0, uniformément pour 1=2+" < k=` < 2�",gk;` � 1�k3=2`3=2 � (2k � `)(2`� k)9k` �5=2�4k(2`� k)(2k � `)2 �k �4`(2k � `)(2`� k)2 �` :En termes de x, y et �, on en déduit les développements suivants, valables uniformément pourjxj < 1=2� " et jyj < 1=6� " :ln gk;` = lg(y)�N � 3 ln(�N) + ln�8(1 + 6y)5=2(1� 6y)5=2243(1 + 2y)4(1� 2y)4 �+O� 1N �où lg(y) = ln 4 + 12 ln� (1 + 2y)(1� 2y)(1 + 6y)(1� 6y)�+ y ln� (1 + 2y)(1� 6y)3(1� 2y)(1 + 6y)3�12on note les déséquilibres x et y bien que ces deux lettres servent déjà pour les variables muettes des sériesformelles. De toutes manières, dans le reste de la section ces dernières n'apparaissent plus.



134 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESet lnhn;m = lh(x)N + ln� 8�N3�� 32 ln(3� 2x)(3 + 2x) +O� 1N �où lh(x) = ln 274 + 32 ln� (1� 2x=3)(1 + 2x=3)(1� 2x)(1 + 2x) �+ x ln� (3 + 2x)(1� 2x)3(3� 2x)(1 + 2x)3� :4.4.2 Méthode du col à deux variablesOn applique alors la formule de Cauchy deux fois pour exprimer le coe�cient qui nous intéressesous forme d'intégrale. PosonsI(n;m; k; `) = 1(2i�)2 I I (1� u� v)k+`p(u; v)(1� u)2(n+`)(1� v)2(m+k)un�k+1vm�`+1 dudv;= 14�2 Z ��� Z ��� F (r1; r2; t; #)p(reit; sei#)dtd#:où F (r; s; t; #) et p(u; v) sont dé�nis parF (r; s; t; #) = (1� reit � sei#)k+`(1� reit)2(n+`)(1� sei#)2(m+k) (reit)k�n(sei#)`�m;p(u; v) = p0(u; v) (1� u)2(1� v)2(1� u� v) ;et où les rayons d'intégration véri�ent r + s < 1.� Plan d'étude. Dans toute la suite de la section, on suppose que le déséquilibre x véri�e jxj < 1=2�"pour " > 0 donné.13 Nous allons procéder en partie de manière analogue au cas à une variable :1. Trouver des rayons pour lesquels l'intégrant se concentre en (t; #) = (0; 0). Pour cela,(a) Annuler les termes linéaires dans le développement du logarithme de F (r; s; t; #) en(t; #) = (0; 0).(b) Déterminer pour les rayons ainsi obtenus le domaine dans lequel les termes quadratiquessont négatifs (i.e. existence d'un maximum local).(c) Véri�er que le maximum est global.2. Comparer le facteur exponentiel qui apparaissent au facteur exponentiel de gk;`=hn;m.3. Dans le cas où les facteurs exponentiels se compensent,(a) Développer l'intégrant au voisinage de zéro, dans une base adaptée au calcul de l'inté-grale (séparation des variables).(b) Ramener les intégrales dans un voisinage circulaire autour de zéro (premier terme d'er-reur). E�ectuer le changement de variable (une rotation) pour utiliser les développe-ments et séparer les variables (deuxième terme d'erreur). Finalement replacer les inté-grales sur un carré pour les séparer (troisième terme d'erreur).13Les résultats ne sont pas uniformes pour jxj < 1=2 : en e�et les coe�cients qui apparaissent possèdent des pôlesen x = �1=2. Au prix d'un alourdissement certain des notations, on pourrait aussi préciser le comportement quandx tend vers �1=2, mais l'intérêt de le faire n'est pas clair et les calculs s'annoncent pénibles...



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 135(c) Approcher chaque intégrale, comme dans le cas à une variable.Dans les autres cas, on a une décroissance exponentielle.4. Évaluer les probabilités.1.a� Calcul des rayons critiques. Le terme exponentiel de l'intégrant est F (r; s; t; #) et le dévelop-pement de son logarithme au voisinage de (t; #) = 0 estln(F (r; s; t; #)) = ln(F (r; s; 0; 0)) + iA(r; s)t+ iB(r; s)#+O(t2 + t#+ #2);avec A(r; s) = �n+ 2m r1� r � ` r1� r � s + k 1� r � s� rs(1� r � s)(1� r) ;B(r; s) = �m+ 2n s1� s � k s1� r � s + ` 1� r � s� rs(1� r � s)(1� s) :Le système d'équations ( A(r; s) = 0B(r; s) = 0possède deux solutions(r1; s1) = � 3n+ `� 2k3(n+ 2m� `) ; 3m+ k � 2`3(2n+m� k)� et (r2; s2) = � n� kn+m; m� `n+m� :On voit immédiatement que la seconde solution est valide pour k < n et ` < m, qui sont des bornesnaturelles du problème. En termes de (x; y; �), la première solution se réécrit :r1 = 13 (3� 6x)� (1� 6y)�(3 + 2x)� (1 + 2y)� = 13 rnrd ;s1 = 13 (3 + 6x)� (1 + 6y)�(3� 2x)� (1� 2y)� = 13 snsd :Dans D, les dénominateurs satisfont aux inégalités rn � 2� et sn � 2� et les dénominateurs àrd � 2, sd � 2. En e�et, rn = 6(n�k)+2(k+`) � 2(k+`), idem pour sn et rd = 2(n+m)+2(m�`) �2(n+m), idem pour sd. Remarquons en�n les relations rn = 2sd � rd et sn = 2rd � sd.� Rayons principaux. Nous commençons par étudier le couple (r1; s1). En e�et, nous allons voirque ce couple joue le rôle du � du cas à une variable.1.b� Termes quadratiques. Les termes quadratiques du développement sont donnés par la formequadratique suivante�rd(3rn(m+ k)� 4sd(k + `))4s2n t2 � rdsd(k + `)rnsn t#� sd(3sn(n+ `)� 4rd(k + `))4r2n #2:On trouve que le signe du discriminant est donné par celui du polynôme4(x� y�)2 � (3� �)(1=3� �):



136 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESPour qu'il soit négatif et qu'on ait un extréma local, il faut en particulier � 6 1=3 et plus généra-lement que 4(x� y�)2 6 (3� �)(1=3� �): (1)On véri�e en�n que pour x, y et � véri�ant (1), la forme quadratique est négative, de sorte qu'ona bien un maximum local en (0; 0).Il est intéressant de noter que cette condition est, comme dans le cas à une variable, équivalenteà la condition r1 6 r2 (ou s1 6 s2) : le rayon pour lequel la méthode du col va s'appliquer est leminimum des rayons possibles.1.c� Maximum global. Il s'agirait maintenant de véri�er que la fonction f(t; #) = jF (r1; s1; t; #)j2admet bien (0; 0) comme maximum global, lorsque (0; 0) est maximum global. La fonction f(t; #)se réécrit en f(t; #) = (1 + r2 + s2 + 2rs cos(t� �)� 2r cos(t)� 2s cos(�))k+`(1 + r2 � 2r cos(t))2(n+`)(1 + s2 � 2s cos(#))2(m+k) :Suivant une suggestion d'A. Vasseur [146], nous remarquons quef(t; #) � (1 + r2 + s2 + 2rs� 2r cos(t)� 2s cos(�))k+`(1 + r2 � 2r cos(t))2(n+`)(1 + s2 � 2s cos(#))2(m+k) :Cette dernière fonction est beaucoup plus facile à étudier : les points critiques autres que (0; 0)(qui annulent la di�érentielle) s'expriment simplement et la valeur de f(t; #) en ces points estexponentiellement décroissante par rapport à f(0; 0) pour les valeurs des paramètres qui nous sontutiles.2.� Comparaisons des ordres exponentiels. Avant d'appliquer la méthode du col, nous comparonsle terme exponentiel qui va sortir de l'intégrant avec les contributions de hn;m et gk;l. Ainsi nouséviterons de calculer des développements fastidieux là où la décroissance est de toute façon expo-nentielle. Posons F (r; s) = F (r; s; 0; 0), alors on trouveF (r1; s1) = �274 �N �14��N � rrdd ssddrrnn ssnn �N=2 :Le logarithme du terme exponentiel de pn;m(k; l) est donné par�(x; y; �) = lg(y)�N � lh(x)N + ln(F (r1; s1));uniformément pour �N tendant vers l'in�ni et jyj < 1=6� ". Dans D, la fonction � 0 s'annule poury = x=3, quel que soit �, mais n'a pas d'autre zéro. Au voisinage de y = x=3,�(x; y; �) = � 432�N(3� �)(3� 2x)(3 + 2x)(1� 2x)(1 + 2x) �y � x3�2 +O�N �y � x3�3� :À x et � �xé, le zéro de y est un maximum global et � est strictement négative en dehors dey = x=3. Pour jy�x=3j2N tendant vers l'in�ni avec � �xé ces termes seront négligeables. Reprenonsla méthode du col pour avoir le comportement au voisinage de y = x=3.



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 1373.a� Séparation des variables. Posons�0 = 3(1� 2x)(1 + 2x)(3� 2x)(3 + 2x) :Alors le développement de F en (0; 0) s'écrit pour Nt3 = o(1) et N#3 = o(1),lnF (r1; s1; tT; #T ) = lnF (r; s; 0; 0)� (�2;0t2 + �1;1t#+ �0;2#2)N�if3(t; #)N +O(Nt3 +N#3);où f3(t; #) est un polynôme réel, homogène de degré 3 en t, # dont les coe�cients sont fonctionsrationnelles de x, y et �. Pour � < �0, ces coe�cients sont bornés et véri�ent�1;1 = �3�0 +O(y � x=3);�2;0 = (1� 2x)6(1 + 2x) + (3� 2x)(3 + 2x)(5 + 6x)(�0 � �)(1 + 2x)2 +O(y � x=3);�0;2 = (1 + 2x)6(1� 2x) + (3� 2x)(3 + 2x)(5� 6x)(�0 � �)(1� 2x)2 +O(y � x=3):Le discriminant � = �21;1 � 4�2;0�0;2 est(3� 2x)(3 + 2x)(3� �)48 �� �0�0 (1 +O(y � x=3)):Il est négatif pour � < �0 et pour ces valeurs, �2;0 est négatif, ce qui nous assure un maximumlocal.Domaine de validité : dans toute la suite de l'étude des rayons (r1; s1), on suppose14� < �0(x):Tous les coe�cients que nous utilisons sont des fractions rationnelles en x, y et � dont les déno-minateurs sont des puissances de rn, sn, rd ou sd. Pour � < �0 et jxj < 1=2� ", on a rn > 3", etsn > 3", ce qui garantit que les coe�cients sont uniformément bornés.Comme �1;1 6= 0, il nous faut faire un changement de variables pour pouvoir séparer les in-tégrales. Nous utilisons une rotation, a�n de faciliter le calcul avec l'intégrale (pour stabiliser undomaine circulaire et avoir dtd# = dXdY ). Posons� = 1 + (�2;0 � �0;2)2�21;1 :Alors la rotation t =  1�r� � 1� !1=2X + r� � 1� !1=2 Y;# =  r� � 1� !1=2X � 1�r� � 1� !1=2 Y14Sous cette hypothèse, nous avons pour jxj < 1=2, ~�0 = �0(1�2x)(1+2x) < 1 et ~�0 � ~� = �0��(1�2x)(1+2x) < 1:Cette remarque permettrait d'étudier le comportement au voisinage de x = �1=2. Par exemple, on voit que dansle développement de �(x; y; �), le O((y � x=3)3) est uniformément borné pour jxj < 1=2 et, contrairement auxapparences, le terme principal ne diverge pas quand jxj ! 1=2 avec � < �0(x).



138 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESdonne Q = �(�2;0t2 + �1;1t#+ �0;2#2)N;= �12(�2;0 + �0;2 � �1;1p�)NX2 � 12(�2;0 + �0;2 + �1;1p�)NY 2= �2;0NX2 � 0;2NY 2:Ce changement de variables n'introduit pas de singularités, tous les coe�cients restent bornés etsont des fonctions algébriques continues dans le domaine considéré. En fait ce sont des fractionsrationnelles en x, y, �, et, à cause du changement de variables, p� et qp�(� � 1)� (� � 1).Le développement de F (r1; s1; t; #) s'écrit en coordonnées (X;Y )F (r1; s1; t; #) = F (r; s)e�2;0NX2e�0;2NY 2 �1� iF3(X;Y )N +O(NX4 +NY 4)� ;où F3(X;Y ) = f3(t; #) =P i;3�iX iY 3�i. En�n, il nous faut encore développer p(u; v). Il vient :p(r1eit; s1ei#) = p0;0 + i(p1;0X + p0;1Y )N � (p2;0X2 + p1;1XY + p0;2Y 2)N�ip3(X;Y )N +O(NX4 +NY 4);où les pi;j dépendent de x, y, � et N mais sont bornés dans l'intervalle d'étude. En particulier leterme constant n'est pas linéaire en N . Ceci correspond à l'annulation du terme constant 	(�) ducas à une variable. On en déduit le développement complet de F :F (r1; s1; t; #) = F (r; s)e�2;0X2e�0;2Y 2 �1� iF3(X;Y )N +O(NX4 +NY 4)��p0;0 � i(p1;0X + p0;1Y )N � (p2;0X2 + p1;1XY + p0;2Y 2)N�ip3(X;Y )N +O(NX4 +NY 4)�= F (r; s)e�2;0X2e�0;2Y 2�I(X;Y ) +Q(X2; Y 2) +O(NX4 +NY 4 +N2X5 +N2Y 5)�où le polynôme I(X;Y ) contient les termes impairs en X ou en Y etQ(X2; Y 2) = Xi;j q2i;2jN i+jX2iY 2j= p0;0 � p2;0NX2 � p0;2NY 2�p1;03;0N2X4 � (p1;01;2 + p0;12;1)N2X2Y 2 � p0;10;3N2Y 4:3.b� Termes d'erreurs. Nous traitons les termes d'erreurs un peu comme dans le cas à une variable :I(n;m; k; `) = 14�2 Z ��� Z ��� F (r1; s1; t; #)dtd#;= 14�2 "ZB(t0) F (r1; s1; t; #)dtd#+O supC(t0) f(t; #) supB(t0) jp(r1eit; s1ei#)j!# ;



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 139où B(t0) et C(t0) désignent respectivement la boule f(t; #) j t2+#2 < t20g et le cercle correspondant.Ce domaine circulaire nous permet d'e�ectuer le changement de variable dans l'intégrale. PourNt30 = o(1) mais 2;0Nt20 et 0;2Nt20 tendant vers l'in�ni, on aI(n;m; k; `) = F (r1; s1)4�2 "ZB(t0) �P (X;Y ) +Q(X2; Y 2)� e�2;0NX2e�0;2NY 2dXdY+O ZB(t0)(NX4 +NY 4 +N2jX5j+N2jY 5j)e�2;0NX2e�0;2NY 2dXdY!+O �e�2;0NX2�0;2NY 2�i :Les deux conditions de validité de cette approximation sont remplies pour t0 = (N�(N))�1=3 avec�(N) = o(N) qui tend vers l'in�ni, pour peu que les  restent assez grands : il nous faut avoirmin(2;0; 0;2)(N=�(N)2)1=3 ! +1:Pour cela, il su�t de faire les hypothèses(�0 � �) > N�1=3(�(N))2=3 et jy � x=3j = o(1):En e�et nous avons �42;00;2 = �, et doncmin(2;0; 0;2) = ��=4max(0;2; 2;0) > ��=42�2;0 + 2�0;2> �0 � ��0 (1� 2x)(1 + 2x)6 (1 +O(y � x=3)):En�n au prix d'un nouveau terme d'erreur exponentiellement décroissant, on peut replacerl'intégrale sur un carré de côté t0 et séparer les intégrales monômes par monômes :I(n;m; k; `) = F (r1; s1)4�2 �Z t0�t0 Z t0�t0 �P (X;Y ) +Q(X2; Y 2)� e�2;0NX2e�0;2NY 2dXdY+O�Z t0�t0 Z t0�t0(NX4 +NY 4 +N2jX5j+N2jY 5j)e�2;0NX2e�0;2NY 2dXdY�+O �e�2;0NX2�0;2NY 2�i= F (r1; s1)4�2 Xi;j q2i;2jN i+j �Z t0�t0 X2ie�2;0NX2dX��Z t0�t0 Y 2je�0;2NY 2dY �(1 +O(N�1=2)):



140 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRES3.c� Évaluation des intégrales. Les termes impairs en X ou en Y s'éliminent et on applique à chacundes termes restants le même équivalent que dans le cas à une variable :I(n;m; k; `) = F (r1; s1)4�2 Xi;j q2i;2jN i+j � �2i+12 �(2;0N) 2i+12 � � 2j+12 �(0;2N) 2j+12 (1 +O(N�1=2))= F (r1; s1)2�2(��)1=2N Xi;j q2i;2j � �2i+12 �i2;0 � � 2j+12 �j0;2 (1 +O(N�1=2))= F (r1; s1)8�(��)1=2N "4p0;0 � 2�p2;02;0 + p0;20;2�� 3 p1;03;022;0 + p0;10;320;2 !�p1;01;2 + p0;12;12;00;2 � (1 +O(N�1=2))où tous les coe�cients sont fonctions de x, y, �, bornés uniformément sous les conditions énoncéesprécédemment. En particulier, le comportement en y est contrôlé, à un facteur polynomial près,par la décroissance exponentielle autour de y = x=3 de F (r1; s1).4� Probabilité. Finalement, on obtient le comportement de la probabilité pn;m(k; `) pour les valeursdes paramètres : jxj < 12 � ";jy � x=3j = O(N�1=2);�0(x) � � > N�1=3�(N)2=3;�N ! +1:En e�et pour ces valeurs nous pouvons utiliser l'expression de �(x; y; �) pour montrer :pn;m(k; `) = k + `� 1(n+ `)(m+ k) gk;`hn;m I(n;m; k; `) = c1(x; �)N2 gk;`F (r1; s1)hn;m (1 +O(N�1=2));= c1(x; �)N2 c2(x; �) exp(�(x; y; �))(1 +O(N�1=2));= c3(x; �)�3(�0 � �)5=2N2 exp�� ��0 (y � x=3)2d(x; �) N� (1 +O(N�1=2));avec d(x; �) = (3 � �)(1 � 2x=3)(1 + 2x=3)=16; et c3(x; �) est une fonction algébrique de x et �bornée, continue, sans pôles ni zéros pour les valeurs de x et � considérées15.� Rayons secondaires. Le couple (r2; s2) est, comme dans le cas à une variable, moins intéres-sant à étudier. On véri�e l'existence du maximum local en (0; 0) et on trouve une décroissanceexponentielle en comparant le terme à intégrer avec hn;m et gk;`.15La fonction c3(x; �) possède des pôles en x = �1=2, ce qui complique un peu l'étude, si on veut des résultatsuniformes pour tout l'intervalle jxj < 1=2.



4.4. SÉRIES À DEUX VARIABLES 1414.4.3 Petits noyaux et modes des distributions à x �xé.Calculons la probabilité que le noyau soit de taille sous linéaire.On choisit un déséquilibre x avec jxj < 1=2 et deux entiers k, `. Alors pour (n;m) = (N(1=2�x); N(1=2 + x)), quand N tend vers l'in�ni, nous avonspn;m(k; `) �N1 gk;` I(n;m; k; `)hn;m :Comme k et ` sont �xés, le développement est plus simple. En particulier les intégrales se séparentsans qu'un changement de variables soit nécessaire. On obtient, pour tous k, ` et x �xés,pn;m(k; `) �N1 (k + `� 1) � gk;`(n+ `� 1)(m+ k � 1) I(n;m; k; `)hn;m�N1 163�0(x) (k + `� 1)gk;`� (1� 2x)24(1 + 2x)(1� 2x=3)�k � (1 + 2x)24(1� 2x)(1 + 2x=3)�` :Comme dans le cas à une variable, nous calculons la somme S de ces valeurs pour tous k, `, quinous donne la probabilité limite de tomber dans le régime discret.S(x) = 163�0(x) �u@G@u (u; v) + v @G@v (u; v)�G(u; v)� ���(a(x);a(�x))avec a(x) = (1� 2x)24(1 + 2x)(1� 2x=3) :Pour évaluer S(x), nous utilisons un résultat de [117], qui donne la série G(u; v) sous la forme dusystème d'équations suivantG(u; v) = uv� 11 + u + 11 + v � 1��G0(u; v);G0(u; v) = r(u; v)s(u; v)(1 + r(u; v) + s(u; v))3 ;r(u; v) = u(1 + s(u; v))2;s(u; v) = v(1 + r(u; v))2:Après calculs on obtientu@G0@u (u; v) + v @G0@v (u; v)�G0(u; v) = r(u; v)s(u; v)(1 + r(u; v) + s(u; v))4 :En résolvant le système ( r0(x) = a(x)(1 + s0(x))2;s0(x) = b(x)(1 + r0(x))2;on trouve une seule solution quand jxj < 1=2 :r0(x) = 1� 2x=31 + 2x ; s0(x) = 1 + 2x=31� 2x :



142 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRESOn en déduit �nalement que la probabilité d'être dans le régime discret estS(x) = �20(x)(4175� 1912x2 + 240x4)9(5� 2x)2(5 + 2x)2 :En d'autres termes,Lemme 4.8 Soit x �xé et �(N) = o(N) tendant vers l'in�ni, alors la probabilité limite d'avoir unnoyau non vide de taille inférieure à �(N) tend vers S(x).� Cartes sans noyau. Il nous faut encore évaluer la probabilité de ne pas avoir de noyau, qui vients'ajouter à celle d'avoir un petit noyau. Pour cela, on applique rapidement la méthode du col à lasérie génératrice F (x; y) des cartes avec noyau. Une fois encore, on trouve dans [117] que F (x; y)est donnée en fonction de H(x; y) parF (x; y) = H(x; y)� 11 +H(x; y)=y + 11�H(x; y)=x � 1� ;=  (a(x; y); b(x; y));avec  = uv(1� u� v)(1� 2u� 2v + u2 + 3uv + v2 � u3v � u2v2 � uv3)(1� u� uv)(1� v � uv) :On utilise à nouveau la variante de la formule d'inversion de Lagrange pour avoirfn;m = 1nm [unvm](mu 0u + nv 0v �  00uv)�1(v)n�2(u)m;= 14nm�2 Z ��� Z ��� p(reit; sei#)(1� reit)2n(1� sei#)2mrnsn e�nit�mi#dtd#;La méthode du col s'applique ici de manière bien plus conventionnelle : il y a un seul couple derayons critiques, r1 = nn+ 2m; s1 = m2n+m;pour lequel la méthode s'applique uniformément pour jxj < 1=2�" (il y a toujours des singularitésdans les coe�cients en x = �1=2).Après calcul, on trouve que la probabilité limite d'avoir un noyau fn;m=hn;m tend versR(x) = �0(x)2(14175� 5112x2 + 496x4)9(5� 2x)2(5 + 2x)2 ;à x �xé pour N tendant vers l'in�ni. La probabilité de ne pas avoir de noyau s'en déduit,pn;m(0; 0) � 1�R(x):On peut maintenant obtenir à x �xé et pour N tendant vers l'in�ni, la probabilité limite detomber dans un voisinage de �0(x). En e�et, la probabilité d'être en dehors de ce voisinage, mais pasdans le régime discret, tend vers zéro de la même façon que pour le cas discret (polynomialementou exponentiellement suivant les valeurs de y et � considérées). On en déduit le



4.5. DIAMÈTRE 143Lemme 4.9 Soit x et " donnés avec jxj < 1=2 et 0 < " < 1=2. La probabilité limite d'avoir unnoyau de taille environ �0N véri�elimN1Pr(j�� �0j < ") = 1� S(x)� pn;m(0; 0) = 169 �0(x)2 = 16(1� 2x)2(1 + 2x)2(3� 2x)2(3 + 2x)2 :Cette probabilité limite est représentée sur la �gure 4.6. On voit aussi sur cette �gure les probabilitésobservées expérimentalement.4.5 DiamètreSi le diamètre moyen des graphes aléatoires généraux est bien connu (cf. [25]), ça n'est pasle cas du diamètre moyen des graphes planaires, pour lequel aucune information n'apparaît à maconnaissance dans la littérature.La conjugaison d'arbres que nous avons introduite au chapitre 2 donne quelques résultats, quenous complétons par des statistiques expérimentales pour di�érents types de cartes (quelconques,2-, 3- et 4-connexes).Remarquons qu'il n'est pas possible de relier directement le diamètre moyen des cartes planairesau diamètre moyen des graphes planaires car la distribution du nombre de plongements est tropdi�érente de la distribution uniforme. L'étape suivante (à l'état de projet) est donc d'étudier cettedistribution du nombre de plongements. En e�et, si elle présente des propriétés de concentration,cela peut permettre de donner des résultats partiels de transfert, des cartes vers les graphes pla-naires. Cette étude sera menée dans un avenir proche, au moins expérimentalement à l'aide desgénérateurs aléatoires.4.5.1 Borne théoriqueLe résultat suivant est une conséquence de la conjugaison d'arbres introduite au chapitre 2 etd'un résultat de F. Flajolet et al. [59] sur la profondeur moyenne des arbres simples décomposables.Théorème 4.10 Il existe des constantes c0 et c1 telles que les diamètre moyen dn des cartesplanaires à n arêtes et d0n des cartes non séparables à n arêtes véri�ent pour tout n,dn < c0pn;d0n < c1pn:Ce résultat n'est pas particulièrement surprenant : nous démontrons simplement que les cartesn'ont pas un diamètre plus grand que les arbres ! Cependant c'est là le premier résultat de ce typeà ma connaissance.Démonstration. Nous faisons la preuve pour les cartes quelconques. La même preuve s'appliqueaux autres familles de cartes accessibles par conjugaison.Le diamètre d'une carte C est majoré par le diamètre de sa carte radiale R. En e�et toutchemin dans R correspond à un chemin (plus court) dans la carte C. À son tour, le diamètre d'une



144 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIREScarte radiale est majoré par le diamètre d'un de ses arbres couvrants, ou encore par deux fois saprofondeur.Au chapitre 2 nous avons montré qu'on peut associer à une carte radiale un arbre couvrant, demanière à ce que, sur l'ensemble des cartes, tous les arbres binaires complets plantés apparaissentle même nombre de fois. On en déduit que deux fois la profondeur moyenne des arbres binairescomplets majore la moyenne du diamètre des cartes radiales.Finalement on utilise un résultat de F. Flajolet et al. [59] qui dit que certaines familles d'arbresdécomposables simples (dont les arbres k-aires) ont une profondeur moyenne en pn. 2Il est plus di�cile d'obtenir une minoration de la même manière. Il faudrait pour cela étudierla profondeur de l'arbre couvrant en largeur de la carte radiale (qui est dual de l'arbre équilibrécouvrant, cf. chapitre 2). Sur l'arbre équilibré, ceci revient à regarder la �hauteur� maximaleatteinte par le mot de bord. Malheureusement, la distribution uniforme des bourgeons sur lesarbres ne conduit a priori pas à une distribution uniforme des mots de bords parmi tous lesproduits de mots de Lukacievicz.Il est quand même possible de mettre en équation ce paramètre, ce qui conduit à des équationsfonctionnelles dans l'esprit de celles utilisées par F. Flajolet et al. Cependant ces équations sonttrès compliquées.4.5.2 Résultats expérimentauxA�n d'accélérer les tests, on mesure l'excentricité d'un sommet plutôt que le diamètre : il su�ten e�et d'e�ectuer un parcours en largeur pour la mesurer. Ce paramètre nous su�t, au moinsdans un premier temps ; en e�et, pour tout sommet s d'une carte C,exc(s) < d(C) < 2exc(s);de sorte que l'excentricité moyenne donne une bonne image du diamètre moyen.L'exploitation des résultats expérimentaux n'est pas terminée. Nous présentons quelques don-nées brutes obtenues pour le diamètre des cartes non séparables. Pour di�érentes valeurs de n, ontire 100000 cartes au hasard et on mesure l'exentricité. On observe les distributions obtenues surla �gure 4.8. Une renormalisation simple en fonction de la position du mode de chaque distribu-tion suggère l'existence d'une loi limite (�gure 4.9). La forme de cette distribution est asymétriquecomme on le voit bien sur la �gure 4.10. La courbe des moyennes peut être approchée par la courbed(n) = 1:13 � n1=4 ln(n)7=9;obtenue (approximativement) par regression linéaire (cf. �gure 4.11). Cependant cette méthodeest très peu �able, et il est nécessaire d'étudier les données expérimentales par des approches plussophistiquées avant de faire une conjecture plausible.Les données numériques con�rment tout de même que l'ordre de grandeur de la borne obtenueà la section précédente est trop grand.



4.5. DIAMÈTRE 145

0

5000

10000

15000

20000

20 40 60 80 100 120 140Fig. 4.8: Distribution expérimentale pour n égal à 100, 1000, 3000, 5000 et 10000.

0

50000

100000

150000

200000

0.5 1 1.5 2 2.5Fig. 4.9: Courbe renormalisée multiplicativement pour n égal à 500, 1000, 2000, 3000, 5000 et10000.



146 CHAPITRE 4. STATISTIQUES DES CARTES PLANAIRES

0

2000

4000

6000

8000

20 40 60 80Fig. 4.10: Détail de la distribution expérimentale pour n égal à 1000.

10

20

30

40

50

60

2000 4000 6000 8000 10000
xFig. 4.11: Mesure expérimentale de la moyenne (rond) et courbe candidate.



Chapitre 5Génération aléatoireIl est maintenant temps de mettre à pro�t les autres chapitres de cette partie pour proposer desalgorithmes e�caces pour le tirage au hasard des graphes de polyèdres et triangulations convexes.Pour cela il nous faut successivement traiter� Les arbres plans plantés à une, puis deux couleurs, à l'aide du lemme cyclique (section 5.2).� Les cartes planaires, à l'aide de la conjugaison d'arbre dé�nie au chapitre 2 (section 5.3).� Les graphes 3-connexes planaires, en introduisant une nouvelle méthode de génération aléa-toire, �l'extraction-rejet� et en nous appuyant sur les résultats du chapitre 4 (section 5.4).Nous utilisons en cours de route un nouvel algorithme de calcul des composantes 3-connexesd'un graphe planaire, décrit en �n de chapitre (section 5.5).5.1 Génération aléatoire uniformeNous entendons ici par génération aléatoire1 le problème suivant :Étant donné un ensemble �ni d'objets, construire un élément choisi avec probabilitéuniforme.Bien sûr la première question de ce problème est celle du tirage d'un bit 0�1 avec probabilité uni-forme 1=2�1=2. Cependant notre objectif étant l'étude des graphes planaires et, plus généralement,des structures combinatoires, nous allons laisser ce problème de côté et supposer qu'un générateuruniforme parfait de bits est à notre disposition.Nous allons donc plutôt nous concentrer sur l'utilisation de ce générateur initial pour tirer auhasard des structures plus complexes.La seconde remarque est que la distribution uniforme n'est qu'une restriction apparente, puis-qu'il nous su�t de �pondérer� les objets pour faire entrer dans ce cadre n'importe quelle autredistribution discrète rationnelle. Par contre, nous ne considérons que des ensembles d'objets �-nis : typiquement, les familles d'objets que nous considérons (par exemple les graphes planaires1ou tirage à randon pour employer une terminologie plus savoureuse.147



148 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRE3-connexes) contiennent, à taille �xée (par exemple le nombre d'arêtes ou de sommets), un nombre�ni d'objets distincts.En�n, vient le problème de l'e�cacité. Idéalement un générateur aléatoire utilise un nombred'opérations élémentaires linéaire en la taille des objets considérés. C'est le mieux qu'on puisseespérer puisque les objets doivent être explicitement produits. Il nous faut cependant choisir unmodèle d'opérations élémentaires. Dans la littérature, la complexité arithmétique est souvent choi-sie : on compte le nombre d'opérations arithmétiques e�ectuées sur des entiers au cours de laconstruction. Cette mesure est bien adaptée car la génération aléatoire nécessite en général descalculs sur des probabilités rationnelles.Cependant la plupart des objets intéressants à tirer au hasard sont victimes d'une �explosioncombinatoire�, qui précisément fait qu'on s'intéresse à eux d'un point de vue statistique et nonexhaustif. Du coup le nombre d'objets est exponentiel en la taille et il est fréquent que les algo-rithmes nécessitent des calculs sur des entiers longs. Dans ce cas la complexité arithmétique necapture que partiellement la réalité pratique du temps de calcul.On pourrait pallier cet inconvénient en considérant une complexité bit-à-bit, mais on obtientà moindre frais des résultats valides en utilisant une complexité un peu hybride, qui se décritsimplement en parlant de �complexité en arithmétique du C�... en termes plus choisis, il s'agit deconsidérer le nombre d'opérations arithmétiques e�ectuées sur des entiers de l'ordre de la taille desobjets. Cette taille est typiquement limitée par la nécessité de les stocker, ce fait que l'arithmétiquedes entiers longs du C (long int) est su�sante.5.2 Génération d'arbres plansLa génération aléatoire uniforme d'arbres plans décomposables est un problème bien maîtrisé,auquel à peu près toutes les techniques imaginables s'appliquent avec succès !Nous donnons pour notre part deux algorithmes de génération d'arbres, basé sur les mots deLukacievicz. Le premier est loin d'être original et peut être par exemple considéré comme un casparticulier du traitement donné par L. Alonso, J.L. Rémy et R. Schott [2]. Le second s'appuiesur une extension à deux variables due à L. Chottin [36] du codage de Lukacievicz et du lemmecyclique. L'intérêt de ces algorithmes est d'être particulièrement succincts à implanter tout en étantde complexité optimale. Ils ne sont cependant pas aussi généraux que d'autres méthodes existantes[64, 54, 2].5.2.1 Codage des arbres, mots de Lukacievicz et tirageComme nous l'avons rappelé au chapitre 2, les arbres plans plantés s'interprètent naturellementcomme des expressions fonctionnelles et se codent, en notation pré�xe (pour les arbres) ou polonaise(pour les expressions) par des mots de Lukacievicz. Nous en redonnons rapidement la dé�nition etune propriété fondamentale, le lemme cyclique.SoitA un alphabet (les étiquettes des n÷uds) et � un morphisme des mots (pour la composition)dans les entiers (pour l'addition), tel que pour toute lettre x, �(x) � �1. Les mots de Lukacievicz



5.2. GÉNÉRATION D'ARBRES PLANS 149sur (A; �) sont les codes du parcours pré�xe des arbres plans plantés dont chaque sommet porteune étiquette x de A telle que �(x) + 1 soit son arité (nombre de �ls). Alors un mot w sur A estun mot de Lukacievicz si et seulement si� Pour tout facteur gauche strict u de w, �(w) � 0,� Le mot entier véri�e �(w) = �1.Le lemme cyclique lie les mots de Lukacievicz aux classes de conjugaison de mots de A�.Lemme 5.1 (Lemme cyclique) Soit w un mot sur l'alphabet A tel que �(w) = �p avec p � 1.Alors il existe une factorisation de w unique w = uv1 : : : vp�1u0 telle que� pour tout i = 1 : : : p� 1, le mot vi est un mot de Lukacievicz.� le mot u est non vide et u0u est un mot de Lukacievicz.En particulier pour p = 1, exactement un conjugué u0u du mot w = uu0 est un mot de Lukacievicz.Considérons par exemple les arbres binaires complets plantés (i.e. enraciné sur une feuille).Prenons A = fx; �xg et étiquetons les n÷uds par la lettre x et les feuilles par la lettre �x (onn'étiquette pas la feuille racine). Comme les n÷uds sont d'arité deux, on pose �(x) = 1 et pour lesfeuilles �(�x) = �1. Les mots de Lukacievicz correspondants sont parfois appelés mots de Dyck2.Un arbre binaire complet avec n n÷uds possède n+2 feuilles (racine comprise). Parallèlement,le code w associé contient n lettres x et n+1 lettres �x (la feuille racine ne rentre pas dans le code), etnous avons bien �(w) = �1. Il su�t donc pour tirer un arbre binaire au hasard uniformément parmitous les arbres binaires avec n n÷uds de choisir uniformément au hasard un mot de Lukacieviczavec n lettres x et n+ 1 lettres �x.Il est facile de tirer au hasard un mot w sur le (multi-)ensemble de lettresM = fxn; �xn+1g (i.e.un mot avec n lettres x et n+ 1 lettres �x).On utilise par exemple l'algorithme de rang inverse suivant (voir [152]), pour tirer le mot degauche à droite, lettre par lettre.� On part du mot vide, en sachant qu'on veut r = n lettres x et s = n+ 1 lettres �x.� La probabilité que la première lettre soit x est r=(r+s) = n=(2n+1). On tire donc au hasarduniformément un entier k dans [1; 2n+ 1] :� si k � r = n la première lettre est un x, et on ne veut plus que r := r� 1 lettres x dansle mot restant,� sinon, c'est un �x, et on ne veut plus que s := s� 1 lettres �x.� On recommence pour tirer le mot restant, à r lettres x et s lettres �x.On obtient ainsi un mot de longueur 2n + 1, choisi uniformément parmi tous les mots w surM. La complexité est linéaire : il faut (au plus) 2n tirages et les probabilités intermédiaires sontimmédiates à calculer.Pour avoir un mot de Lukacievicz il faut encore que la condition de positivité soit satisfaite.On peut par exemple utiliser la méthode dite de rejet : si le mot obtenu par l'algorithme de2Plus précisément les mots de Dyck sont les mots de Lukacievicz sur fx; �xg privés de la dernière lettre (qui est�x par dé�nition).



150 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRErang inverse n'est pas un mot de Lukacievicz, on le jette ! et on recommence. On dé�nit ainsi unpseudo-algorithme : sa terminaison n'est pas garantie mais, lorsqu'il termine, il donne un mot deLukacievicz choisi uniformément parmi les mots de Lukacievicz de longueur 2n+ 1.La méthode de rejet ne fournit que des pseudo-algorithmes, dont la complexité dans le cas lepire est évidemment in�nie. Cependant la complexité moyenne peut être tout à fait raisonnable :la probabilité de terminer est égale au rapport entre nombre d'objets valides (ici les mots deLukacievicz) et nombre d'objets engendrés (les mots qui véri�ent �(w) = �1).Comme le nombre d'arbres binaires complets est le nombre de Catalan, cn = 12n+1�2n+1n � et lenombre de mots qui véri�ent �(w) = �1 est le nombre de mots à n lettres x de longueur 2n+1, c'est-à-dire �2n+1n �, la probabilité de terminer est dans notre exemple 12n+1 . Le nombre moyen d'essaisest donc Pk�0 k+12n+1 �1� 12n+1�k = O(n), et le coût de l'algorithme est en moyenne quadratique.Une première façon d'améliorer ce pseudo-algorithme est de rejeter le facteur gauche dès que�(u) < 0, au lieu d'attendre le mot complet. On passe ainsi à une complexité de l'ordre de O(npn)(cf. [48]).Cependant l'utilisation du lemme cyclique permet de donner un (vrai) algorithme linéaire : ene�et ce lemme nous dit nous dit qu'à chaque mot surM est associé un unique mot de Lukacieviczpar conjugaison. Comme l'algorithme de rang inverse tire au hasard uniformément des mots surM, il su�t de conjuguer correctement le résultat. On peut même calculer au fur et à mesure dutirage du mot les �(u) des facteurs gauches ; la première lettre du conjugué recherché suit le dernierminimum strict de �(u), comme on le voit dans la preuve du lemme cyclique.Plus généralement l'algorithme suivant permet la génération aléatoire uniforme d'arbresm-airesà n n÷uds internes en temps linéaire, sous forme de mots de Lukacievicz sur l'alphabet fx; �xg avec�(x) = m� 1 et �(�x) = �1 :� On part du mot vide, en sachant qu'on veut i = n lettres x et j = (m� 1)n+1 lettres �x. Leminimum �m jusqu'ici rencontré est 0 et � = 0.� La probabilité que la première lettre soit x est i=(i+j) = n=(mn+1). On tire donc au hasarduniformément un entier k dans [1; i+ j] :� Si k � i = n la première lettre est un x, et on ne veut plus que i := i� 1 lettres x dansle mot restant. De plus � := � +m� 1.� sinon, c'est un �x, et on ne veut plus que j := j � 1 lettres �x. De plus � := � � 1.� Si � < �m la position courante devient le nouveau leader.� On recommence pour tirer le mot restant, à i lettres x et j lettres �x.� Le mot de Lukacievicz �nal est le conjugué du mot tiré qui débute par la lettre suivant ledernier leader trouvé.Plus généralement il n'est pas di�cile de construire un algorithme de ce type pour tirer desmots de Lukacievicz sur un ensemble M de lettres. La complexité d'un tel algorithme dépend dunombre total N de lettres, mais aussi du nombre k de lettres distinctes dansM. Nous avons traitéle cas k = 2. Par une modi�cation triviale de l'algorithme de rang inverse, on traite le tirage dans



5.2. GÉNÉRATION D'ARBRES PLANS 151M = f(a1; n1); : : : ; (ak; nk)g en temps O(kN) où N = n1 + � � � + nk : en e�et, il faut à chaqueétape déterminer quelle lettre on ajoute parmi les k possibles.On peut bien entendu améliorer la dépendance en k en introduisant des structures de donnéesplus complexes. On peut vouloir par exemple tirer un arbre sur un ensemble de n÷uds fourni parune liste (avec répétition) : il peut alors être intéressant de gérer l'ensemble des n÷uds sous formed'une structure de données permettant une suppression e�cace.Telle que nous l'avons décrite jusqu'ici, la génération par mots de Lukacievicz permet d'obtenirdes arbres dont le nombre d'étiquettes de chaque arité est �xé.5.2.2 Arbres bicolores, factorisation de ChottinLes arbres bipartis (où les sommets noirs ont des �ls blancs et réciproquement) avec des nombresdonnés de sommets noirs et de sommets blancs ne peuvent être tirés directement par la méthode dela section précédente. On pourrait bien entendu tirer des arbres avec i sommets noirs et j sommetsblancs en introduisant deux lettres x1 et x2, mais la probabilité d'avoir par cette méthode un arbrebiparti est trop faible pour faire fonctionner une méthode de rejet.Pourtant nous aurons besoin, pour le tirage des cartes non séparables à n sommets et m faces,et donc pour celui des polyèdres convexes, de tirer les éléments d'une famille d'arbres qui posedes problèmes similaires : cette famille est constituée des arbres ternaires plantés, comptés selonsommets pairs et impairs.Dé�nition 5.2 La parité d'un sommet d'un arbre ternaire est la parité du �décalage par rapportà l'origine� de ce sommet, dé�ni récursivement par� Le décalage de la racine est �1 et elle n'a qu'un �ls (droit par convention) dont le décalageest nul.� Si un sommet a un décalage de d alors ses �ls gauche, central et droit ont respectivement undécalage égal à d� 1, d et d+ 1.Dans un arbre ternaire, les nombres de feuilles paires et impaires sont liés aux nombres de n÷udsimpairs et pairs :Propriété 5.3 Un arbre ternaire planté avec i n÷uds pairs et j n÷uds impairs possède 2j + 1feuilles paires et 2i+ 1 feuilles impaires (racine comprise).Démonstration. Chaque n÷ud pair a un �ls pair et deux �ls impairs. On en déduit que i sommetspairs et 2i sommets impairs sont �ls d'un n÷ud pair. De même, j sommets impairs et 2j sommetspairs sont �ls d'un n÷ud impair. Le nombre total de sommets impairs est donc 2i+j+1 en comptantla racine et le nombre total de sommets pairs 2j + i + 1 où le sommet pair supplémentaire est le�ls de la racine. 2La méthode que nous allons employer pour compter et tirer au hasard ces arbres a été introduitepar L. Chottin [36] pour démontrer le théorème d'inversion de Lagrange-Good à deux variables à lamanière de la preuve de G.N. Raney pour une variable. Elle permet plus généralement d'étendre lesrésultats de tirage aléatoire de la section précédente à des arbres construits sur deux ensembles de



152 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRE

Fig. 5.1: Un arbre ternaire complet planté et ses composantes paires et impaires.
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x xFig. 5.2: Factorisation des composantes puis des facteurs.sommets dont les arités sont données par couleur. Cette méthode ne semble pas pouvoir s'étendreau delà de deux ensembles de sommets. Pour cela, il faut plutôt faire appel à la preuve bijectivede I.P. Goulden et D.M. Kulkarni de l'inversion de Lagrange-Good [77].L'idée est toujours d'appliquer le lemme cyclique, mais son application directe ne convient pas.En e�et, comme pour les arbres bipartis, si on tire simplement un mot contenant les i+ j n÷udset les 2i + 2j + 1 feuilles (sans la racine), le lemme cyclique donne un mot et un arbre qui n'ontqu'une très faible probabilité de contenir i n÷uds pairs et j impairs.Nous allons plutôt, suivant L. Chottin, �factoriser l'arbre� et changer d'alphabet, avant d'uti-liser un codage de Lukacievicz classique sur les arbres ainsi obtenus. Les �gures 5.1 à 5.3 illustrentnotre propos. Le codage se fait en cinq étapes, on part d'un arbre ternaire planté avec i n÷udspairs et j n÷uds impairs.1. Première factorisation. Les arbres ternaires plantés sont en bijection avec les arbres plansplantés dont tous les sommets ont une arité paire.En e�et, les sommets voisins de même parité forment des composantes �liformes verticales.
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5.2. GÉNÉRATION D'ARBRES PLANS 153Chaque composante contient k n÷uds (avec k � 0) et une feuille. Elle possède au total 2k�ls de la parité opposée, qui sont ordonnés. En factorisant chaque composante, on obtientun arbre biparti pairs/impairs, où la parité d'un n÷ud correspond maintenant à celle de saprofondeur dans l'arbre. Toutes les composantes ont un nombre pair de �ls.Bien que cela soit super�u pour reconstituer l'arbre d'origine, nous étiquetons chaque com-posante de longueur k par la suite xk�x si elle est paire et yk�y si elle est impaire. Alors, lesparamètres i et j sont respectivement le nombre de x et le nombre de y apparaissant dansl'arbre.2. Seconde factorisation. Chaque composante paire de longueur k possède 2k composantes �llesimpaires, qui ont pour longueurs `1, : : : , `2k. Ensemble, une composante paire et ses compo-santes �lles forment un facteur. Les di�érents facteurs sont eux-mêmes les n÷uds d'un nouvelarbre plan planté, l'arbre des facteurs.La structure d'un facteur est entièrement donnée par le couple de mots� xk�xy`1 �yy`2 �y � � � y`2k �y�;dans lequel le premier mot est l'étiquette de la composante paire et le second, la concaténationdes étiquettes des composantes �lles de gauche à droite.Par construction l'arité d'un facteur est deux fois la somme des arités de ses composantes�lles : 2(`1 + � � � + `2k). En particulier cette arité est donnée par l'étiquette. De plus lesparamètres i et j correspondent toujours aux nombres totaux de x et de y respectivement.3. Codage. Les n÷uds des arbres de facteurs sont munis d'étiquettes qui déterminent leur arité.Ces arbres sont donc en bijection avec les mots du langage de Lukacievicz associé à cesétiquettes.Appelons A l'alphabet dont les lettres sont les couples de mots de la formeX = � xk�xy`1 �yy`2 �y � � � y`2k �y�;pour tous k � 0 et `i � 0, avec �(X) = 2(`1 + : : :+ `2k)� 1.À chaque arbre est ainsi associé un unique mot de Lukacievicz sur (A; �) de la formeW = � xk1 �xy`1;1 �y � � � y`2k1;1 �y�� xk2 �xy`1;2 �y � � � y`2k2;2 �y� � � �� xkn �xy`1;n �y � � � y`2kn;n �y�et sur lequel on peut lire les paramètres i et j qui sont respectivement les nombres de x etde y. Ce mot véri�e, par dé�nition des mots de Lukacievicz, mais aussi par construction,�(W ) = �1. Remarquons que le nombre de lettres de ce mot sur l'alphabet A est le nombrede �x, qui est égal par construction au nombre de feuilles paires. Il est donc égal à 2j + 1 etne dépend que du paramètre j.4. Lemme cyclique. L'application du lemme cyclique au langage de Lukacievicz nous dit que lesmots de Lukacievicz, et donc les arbres, sont en bijection avec les classes de conjugaison demots sur A véri�ant �(W ) = �1. Le nombre de mots di�érents sur A véri�ant �(W ) = �1 etassociés à un arbre donné est le nombre de lettres du mot de Lukacievicz, c'est-à-dire 2j+1.



154 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRE5. Concaténation. Oublions les parenthèses dans le mot W . On obtient un couple de mots� xk1 �x : : : xkn �xy`1;1 �y : : : y`2kn;n �y�contenant contenants i lettres x, j lettres y, 2j + 1 lettres �x et 2i lettres �y. De plus les deuxmots terminent respectivement par �x et �y. Ce couple de mots est su�sant pour reconstituerle mot sur A et tout couple véri�ant ces contraintes correspond à un unique mot de A.Nous avons ainsi démontré leLemme 5.4 Les arbres ternaires plantés ayant i n÷uds pairs et j n÷uds impairs sont en bijectionavec les couples de mots (f; g) de fx; �xg� � fy; �yg� tels que� (f �x; g�y) est un mot de Lukacievicz sur l'alphabet (A; �),� et jf jx = i, jf j�x = 2j, jgjy = j, jgj�y = 2i� 1.On en déduit leCorollaire 5.5 Le nombre d'arbres ternaires plantés avec i n÷uds pairs et j n÷uds impairs est12j + 1�i+ 2ji ��2i+ j � 1j �:L'algorithme de génération aléatoire procède alors de la manière suivante :� Tirer par l'algorithme de rang inverse un mot u avec i lettres x et 2j lettres �x et un mot vavec j lettres y et 2i � 1 lettres �y. Les deux mots sont tirés simultanément, ce qui permetd'obtenir directement des lettres de l'alphabet A.� Après la construction de chaque lettre X de A (qui invoque un �x et un certain nombre de x,y et �y), calculer �(X) et cumuler �. Là encore ce cumul se fait au fur et à mesure de l'ajoutdes y à la lettre X .� Déterminer la première lettre X0 (de A) de la factorisation de Lukacievicz. Il s'agit de lalettre suivant le dernier minimum strict de � rencontré. Elle est donnée sous la forme despositions p et q des premières lettres dans chaque mot de la lettre X0.Pour construire explicitement l'arbre sous forme de structure il faut encore reconstituer chaquecomposante, mais ceci est immédiat et nous le ferons en même temps que l'ajout des bourgeons,quand nous utiliserons ces arbres en les équilibrant pour former des cartes.5.3 Génération de cartes planaires5.3.1 Tirage par conjugaisonLes bijections du chapitre 2 induisent des algorithmes de génération aléatoire très e�caces,décomposables en trois étapes.Algorithme Cartes



5.3. GÉNÉRATION DE CARTES PLANAIRES 155arêtes sommets/facestemps espace précalcul temps espacequelconques O(n) O(n) O�((i+ j)ij) O�((i+ j)ij) O((i+ j)ij)biparties O(n) O(n) O�((i+ j)ij) O�((i+ j)ij) O((i+ j)ij)non séparables O(n) O(n) � O(n) O(n)cubiques n. s. O(n) O(n) � � �m-constellations O(n) O(n) ?(nQni) ?(nQni) ?(nQni)Tab. 5.1: Complexité des algorithmes de tirage aléatoire.entree : les paramètres de taille.sortie : une carte planaire enracinée choisie uniformément.1. Tirage. Construire un arbre équilibré choisi uniformément.2. Clôture. Apparier bourgeons et feuilles pour former les nouvelles arêtes.3. Embellissement. Éventuellement appliquer une transformation locale à la carte(dualité ou séparation).Nous pouvons énoncer le théorème suivant.Théorème 5.6 Les algorithmes Cartes permettent de tirer au hasard uniformément les cartesplanaires enracinées des familles ci-dessous. La table 5.1 donne leurs complexités suivant les para-mètres �nombre d'arêtes� et, lorsque cela a un sens, �nombre de sommets et de faces�. Pour leshypercartes ou cartes biparties, et les constellations, la distribution des degrés des faces peut êtrecontrôlée : dans la table 5.2 sont données les complexités3 des tirages soit pour une distribution dedegrés donnée, soit selon les paramètres �nombre de sommets et de faces� avec un ensemble �ni dedegrés des faces autorisés D. En�n, si on désire remplacer les paramètres �sommets et faces� parle paramètre �nombre d'arêtes�, toujours avec un ensemble de degrés des faces autorisés, il fautmultiplier les complexités par un facteur linéaire.Les familles de cartes planaires enracinées concernées sont, par classes d'équivalences,� les cartes quelconques, les quadrangulations et les cartes radiales,� les cartes biparties et les hypercartes et les cartes bi-cubiques,� les cartes non séparables et les quadrangulations simples,� les cartes cubiques non séparables et les triangulations avec arêtes multiples,� les m-constellations.Les complexités données dans les tables sont en termes d'opérations arithmétiques du C, saufpour les O�() qui sont en termes d'opérations arithmétiques sur les entiers longs. Ces O�() appa-raissent lorsque les méthodes de génération de la section précédente ne s'appliquent pas et qu'il3Les complexités en ? sont très théoriques dans le sens où elles font appel à un générateur aléatoire pour desgrammaires à m paramètres de poids. Le cas à deux paramètres est le seul pour lequel une implantation existeréellement (Qalgo par I. Dutour).



156 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIREfaces données faces restreintes à Dtemps espace précalcul temps espacebiparties O(n logn) O(n) O�(n2jDj2) O�(n2jDj2) O�(n2jDj2)m-constellations O(n logn) O(n) O�(n2jDj2) O�(n2jDj2) O�(n2jDj2)Tab. 5.2: Complexité des algorithmes avec contrôle des degrés des faces.faut faire appel à des générateurs de langages algébriques (Combstruct ou Qalgo sous maple, ouCS en C).5.3.2 AlgorithmesNous précisons maintenant un peu certains détails des trois étapes des algorithmes Cartesa�n de justi�er les complexités annoncées. Les algorithmes suivent de très près les bijections duchapitre 2, et présentent assez peu de di�cultés spéci�ques.Étape 1. Tirage d'arbres équilibrésIl nous faut distinguer trois algorithmes di�érents pour le tirage d'arbres équilibrés, suivant lesparamètres que l'on désire contrôler. Ce sont ces trois algorithmes qui expliquent les di�érences decomplexité qui apparaissent dans les tables : nous verrons en e�et que les deux autres étapes sonttoujours linéaires.Les arbres équilibrés que nous utilisons sont des arbres plans plantés, munis de bourgeons etéquilibrés. Nous avons besoin, pour chaque famille de cartes, de tirer au hasard un arbre équilibréuniformément parmi tous les arbres équilibrés associés à cette famille.� Dans le cas le plus simple, ce tirage se décompose en trois étapes indépendantes :(a) le tirage d'un arbre sans bourgeon sous-jacent,(b) l'ajout des bourgeons,(c) la conjugaison de l'arbre.Cependant cette décomposition ne préserve l'uniformité que si� le nombre de façons d'ajouter les bourgeons est indépendant de l'arbre,� le nombre de feuilles est le même pour tous les arbres bourgeonnants.La seconde condition assure l'uniformité de l'opération (c) de conjugaison.Ces conditions sont véri�ées pour toutes les familles de cartes lorsqu'on �xe uniquementle nombre d'arêtes : on tire alors des arbres m-aires, auquel on ajoute un nombre �xe debourgeons. C'est aussi le cas pour le tirage des cartes non séparables selon les nombres desommets et de faces : on tire des arbres ternaires selon le nombre de sommets pairs et impairset il n'y a qu'une façon d'ajouter les bourgeons. Dans ces deux cas la génération est linéaire,en vertu des résultats de la section précédente.En�n, les conditions sont véri�ées lorsqu'on �xe précisément la distribution des degrés desfaces d'une carte bipartie ou d'une constellation : il faut alors tirer un arbre plan planté dont



5.3. GÉNÉRATION DE CARTES PLANAIRES 157la distribution des degrés des sommets est donnée complètement, c'est-à-dire un mot de Lu-kacievicz sur un multi-ensemble de lettres déterminé. La gestion des lettres dans l'algorithmede rang inverse nécessite alors une complexité O(n logn).� La situation est un peu plus complexe si le nombre de façons d'ajouter les bourgeons dépendde l'arbre. On est alors amené à ne pas séparer les étapes (a) et (b), mais plutôt à donnerune décomposition sous forme de grammaire algébrique des arbres bourgeonnants.Ce cas se produit pour les cartes quelconques ou biparties lorsqu'on désire imposer le nombrede sommets et de faces. En e�et la disposition des bourgeons in�ue sur la répartition som-mets/faces. Cependant les arbres bourgeonnants correspondant à une répartition particulièrese décrivent simplement par une grammaire algébrique. Il est intéressant de remarquer que cephénomène correspond (assez naturellement) au fait que les nombres de cartes correspondantsn'ont pas de formule close simple, mais seulement un paramétrage simple.Il en va de même pour les cartes biparties dont les degrés des faces sont restreints : noussommes ainsi amenés à tirer des arbres dont les degrés de n÷uds sont restreints. Il fautcependant dans ce cas imposer les nombres de sommets et de faces pour que le nombre defeuilles soit constant.Nous utilisons alors les algorithmes de génération aléatoire récursive du type de Combstructet Qalgo, qui s'appliquent bien aux grammaires algébriques et on obtient les complexités enO�(ij(i+ j)).� En�n le cas le plus désagréable est celui des cartes biparties dont les degrés des faces sontrestreints, et dont on ne veut �xer que le nombre d'arêtes. En e�et le nombre de feuillesn'est alors plus constant et la conjugaison n'est plus nécessairement uniforme. Il faut alorsappliquer une méthode de rejet avec un surcoût linéaire.Remarquons que la génération des arbres sous forme de mots de Lukacievicz, ou sous formed'expression algébrique, nous donne des mots. Il faut donc encore, avant de passer à l'opérationde clôture, créer véritablement les structures arborescentes correspondantes, par un décodage descodes pré�xes et ajouter les bourgeons. Les techniques mises en ÷uvre ne dépassent pas le b.a.ba.de l'algorithmique des arbres...Suivant le cas, on utilise pour construire nos arbres, soit des structures dynamiques, soit, lorsqueça n'est pas nécessaire, simplement des tableaux. En tous cas les structures utilisées restent toujourscomplètement élémentaires.Étape 2. ClôtureL'algorithme de clôture est très simple à appliquer et toujours de complexité linéaire. Donnonsen une description générique : à partir d'un arbre équilibré (ou de manière équivalente d'un arbrebourgeonnant et d'une feuille libre), on construit une carte, en utilisant une pile annexe.� Au départ la pile est vide. On e�ectue un parcours de l'arbre, à partir de la feuille libreracine.� Si on rencontre un bourgeon, on lui attache un brin vierge, et on empile le brin opposé.



158 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRE� Si on rencontre une feuille, on essaye de dépiler un brin,� en cas de succès on attache le brin obtenu à la feuille,� en cas d'échec on est sur une feuille libre. Le traitement exact des feuilles libres dépendde la famille de cartes considérée.Les cartes peuvent être produites directement sous formes de permutations de brins ou sous formede structures de données plus évoluées, suivant les besoins ultérieurs.Étape 3. EmbellissementLes opérations concernées ici dépendent des di�érentes familles de cartes mais elles sont toujourslocales et s'e�ectuent en temps linéaire. Par exemple pour les cartes cubiques non séparables,l'algorithme de clôture produit une carte dont tous les sommets ont degré six. Chaque sommetdoit alors, en vertu de la bijection du chapitre 2, être séparé en deux sommets de degré trois. Unautre exemple est celui des cartes non séparables qui sont obtenues sous forme de cartes radiales.Leur reconstitution utilise un parcours en profondeur.5.4 Graphes, triangulations et polyèdres convexes5.4.1 Tirage par extraction-rejetUn peu de non déterminisme pour beaucoup de souplesse 4...Nous introduisons ici l'idée de génération aléatoire uniforme d'objets de taille approximati-vement contrôlée : usuellement les algorithmes de génération aléatoire prennent en entrée un ouplusieurs paramètres de taille et construisent un objet de la taille voulue. Cependant il su�t sou-vent, en particulier pour l'étude expérimentale de l'e�cacité d'algorithmes, de savoir construiredes objets représentatifs �assez grands�, ou de taille �proche� d'une valeur donnée.Considérons l'algorithme suivant qui construit des cartes planaires enracinées 3-connexes (commene l'indique pas son nom).Pseudo-algorithme polyèdreentree : la taille N espérée et la marge d'erreur � sur N acceptée.sortie : une carte 3-connexe de taille n avec jn�N j < �.1. Tirer une carte C non séparable de taille 3N avec l'algorithme Cartes de la sectionprécédente.2. Extraire le noyau 3-connexe C 0 de C.3. Si la taille n de C 0 véri�e jn�N j < �, le résultat est C 0. Sinon reprendre en 1.4Suggestion de publicité pour un sèche-linge à �logique �oue�.



5.4. GRAPHES, TRIANGULATIONS ET POLYÈDRES CONVEXES 159Théorème 5.7 (polyèdre est un générateur aléatoire uniforme) La carte planaire enraci-née 3-connexe (éventuellement) résultat de polyèdre(N,�) est choisie uniformément parmi lescartes de sa taille.Théorème 5.8 (polyèdre est e�cace en moyenne) La terminaison de l'algorithme polyèdren'est pas garantie. Cependant, en moyenne, son comportement est polynômial.La complexité d'une boucle tirage/extraction est linéaire en N .Le nombre moyen de rejets est asymptotiquement (pour N grand)O�N2=3� + 1p� ;où p > 0 est la probabilité limite (constante) qu'une carte 3-connexe ait un noyau de taille environ1=3, calculée au chapitre 4. En particulier� Pour � > N2=3, l'algorithme est linéaire en moyenne.� Pour � = O(1), l'algorithme est de complexité moyenne O(N2=3).La preuve de ces deux théorèmes découle des remarques suivantes� L'uniformité est une conséquence de l'isomorphisme de structure combinatoire entre les fa-milles F et H de cartes non séparables et G de cartes 3-connexes,F ' G � H:Cet isomorphisme est dû à W.T. Tutte et nous l'étudions en détail au chapitre 4. Il impliquel'uniformité de l'algorithme de génération car il dit que toutes les cartes 3-connexes de taillen donnée ont même probabilité d'être noyau d'une carte non séparable choisie uniformémentparmi les cartes de taille N .� La complexité linéaire du tirage de C est établie à la section précédente. Celle de l'extractiondu noyau s'appuie, au choix, sur l'algorithme de J.E. Hopcroft et R.E. Tarjan pour l'extractiondes composantes 3-connexes d'un graphe, ou sur l'algorithme plus simple développé à lasection suivante.� En�n l'estimation du nombre de rejets découle de l'étude du paramètre �taille du noyau�étudié au chapitre 4.Remarquons qu'il serait plus e�cace de tirer la plus grande composante 3-connexe, au lieu du noyau.Cependant, on n'a plus tout à fait l'uniformité (mais comme il n'y a qu'une grande composanteavec probabilité asymptotiquement égale à un, cela ne serait pas très grave), et surtout, en tirantle noyau, nous pouvons comparer les distributions expérimentales avec le comportement théoriqueprévu. Ceci permet de véri�er l'exactitude à la fois des calculs théoriques et des programmes degénération.En contrepartie du non déterminisme que nous avons introduit dans l'algorithme polyèdre,nous obtenons un algorithme d'une très grande souplesse. La méthode de génération par conjugai-son de la section précédente est �nalement limitée à un nombre assez faible de familles de cartes :



160 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIREcartes simples irred. s. feuilles 2-c n. sép. 3-c 4-cquelconques oui oui oui oui oui oui nonbiparties oui non oui oui oui non nontriangulations oui � � � � oui ouiTab. 5.3: Quelques propriétés accessibles par extraction/rejet.celles pour lesquelles les formules d'énumération admettent une forme close simple (sans somma-tions). L'extraction-rejet permet d'utiliser ces quelques familles élémentaires pour obtenir toutesles familles qui leur sont liées par composition. On obtient ainsi les triangulations 3-connexes àpartir des triangulations non séparables. Elle permet d'en tirer d'autres encore en réappliquantl'extraction-rejet à ces nouvelles familles ! Ainsi on obtient les triangulations 4-connexes à partirdes triangulations 3-connexes.Le théorème suivant s'obtient donc en traduisant les schémas de composition du chapitre 4 parl'application, mutandis mutantis, de l'algorithme polyèdre.Théorème 5.9 Les familles suivantes peuvent être tirées au hasard avec la même complexité qu'authéorème 5.8.� les cartes planaires enracinées 3-connexes selon les paramètres �nombres de sommets defaces�, à partir des non séparables. Pour un tel paramètre double, la complexité s'entend pourdes nombres de sommets n et d'arêtes N tendant vers l'in�ni avec 1=3+ " < n=N < 2=3� ",en vertu de l'étude du chapitre 4.� les triangulations 3-connexes enracinées selon le paramètre �nombre de triangles�, à partirdes non séparables.� les triangulations 4-connexes enracinées, appelées triangulations simples par W.T. Tutte selonle paramètre �nombre de triangles�, à partir des 3-connexes. L'algorithme d'extraction estexpliqué à la section suivante.� les cartes non séparables, à partir des cartes planaires5.� les cartes arêtes 2-connexes, à partir des cartes planaires.� les cartes planaires sans boucles, sans sommets pendants, sans arêtes parallèles, sans arêtesmultiples, irréductibles, ou toute combinaison de ces propriétés, avec ou sans non séparabilitéou 2-connexité ou (quand cela à un sens) bipartition.Remarquons quand même par exemple qu'on ne peut obtenir ainsi de cartes 3-connexes biparties,car le noyau 3-connexe d'une carte bipartie n'a pas de raison d'être biparti.En�n l'extraction de noyau permet probablement de construire des graphes généraux 2- et 3-connexes aléatoires ayant peu d'arêtes. Les graphes généraux à m sommets ayant plus de m logmarêtes sont presque toujours 3-connexes et donc très faciles à obtenir. Au contraire, les graphesayant par exemple un nombre linéaire �m d'arêtes ont une probabilité très faible d'être 2- ou 3-connexes et leurs propriétés en fonction de � ont fait l'objet d'une étude passionnante, en particulier5mais il est plus e�cace d'utiliser directement la conjugaison d'arbres.



5.4. GRAPHES, TRIANGULATIONS ET POLYÈDRES CONVEXES 161par S. Janson, D. E. Knuth, T. Luczak, et B. Pittel [101]. L'étude expérimentale des composantes2- et 3-connexes de ces graphes semble intéressante à mener.En�n, remarquons que dans un isomorphisme de structure combinatoire du typeF ' G � H;les objets de la famille H apparaissent eux aussi uniformément. Si, par exemple, la plus grandesous composante est unique et grande en moyenne, alors on peut donner par extraction un pseudo-algorithme de génération quasi-uniforme pour les objets de H à partir des objets de F . Malheu-reusement, le seul type d'exemple un peu intéressant à tirer ainsi au hasard que j'ai trouvé estcelui des polynômes irréductibles sur un corps �ni, extraits de polynômes quelconques. Or il mesemble que X. Gourdon a montré qu'en général la plus grande sous-composante dans ce type decomposition est de taille logarithmique, ce qui ruine l'espoir d'avoir une complexité polynômiale(sans compter le fait qu'il faut encore factoriser...).5.4.2 Graphes, triangulations et polyèdresLa génération aléatoire uniforme de cartes planaires peut bien entendu s'interpréter comme unegénération aléatoire de graphes planaires selon la distribution du nombre de plongements ! Cetteremarque n'est pas si bête qu'il y paraît : il y a lieu de se demander dans certain cas quelle est ladistribution la plus logique à considérer.Cependant pour les graphes 3-connexes (et donc 4-connexes), cette discussion devient sansobjet, en vertu du théorème d'unicité du plongement de H. Whitney.Énonçons ce théorème, ainsi que deux autres qui permettent de d'étendre le champ d'applicationde nos générateurs.Théorème 5.10 (H. Whitney 1933) [151] Un graphe planaire 3-connexe admet un unique plon-gement planaire à homéomorphisme et inversion de la sphère près.Théorème 5.11 (E. Steinitz 1922) [132, 134] Tout graphe planaire 3-connexe est le graphed'un polyèdre convexe. Inversement le graphe d'un polyèdre convexe est planaire et 3-connexe.Théorème 5.12 (W.T. Tutte 1980, E.A. Bender, L.B. Richmond et N.C. Wormald1982/1985, D.M. Jackson et L.B. Richmond 1992)[124] Les fractions de graphes ayant dessymétries sont exponentiellement faibles dans les trois familles suivantes :� Les graphes de triangulations convexes [144].� Les graphes de polyèdres convexes [123, 19].� Les graphes de triangulations 4-connexes [95].Ainsi nos générateurs uniformes pour les cartes enracinées fournissent des générateurs quasi-uniformes pour ces trois dernières familles de graphes : un algorithme de génération aléatoired'objets d'une famille Fn est quasi-uniforme s'il existe une sous-famille F 0n � Fn, de taille expo-nentiellement négligeable (i.e. il existe � > 0 et � > 0 tq, jF 0nj < jFnje��n�) telle que l'algorithmesoit uniforme sur F n F 0 et néglige éventuellement les éléments de F 0 (i.e. la probabilité de tirerun élément donné de F 0 est inférieure à 1=jFj).



162 CHAPITRE 5. GÉNÉRATION ALÉATOIRECorollaire 5.13 (la fonction polyèdre mérite son nom) Le pseudo-algorithme polyèdre etses variantes permettent, sans changement de complexité, la génération aléatoire quasi-uniformedes objets suivants :� Les graphes planaires 3-connexes ou graphes de polyèdres convexes, selon les paramètres�nombre d'arêtes� ou �nombres de sommets et d'arêtes�.� Les graphes planaires 3-connexes maximaux ou triangulations convexes, selon le paramètre�nombre de triangles�.� Les graphes planaires 4-connexes maximaux ou triangulations convexes simples au sens deTutte, selon le paramètre �nombre de triangles�.Ces algorithmes de génération aléatoire sont destinés à rejoindre la bibliothèque d'algorithmes pourles graphes planaires, développée à l'EHESS par l'atelier de taxiplanie [46].5.5 Calcul des composantes 3- et 4-connexes d'un graphe pla-naire5.5.1 Composantes 3-connexes d'un graphe planaireÀ la section 1.5 est mentionnée la construction du noyau 3-connexe d'une carte non séparable entermes de 4-cocycles dans la carte radiale (cf. [139, 117, 7]) Nous déduisons de cette décompositionun algorithme qui fournit pour les cartes planaires une alternative reposante à l'algorithme généralde J.E. Hopcroft et R.E. Tarjan [87]. Bien entendu leur algorithme est linéaire et s'applique à tousles graphes, ce qui laisse peu de place à une amélioration signi�cative... Cependant il faut bienreconnaître que dans le cas planaire, cet algorithme est un peu surdimensionné et on peut fairebien plus simple.Il semble qu'un algorithme similaire à celui que nous allons présenter ait été obtenu indépen-damment dans l'atelier de taxiplanie de l'EHESS.La caractérisation que nous utilisons s'exprime pour les cartes radiales en terme de cocycle (cf.�gure 5.4). Un cocycle est un cycle de la carte duale. En d'autre termes un cocycle d'une carteplanaire est une suite d'arêtes (a1; : : : ; ak) telle que� pour tout i il existe une face incidente simultanément à ai et ai+1,� la suppression des arêtes ai crée au moins deux composantes connexes.Proposition 5.14 (R.C. Mullin et P.J. Schellenberg 1968) Soit R la carte radiale associéeà une carte planaire C. Alors� C est non séparable si et seulement si R ne contient pas de 2-cocycle.� C est 3-connexe si et seulement si R ne contient pas de 4-cocycle non trivial 6.6tous les sommets de R ont degré quatre donc les quatre arêtes incidentes à un sommet forment un 4-cocycleque je quali�e de trivial.
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Fig. 5.4: Un 4-cocycle (en gras) dans une carte radiale sans 2-cocycle.Le but du jeu est donc de détecter les 4-cocycles : l'algorithme suivant extrait le noyau d'une cartenon séparable enracinée en travaillant sur la carte radiale.Algorithme Noyau bêteentree : une carte radiale R enracinée sur une arête issue du sommet s.sortie : le noyau de R en s.Tant qu'il reste des 4-cocycles non triviaux,1. choisir un 4-cocycle non trivial,2. l'une des deux composantes séparées par le cocycle contient la racine s. Remplacerl'autre par un sommet en formant un 4-cocycle trivial.Si on voulait réaliser une décomposition complète en composantes 3-connexes, il faudrait encorerécursivement décomposer chacune des composantes supprimées.Tout le problème est donc de déterminiser l'algorithme précédent : il faut trouver assez vite les4-cocycles.Pour cela nous introduisons un ordre dans l'exploration de la carte.Algorithme Noyau moins bêteentree : une carte radiale R enracinée sur une arête issue du sommet s.sortie : le noyau de R en s.1. Construire un arbre couvrant en largeur et numéroter les sommets selon leur dis-tance à s. Les arêtes de l'arbre couvrant sont orientées de la racine vers les feuilles(distance croissante donc).2. Pour chaque arête a de l'arbre couvrant, prise dans l'ordre pré�xe, rechercher les4-cocycles non triviaux la contenant. Soit f la face à droite de a, g la face à gauchede a. Soit d la distance du sommet d'arrivée de a.
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Fig. 5.5: Marquage préliminaire des voisines de la face de droite.
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Fig. 5.6: Recherche du candidat extrémal sur la face de gauche.
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Fig. 5.7: Parcours de la voisine, à la recherche de marques.
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Fig. 5.8: Détection d'une marque et 4-cocycle maximal associé.(a) (Figure 5.5) Parcourir la face f dans le sens indirect en partant de a, tantque les sommets rencontrés sont à distance supérieure à d. Au fur et à mesuremarquer les faces gauches rencontrées.(b) (Figure 5.6) Parcourir la face g dans le sens direct jusqu'au premier sommet àdistance d�1. Alors revenir en sens indirect et pour chaque arête b rencontrée,i. (Figure 5.7) Parcourir la face gauche de b dans le sens direct, jusqu'aupremier sommet à distance d � 1. Revenir en sens indirect en testant siles faces gauches sont marquées.ii. (Figure 5.8) Dès qu'une face marquée est rencontrée, nous avons trouvéle 4-cocycle maximal s'appuyant sur a et ne contenant pas de sommetsd'étiquette inférieure strictement à d. On peut donc s'arrêter.Si un 4-cocycle non trivial a été détecté, remplacer la composante ne contenantpas s par un sommet en formant un 4-cocycle trivial. Il faut marquer détruite lesarêtes ainsi éliminées ou les éliminer de l'arbre couvrant.Montrons que cet algorithme remplit son o�ce.Proposition 5.15 L'algorithme noyau moins bête construit le noyau en temps linéaire en moyenne.On peut compliquer un peu cet algorithme pour le rendre vraiment linéaire, en utilisant plutôt ladistance dans la carte duale, mais comme nous voulons l'appliquer à des cartes tirées aléatoirement,ça n'est pas nécessaire.Démonstration. Cet algorithme détecte tous les 4-cocycles maximaux (i.e. contenus dans aucunecomposante séparée par un autre 4-cocycle) dont l'une des arêtes d'étiquette minimale appartient
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Fig. 5.9: Tout cocycle contient une arête de l'arbre couvrant dont l'étiquette est minimale.

Fig. 5.10: Un trois séparateur d'une triangulation est un triangle.à l'arbre couvrant. En e�et l'algorithme essaye toutes les arêtes voisines d'une arête a de l'arbrecouvrant susceptible d'appartenir à un 4-cocycle ne contenant aucun sommet à distance inférieureà d. Il les essaye de plus de la plus extérieure à la plus intérieure, de sorte que le premier 4-cocyclerencontré est maximal et contient tous les 4-cocycles s'appuyant sur a (i.e. dont l'étiquette de aest minimale parmi les étiquettes du cocycle).Or il est clair, par dé�nition du parcours en largeur utilisé pour construire l'arbre couvrant (cf.�gure 5.9) que tout 4-cocycle contient une arête de l'arbre couvrant dont l'étiquette est minimale.Ceci conclut la preuve de la validité de l'algorithme.Reste le problème de sa complexité. La complexité moyenne est linéaire : en e�et, la distributiondes degrés des sommets dans les cartes planaires suit une loi limite discrète géométrique ([10, 107]).Il en va donc de même des faces dans les cartes radiales. Or la complexité de l'algorithme est majoréepar la somme des nombres d'arêtes à distance deux d'une arête donnée. 2



5.5. CALCUL DES COMPOSANTES 3- ET 4-CONNEXES D'UN GRAPHE PLANAIRE 1675.5.2 Composantes 4-connexes d'une triangulationL'extraction du noyau (ou des composantes) 4-connexe d'une triangulation 3-connexe est encoreplus facile. En e�et dans une triangulation, un 3-séparateur est nécessairement formé des 3 sommetsd'un 3-cycle (cf. �gure 5.10). On est donc ramené à détecter les 3-cycles pour les remplacer pardes faces (ou les 3-cocycles par des sommets dans la carte cubique duale). Ceci se traite par unesimpli�cation immédiate de l'algorithme noyau moins bête.
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Chapitre 6Genres supérieurs et g-arbresNous menons dans ce chapitre trois courtes études bijectives de cartes en genre supérieur.� La section 6.1 est consacrée à une présentation géométrique du codage des cartes de genreg à n arêtes par les cartes bien étiquetées à une face de même genre (appelées g-arbresétiquetés). Ces résultats, qui généralisent une bijection de R. Cori et B. Vauquelin, sont issusd'une collaboration avec B. Jacquard puis M. Marcus.� La section 6.2 rend compte de résultats partiels sur l'interprétation bijective d'une récurrence,due indépendamment à D.M. Jackson et à J. Harer et D. Zagier, pour le nombre de g-arbresà n arêtes.� Finalement la section 6.3 décrit une construction simple pour énumérer les g-arbres à unseul sommet. Une première version de cet algorithme est due à A.B. Lehman et nous l'éten-dons à di�érents autres cas particuliers. Entre autres nous obtenons une nouvelle preuvecombinatoire de la formule c�n;n�1 = 2(n� 2)!qui donne le nombre de factorisations d'une permutation impaire � en produit d'un n-cycleet un n� 1 cycle.6.1 Cartes orientables : réduction directe aux g-arbresNous présentons dans cette section une bijection entre cartes de genre g et cartes étiquetées à uneface de même genre. Pour g = 0, une bijection récursive a été décrite en termes de permutationspar R. Cori et B. Vauquelin [43]. Une bijection di�érente a été donnée par D. Arquès [4], quiprésente l'avantage d'être géométrique et de s'étendre aux hypercartes. Par contre la bijectionrécursive de R. Cori et B. Vauquelin s'étend, toujours en termes de permutations, aux cartes degenre quelconque, comme l'a montré M. Marcus [113]. Nous présentons ici une version géométriquenon récursive de cette bijection. Dans le cas planaire, cette approche a été utilisée avec B. Jacquard[98] pour montrer une conjecture de S. Dulucq et J.-G. Penaud sur les arbres associés aux cartes171



172 CHAPITRE 6. GENRES SUPÉRIEURS ET G-ARBRESnon séparables. Avec M. Marcus, nous avons étendu cette construction au cas des cartes de genrequelconque, présenté ici.6.1.1 Algorithme de compressionDé�nition 6.1 Un g-arbre est une carte enracinée de genre g à une seule face. Un g-arbre bienétiqueté est un g-arbre dont les sommets sont étiquetés par des entiers strictement positifs de sorteque les étiquettes de deux sommets voisins di�èrent d'au plus 1, et dont le sommet racine portel'étiquette 1.Soit C une carte. Nous avons dé�nit la carte radiale R de C lorsque C est planaire. En fait cetteconstruction fonctionne exactement de la même façon si C est de genre g et la carte radiale obtenueest de genre g. Si C est une carte et R sa radiale (dont tous les sommets sont de degré quatredonc), on note Q la carte duale de R. Toutes les faces de la carte Q sont de degré quatre et Q estappelée la quadrangulation de C. La quadrangulation Q est bicoloriée : ses sommets blancs sontles faces de C, et ses sommets noirs les sommets de C. Chaque face de Q entoure une arête de C.La �gure 6.2 illustre cette construction.L'algorithme suivant dé�nit un codage des cartes de genre g par les g-arbres bien étiquetés :l'étude des cartes de genre g se ramène par ainsi à celle des cartes étiquetées à une seule face.Algorithme compresseentree : Une carte enracinée C de genre g à n arêtes.sortie : Un g-arbre bien étiqueté à n arêtes.1. Construire la quadrangulation Q associée à C.2. Étiqueter les sommets de Q par leur distance au sommet racine. Remarquons queles faces de Q sont alors de deux types, suivant les valeurs relatives des étiquettesautours de la face : simple (e; e + 1; e + 2; e + 1) ou con�uente (e; e + 1; e; e+ 1)(cf. �gure 6.1 et lemme 6.3).3. Construire une nouvelle carte A dont les sommets sont les sommets de Q distinctsdu sommet racine. Pour chaque face de Q, une arête est ajoutée dans A (cf.�gure 6.1) ; cette arête joint les sommets :� d'étiquette maximale dans le cas d'une face con�uente.� d'étiquette consécutive e + 1 et e + 2 lorsqu'on parcourt la face dans le sensdirect dans le cas d'une face simple.Les étiquettes des sommets sont conservées.4. Le résultat est la carte A qui est un g-arbre bien étiqueté à n arêtes.L'ordre dans lequel les règles sont appliquées à chaque face est indi�érent. Le résultat principal decette section est le théorème suivant :
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eFig. 6.1: Les deux types de faces et les règles de sélection associéesThéorème 6.2 L'algorithme compresse dé�nit une bijection entre les cartes enracinées de genreg et les g-arbres bien étiquetés, bijection qui conserve le nombre d'arêtes.Cet algorithme dé�nit dans le cas planaire la même bijection que l'algorithme de R. Cori et B.Vauquelin [43]. Dans le cas des surfaces de genre g, il dé�nit la même bijection que l'algorithmede M. Marcus [113], bien que ce dernier soit récursif et décrit en termes de permutations. Un desintérêts de la forme géométrique de l'algorithme décrit ci-dessus est qu'il est aisé à appliquer surun exemple (cf. �gures 6.2 à 6.4).6.1.2 Preuve de la correction de l'algorithmeNous montrons tout d'abord que l'algorithme compresse construit bien, ainsi qu'annoncé, ung-arbre à n arêtes à partir d'une carte de genre g à n arêtes.Nous adoptons les notations suivantes ;� C désigne une carte à n arêtes, dessinée sur une surface S, de genre g.� Q désigne la quadrangulation de C.� Q0 est la carte formée de la réunion des arêtes de Q ainsi que des arêtes ajoutées au pas 3dans les faces con�uentes.� A est le sous-ensemble des arêtes de Q0 dé�ni par l'algorithme compresse au pas 3.A priori, A ne dé�nit pas nécessairement une carte, encore moins une carte sur la surface S : ilse pourrait en e�et que A ne dé�nisse pas un graphe connexe ou que les domaines délimités parA sur S ne soient pas simplement connexes. Nous notons encore Q̂0 la carte duale de Q0, dont lesfaces sont étiquetées, comme le sont les sommets de Q0. En�n soit Â l'ensemble des arêtes de Q̂0duales d'une arête de A.Nous démontrons successivement les résultats suivants :Lemme 6.3 Toute face de Q est soit con�uente, soit simple.Lemme 6.4 L'application de la règle de placement des arêtes à deux faces simples distinctes donnedes arêtes distinctes de A.Lemme 6.5 Les faces de Q0 peuvent toutes être atteintes à partir d'une face incidente au sommet0 en ne traversant que des arêtes n'appartenant pas à A. Ceci est équivalent à dire que les arêtesde A ne délimitent qu'un seul domaine sur S.
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Fig. 6.2: Une carte et sa quadrangulation (arêtes discontinues).
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Fig. 6.3: Les sommets sont numérotés par la distance.
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Fig. 6.4: Application des règles dans chaque face et arbre bien étiqueté obtenu.
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e+1
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Fig. 6.5: D'une face d'étiquette minimale e à une face d'étiquette minimale e� 1.Lemme 6.6 Le graphe Q̂0 n Â ne contient qu'un seul cycle simple qui borde la face 0 de Q̂0. Ceciest équivalent à dire que le domaine S nA est simplement connexe.De ces résultats nous déduisons la proposition suivante, elle montre que l'algorithme se comportecomme annoncé :Proposition 6.7 L'ensemble d'arêtes A dé�nit un g-arbre à n arêtes.Démonstration. Les lemmes 6.5 et 6.6 impliquent que A dé�nit une carte à une face sur la surfaceS, c'est-à-dire un g-arbre. De plus, d'après le lemme 6.4, A contient autant d'arêtes que Q de faces.Comme les faces de la quadrangulation de C sont en bijection avec les arêtes de C, on en déduitque A possède le même nombre d'arêtes que C, ce qui termine la démonstration de la proposition.2Démontrons maintenant les di�érents lemmes.Démonstration du lemme 6.3. Une quadrangulation est bipartie, et la couleur des sommetscoïncide avec la parité de la distance à l'un d'entre eux. De plus, si x et y sont liés par une arêtealors j�(x)��(y)j = 1. Comme toutes les faces sont de degré 4, les seuls cycles d'étiquettes possiblesautour d'une face sont donc (e; e+ 1; e+ 2; e+ 1) ou (e; e+ 1; e; e+ 1). 2Démonstration du lemme 6.4. Soit a une arête de A. Alors a est de la forme x1x2 où x1 etx2 sont deux sommets de Q0 étiquetés e1 et e2 respectivement. Si e1 = e2, l'arête a provient d'uneface con�uente et n'a pu être sélectionnée que par cette face. Sinon, orientons l'arête a dans le sensdes étiquettes croissantes. D'après la règle pour les faces simples, a n'a pu être sélectionnée quepar une face : celle située à sa droite. 2Démonstration du lemme 6.5. Montrons le résultat par récurrence sur l'étiquette minimaledes sommets bordant la face : soit une face f et x le sommet d'étiquette minimale e bordant f ,montrons que, si e > 0, on peut atteindre une face d'étiquette minimale e�1 en tournant autour dex sans rencontrer d'arêtes marquées. Parmi les deux arêtes issues de x et bordant f , celle qui a f àsa droite ne peut appartenir à A. En e�et la seule face qui aurait pu la sélectionner est justementf . On peut donc passer de f à la face voisine à travers cette arête non marquée en tournant autourde x dans le sens direct. Soit la nouvelle face ainsi atteinte admet toujours x comme sommetd'étiquette minimale et on continue à tourner autour de x, soit on a atteint une face d'étiquette
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Fig. 6.6: La carte Q0 et un cycle dans son dual.
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e+2

suivi de

e e+1

e+1e+1

e e e+1Fig. 6.7: Cas de �gure possiblesminimale e� 1. Ce dernier cas �nit toujours par se produire car le sommet x est par constructionrelié à au moins un sommet étiqueté e � 1. On peut donc toujours atteindre par récurrence uneface incidente au sommet 0. De plus aucune des arêtes adjacentes au sommet d'étiquette 0 n'estmarquée, donc deux faces de Q0 peuvent toujours être reliées à travers des arêtes non marquées.2Démonstration du lemme 6.6. Supposons donc qu'il existe un cycle simple orientéfx̂0; â0; x̂1; â1; : : : ; x̂k�1; âk�1; x̂0goù les x̂i sont des sommets du dual Q̂0 et les âi des arêtes de Q̂0 n Â. Chaque arête âi joint lesdeux sommets x̂i, x̂i+1 du dual (i.e. ai sépare deux faces xi, xi+1 de Q0). L'orientation de l'arête
e+1 e

e-1eFig. 6.8: Cas de �gure exclu



6.1. CARTES ORIENTABLES : RÉDUCTION DIRECTE AUX G-ARBRES 177âi de x̂i à x̂i+1 dé�nit une face gauche et une face droite d'étiquettes respectives e0i et ei : âi estbordée par (e0i; ei). On peut supposer que le cycle est choisi de sorte que e0 soit minimale parmiles étiquettes ei et e0i le bordant. (cf. �gure 6.6). Les arêtes bordées par deux étiquettes égales sontd'après la règle con�uente des arêtes de Â. Nous avons donc e00 = e0 + 1.Plaçons nous en x̂0, et parcourons successivement les arêtes â0; â1; : : : ; âk�1 ; nous montronsque les étiquettes voisines des arêtes parcourues ne peuvent pas décroître : en e�et, étant donnéeune arête ai bordée par (e + 1; e), les deux règles de marquages des arêtes impliquent que l'arêteai+1 (qui est non marquée) est bordée par (e+ 1; e) ou (e+ 2; e+ 1) (cf. �gure 6.7 et 6.8).Par conséquent les étiquettes ne peuvent pas décroître sur le cycle et sont donc constantes ; ils'en suit qu'on fait le tour d'un sommet étiqueté e0 de Q0 ; or le seul sommet de Q0 non-incidentà une arête marquée et donc le seul dont on puisse faire le tour est par construction le sommetétiqueté 0. 26.1.3 Construction réciproque et preuve du théorèmeLe but de cette partie est de construire une application C réciproque de l'application A qui àune carte C associe le g-arbre dé�ni par l'algorithme compresse.Soit A un g-arbre bien étiqueté à n arêtes et f sa seule face. Celle-ci peut être vue commeun polygone dont les 2n côtés sont identi�és deux à deux. Par hypothèse, l'arête racine joint unsommet d'étiquette 1 à un sommet d'étiquette 1 ou 2. On numérote les sommets du polygone de1 à 2n de façon à ce que la racine joigne le sommet 2n au sommet 1 et on appelle ei l'étiquette dui-ème sommet. (De sorte que e2n = 1 et e1 = 2 ou e1 = 1.)
3

1

2

1 2

22

3
4Fig. 6.9: Un arbre torique et son unique face vue comme polygone.On dé�nit alors l'application successeur s pars(i) = ( minfj > i j ej = ei � 1g si ei > 1;? si ei = 1:Pour tout i tel que s(i) 6= i+ 1 et s(i) 6= ? on trace alors la corde (i; s(i)) (cf. �gure 6.11).Propriété 6.8 i) le diagramme de corde ainsi obtenu est planaire (i.e. les cordes ne se coupentpas).ii) tous les sommets d'étiquette 1 sont incidents à la face racine de ce diagramme de corde.
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Fig. 6.10: La numérotation.
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Fig. 6.11: Les cordes (i; s(i)).Démonstration. i) supposons que deux cordes (i; s(i)) et (j; s(j)) se coupent. Quitte à échangeri et j on a i < j < s(i) < s(j). On déduit des 2 premières inégalités et de la dé�nition de s queej > es(i) et des 2 dernières que es(i) > ej , ce qui est contradictoire.ii) supposons maintenant que es(i) = 1 alors ei = 2 et quel que soit j 2 [i; s(i)� 1], ej > 2. Soitde plus p(i) = minfj < i j s(j) = ig (le prédécesseur de i) alors si ei = 1, ep(i) = 2 et ep(i)�1 = 1.Donc le diagramme est de la forme indiquée sur la �gure 6.11. La face centrale ainsi dé�nie estincidente à toutes les arêtes du polygone commençant par 1. 2On dé�nit alors la carte Q0 obtenue en ajoutant les cordes (i; s(i)) à Q, ainsi qu'un sommetétiqueté 0 et des arêtes joignant ce sommet aux sommets étiquetés 1. La face centrale est ainsidécoupée en faces simples. Nous allons montrer qu'elles sont de degré 3 ou 4.Propriété 6.9 Les faces de Q0 sont soit triangulaires soit quadrangulaires et sont incidentes à aumoins une arête du polygone.
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Fig. 6.12: Cordes et sommet supplémentaire.
j

je+1

je+1

e j

i 2

i 1

Fig. 6.13: Soit j de numéro maximal dans une face.Démonstration. Soit f une face et j le sommet de numéro maximal de cette face. Si la face estincidente au sommet supplémentaire étiqueté 0, le résultat est immédiat. Sinon, les deux sommetsvoisins de j dans la face sont numérotés i1 et i2 avec i1 < i2 (cf. �gure 6.13). Ces deux sommetsont pour étiquette ej + 1 : en e�et l'arête (i1; j) est une corde donc j = s(i1) et ei1 = ej + 1. Ori1 < i2 < j ce qui implique que ei2 > ej et donc que ei2 = ej + 1.Par construction, aucune autre corde ne part de i1 donc la face est bordée par l'arête (i1; i1+1)du polygone. Il y a alors 2 cas :� si i1 + 1 = i2, la face est triangulaire,� sinon, ei1+1 = ei1 + 1 = ej + 2 (ou alors on aurait une corde (i1 + 1; j) qui exclurait i2 dela face) et s(i1 + 1) = i2. En e�et si s(i1 + 1) 6= i2, alors es(i1+1) = ei1+1 � 1 = ei2 et doncs(s(i1 + 1)) = s(i2) = j et on aurait une corde (s(i1 + 1); j) qui exclurait i2 de la face f . 2Les faces de degré 4 de Q0 sont simples et l'identi�cation des cotés du polygone associe les facestriangulaires deux à deux pour former les faces con�uentes d'une quadrangulation Q d'une carte
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Fig. 6.14: Deux cas possibles : triangulaire ou quadrangulaire.C(A). De plus nous véri�ons que les arêtes du polygones sont bien placées dans Q conformémentaux règles de sélection de l'algorithme compresse. Nous en déduisons que A(C(A)) = A.Inversement soit C une carte de genre g et A(C) le g-arbre construit par l'algorithme compresseà partir de C. E�ectuons alors la construction réciproque dans l'ordre suivant : plaçons toutd'abord le sommet 0 et ajoutons les arêtes le liant à chaque sommet étiqueté 1 du polygone.Puis dans chaque face ainsi dé�nie ajoutons les cordes (i; s(i)) par ordre croissant d'étiquette, enfermant à chaque nouvelle corde une face de Q0. Ainsi nous pouvons véri�er au fur et à mesure quel'ajout de ces cordes donne des faces auxquelles il est possible d'appliquer les règles de sélectionde l'algorithme compresse pour retrouver les arêtes du polygone et que ce sont les seules cordespossibles. (Comparer la �gure 6.1.3 à la �gure 6.1.) Nous en déduisons que C(A(C)) = C, ce quitermine la preuve du théorème 6.2.6.2 Vers une récurrence d'Harer et Zagier bijectiveLe but de cette partie est de fournir quelques outils en vue de l'obtention d'une preuve combi-natoire de la récurrence suivante(n+ 1)"g(n) = 2(2n� 1)"g(n� 1) + (2n� 1)(n� 1)(2n� 3)"g�1(n� 2)où "g(n) désigne le nombre de cartes à une face de genre g à n arêtes. Cette récurrence éléganteet simple a été obtenue indépendamment par D.M. Jackson à l'aide de méthode algébrique (voiraussi le chapitre 7) et par J. Harer et D. Zagier en utilisant des intégrales de matrices. Dans lesdeux cas, les preuves sont délicates et assez longues. De plus une preuve bijective permettrait deconstruire les g-arbres facilement et, partant de là, de construire les cartes de genre g à l'aide dela bijection de la section précédente.Notre démarche consiste à essayer d'étendre la preuve bijective de J.L. Rémy de la récurrencecette récurrence pour g = 0. Elle n'aboutit pas pour l'instant, mais semble prometteuse. Avis auxamateurs !
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1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1211 13 14

2 3 1 2-1 -3 0 -4 3 -1 -1 0 -1 -1Fig. 6.15: Un chemin de Lukacievicz à deux références (m;�; #) avec m =(2; 3; 1;�1; 2;�3; 0;�4; 3;�1;�1; 0;�1;�1), I = f6; 8g, �(6) = 10, �(8) = 12, #(6) = 1 et#(8) = 2.6.2.1 Chemins et g-arbresLes arbres plans enracinés sont codés par des mots de Lukacievicz. Nous présentons une géné-ralisation de ce codage aux g-arbres enracinés. Nous l'exprimons en termes de chemin.Dé�nition 6.10 Un chemin de Lukacievicz à g références est un triplet (m;�; #) où� m = x1 : : : xn est un mot tel que les xi sont des entiers relatifs distincts de 2 et tel queI = fi j xi 6 �3g est de cardinal g.� Pni=1 xi = �1 et Pi<k xi > 0 pour tout k < n.� � est une injection de I dans [1; n] telle que pour tout i 2 I, �(i) > i et x�(i) = �xi � 4.� # est une application de I dans N avec pour tout i 2 I, 1 6 #(i) 6 �xi � 2.Cette dé�nition est illustrée par la �gure 6.15.Théorème 6.11 Il existe une bijection entre les g-arbres à n arêtes et les chemins de Lukacieviczà g références de longueur n+ 1 telle que :� chaque sommet (distinct de la racine) de degré k correspond à une lettre xi = k � 2 nonréférencée.� si le degré du sommet racine est d, la première lettre est x1 = d� 1.La preuve se fait à l'aide d'une décomposition récursive par contraction de l'arête racine, que nousinterprétons en termes de mots à références. La décomposition que nous utilisons s'apparente auxdécompositions de W.T. Tutte que nous avons décrit à la section 1.3. Des équations fonction-nelles s'en déduisent, qui permettent d'étudier les comportements des nombres de cartes en genresupérieur, asymptotiquement [9, 67] ou exactement [14, 66, 5].Démonstration. Il existe une unique carte à zéro arête, qui est de genre zéro. Elle contient ununique sommet et une unique face. D'un autre côté il existe un unique chemin de Lukacievicz àréférences de longueur 1, qui est fait d'un unique pas �1 et ne contient aucune référence.
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p+1 q+1 p+q

q

p q-1 p+q-1

1 1

Fig. 6.16: L'arête racine joint deux sommets distincts.Supposons maintenant que pour tout k < n et tout g > 0 les g-arbres à k arêtes soient mis enbijection avec les chemins de longueur k+1 à g références et que la bijection respecte les conditionsdu théorème. Dé�nissons alors pour tout g une bijection des g-arbres à n arêtes sur les cheminsde longueur n + 1 à g références : soit C un g-arbre à n arêtes, et a son arête marquée. Nousdistinguons deux cas :� L'arête a joint deux sommets distincts. (cf. �gure 6.16) Alors soit C 0 la carte obtenue encontractant l'arête a et en enracinant le brin suivant autour du nouveau sommet racine. Lacarte C 0 est un g-arbre à n�1 arêtes, qui correspond donc à un unique cheminm1 de longueurn� 1 à g références. Le chemin m1 s'écrit x1m2 où x1 est la première lettre de m1. Alors parhypothèse, x1 + 1 est le degré de la racine de C 0. Le chemin associé à C est alors le cheminm = xixjm2 où xi+1 est le degré de la racine de C et xj +2 le degré du sommet terminal dea. Par construction de C 0 nous avons (xi +1)+ (xj +2) = (x1 +1)+ 2 donc xi + xj = x1 etle chemin m est bien un chemin de Lukacievicz de longueur n+1 à g référence. Inversementchacun des x1+1 chemins obtenus pour xi variant de 0 à x1 correspondent à autant de cartesdistinctes.� L'arête a est une boucle. (cf. �gure 6.17) Alors les brins autour du sommet racine sontorganisés en cycle (a; b1; : : : ; bp; �a; c1; : : : ; cq) avec p + q + 2 = x1 + 1 le degré du sommetracine. Soit alors C 0 la carte dans laquelle ce sommet racine est remplacé par les deux sommets(b1; : : : ; bp) et (c1; : : : ; cq), la racine étant b1. Cette carte contient toujours une unique facemais un sommet de plus et une arête de moins. Son genre est donc g � 1. Soit m0 le chemincodant C 0, m0 = (p � 1)m1(q � 2)m2 où (q � 2) est la lettre correspondant au sommet(c1; : : : ; cq) de C 0, dont la racine locale est cr. Soit alors m = (p+ q+1)(�q�2)m1(q�2)m2avec une référence de x2 = (�q � 2) vers xi = (q � 2) de valeur r. Par construction m estun chemin de Lukacievicz de longueur n+1 à g références. Inversement tout chemin obtenuainsi correspond à une unique carte.
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p+q+2

p q

2

q-2 q-2p+q+1
-q-2

p-1Fig. 6.17: L'arête racine est une boucle. 26.2.2 Décomposition des cheminsSoit "g(n) le nombre de chemins de Lukacievicz de longueur n + 1 à g références. Alors larécurrence satisfaite par "g(n) que nous voudrions démontrer s'écrit,(n+ 1)"g(n) = 2(2n� 1)"g(n� 1) + (2n� 1)(n� 1)(2n� 3)"g�1(n� 2):Cette récurrence généralise la récurrence pour les nombre de Catalan, interprétée bijectivementpar J.-L. Rémy [122]. En e�et pour g = 0, on a :(n+ 1)"0(n) = 2(2n� 1)"0(n� 1):Nous donnons une extension de la construction de J.L. Rémy en genre quelconque, qui nouspermet d'interpréter la première partie de la récurrence. Plus précisément, nous donnons les inter-prétations suivantes :Remarque 6.12 Les deux premiers termes de la récurrence d'Harer et Zagier s'interprètent com-binatoirement :� (n+ 1)"g(n) est le nombre de chemins de Lukacievicz de longueur n+ 1 à g références dontune lettre est pointée.� (2n� 1)"g(n� 1) est le nombre de chemins de Lukacievicz de longueur n à g références dontune lettre non référencée xk est étiquetée entre 0 et xk + 1.



184 CHAPITRE 6. GENRES SUPÉRIEURS ET G-ARBRESProposition 6.13 De plus il existe deux injections �1 et �2 de l'ensemble des chemins interprétant(2n � 1)"g(n � 1) dans l'ensemble E des chemins pointés de Lukacievicz de longueur n + 1 à gréférences dont la lettre pointée n'est ni un lettre référencée, ni une lettre �1 suivie par une lettreréférencée. Les injections �1 et �2 ont des images disjointes dont la réunion forme E.Remarquons que pour démontrer la récurrence il resterait alors à prouver que le nombre de cheminspointés de Lukacievicz de longueur n + 1 à g références dont la lettre pointée est référencée ouégale à �1 et suivie par une lettre référencée est :(2n� 1)(n� 1)(2n� 3)"g�1(n� 2);ce que nous ne savons pas faire.Démonstration. Le premier point est immédiat puisque les mots de Lukacievicz comptés par"g(n) ont n + 1 lettres. Pour le second, il faut montrer que Pk(xk + 2) = 2n � 1 où la sommeporte sur les lettres xk non référencées d'un mot de Lukacievicz de longueur n. Or par dé�nition,Pnk=1 xk = �1 et pour tout couple de lettres référencées (i; �(i)), xi + x�(i) = �4 d'où le résultat.Décrivons �1 : (�gure 6.18) soit m un chemin de longueur n, i tel que xi soit une lettre nonréférencée et soit k un entier 0 6 k 6 xi+1. Posonsm = m1xim2 et �1(m) = m1k(xi�k)m2 pointésur le pas de hauteur k. Il est immédiat que �1 dé�nit une bijection dont l'image est l'ensembledes chemins de longueur n+ 1, pointés sur un pas montant suivi d'un pas non référencé.
k

x i x -kk i

x +1

x +1x

i

iFig. 6.18: L'application �1.Décrivons maintenant �2 : soit m un chemin de longueur n, i tel que xi soit une lettre nonréférencée et 0 6 k 6 xi + 1. Posons m = m1xim2.� Si k = xi + 1 alors �2(m) = m1(xi + 1)(�1)m2, pointé sur la lettre �1 (en position i + 1).(cf. �gure 6.19)� Sinon soit p = h(m1) la hauteur du chemin avant le ième pas et j l'indice du premier passuivant i et dépassant la hauteur p+ k. Le pas j est descendant par construction, mais deux



6.3. GRAPHES DE LEHMAN ET G-ARBRES DE GENRE MAXIMAL 185
x x +1i

i

i

k=x +1

Fig. 6.19: L'application �2, k maximal.cas sont possibles :� soit le pas j commence exactement à hauteur p + k et descend. Dans ce cas �2(m) =m1(xi + 1)m3(�1)m4 pointé sur le pas (�1) où m3 est le facteur gauche de longueurj � i de m2. (cf. �gure 6.20)
k

x +1x i i
x jFig. 6.20: L'application �2, k non maximal, sans transfert.� soit le pas j est un pas h < �3 d'où part une référence. Mais alors, le pas j pointe sur unpas i0 de hauteur �h� 4 et porte une étiquette k0 comprise entre 0 et �h+1. Relevonsalors les deux pas j et i0 de 1, en donnant pour étiquette à la référence k qui est parconstruction compris entre 0 et �h+1. Puis reprenons la construction en partant de i0avec k0 au lieu de i avec k : nous sommes passé à travers la référence. (cf. �gure 6.21)Après être éventuellement passé au travers de références, un mot �2(m) �ni par être ainsidé�ni.Il est maintenant facile de voir que �2 dé�nit une bijection dont l'image est l'ensemble des cheminspointés de longueur n+ 1 sur un pas �1 non référencé. 26.3 Graphes de Lehman et g-arbres de genre maximalDans un manuscrit non publié, A. B. Lehman introduit une représentation des factorisationsd'une involution sans point �xe comme produit de deux n-cycles. En terme de g-arbres, ces facto-risations sont liées aux g-arbres à un seul sommet, ou encore au plongement de genre maximum
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xi j x i’
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k’’Fig. 6.21: L'application �2, k non maximal, avec transfert.d'un bouquet de boucles. Nous présentons cette construction et l'étendons à quelques autres cas.Ceci nous permet de donner une preuve bijective du théorème suivantThéorème 6.14 Soit � une permutation impaire de Sn. Le nombre de factorisations � = �� de� en un (n� 1)-cycle � et un n-cycle � est 2(n� 2)!:Soit � une involution paire de Sn avec p points �xes et 2q 2-cycles, de sorte que p + 4q = n.Le nombre de factorisations � = �� de � en deux n-cycles estn!p+ (n+ 1)2q :Un preuve bijective di�érente de la première assertion du théorème est due à A. Machì [112].Soit � une permutation de Sn. Si x est un élément de X = f1; : : : ; ng appelons �x l'image de xpar �.Le graphe de Lehman d'une suite a0; : : : ; ak d'éléments de X est un multigraphe orienté surX , dont les arêtes sont étiquetées e0; : : : ; ek�1 où ei va de �ai à ai+1. La �gure 6.22 illustre cettedé�nition.Une suite a0; : : : ; ak d'éléments de X est valide si� Les éléments a1; : : : ; ak sont distincts.� Le graphe de Lehman de la suite a0; : : : ; ak�1 ne contient pas de cycle.Lemme 6.15 Soit a0; : : : ; an une suite valide.
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3 = 42 = 1

8 = 7

5 = 5

7 = 8

4 = 3

6 =6

1 = 2

0
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34
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Fig. 6.22: Le graphe de Lehman de s = 3; 7; 1; 4; 5; 8; 3; 6; 2 pour n = 8 et � = (1; 2)(3; 4)(5)(6)(7; 8)en notation cyclique. e0 est l'arête pointillée.
n-1a0a

1a na

na
0a

na

n-1a
1a

na

Fig. 6.23: Les deux formes possibles du graphe.1. Si la permutation � est impaire alors le produit de � avec le (n�1)-cycle � = (a1; : : : ; an�1)(an)est un n-cycle.2. Sinon, le produit de � avec le n-cycle � = (a1; : : : ; an) est un n-cycle.Démonstration. D'après les hypothèses, le graphe de Lehman de la suite n'a pas de cycle. Deplus, puisque les éléments a1; : : : ; an sont distincts, tous les sommets ont degré sortant et entrantégal à 1, sauf �a0 (degré sortant 2), an (degré entrant 1), �an�1 et �an (degré sortant 0). Il suit quele graphe est de l'un des deux types montrés sur la �gure 6.23 où chaque partie des deux graphespeut être réduite à une seul sommet.Supposons tout d'abord que � est impaire et posons � = (a1; : : : ; an�1)(an) et � = ��. Pouri 2 f1; : : : ; n � 2g, �(�ai) = �(ai) = ai+1. Donc les arêtes e1; : : : ; en�2 du graphe de Lehman dea0; : : : ; an�1 représentent l'action de la permutation �. Pour représenter � complètement, il nousfaut ajouter les arêtes �an�1 ! a1 et �an ! an et supprimer l'arête pointillée. Si le graphe est dupremier type, la permutation � a un cycle, sinon elle en a deux.Mais � est impaire donc � et � ont des parités distinctes et � doit avoir un seul cycle. Ceciconclut la preuve de la première partie du lemme.Supposons maintenant que � soit pair et posons � = (a1; : : : ; an) et � = ��. Pour représenter� nous devons cette fois ajouter les arêtes �an�1 ! an et �an ! a1. Donc si le graphe est du premiertype, la permutation � a deux cycles et sinon elle en a un. Nous concluons grâce au fait que � et� doivent avoir la même parité. 2Démonstration du théorème. Commençons par compter les suites valides. Nous construisonstoutes les suites valides de manière incrémentale : pour tout a0 dans X , a0 est valide. De plus lasuite a0; : : : ; ak est valide si et seulement si :



188 CHAPITRE 6. GENRES SUPÉRIEURS ET G-ARBRES� La suite a0; : : : ; ak�1 est valide.� ak est distinct de a1; : : : ; ak�1.� ak ne crée pas de cycle, ie. ak est distinct de �a�k�1, le premier sommets du plus long cheminterminant en �ak�1.Le sommet �a�k�1 n'appartient pas à fa1; : : : ; ak�1g puisque tous ces éléments ont degré entrantnon nul. On en déduit que le nombre de choix possibles pour ak est n� k et par récurrence qu'ily a n! suite valides.Toute suite valide a0; : : : ; an correspond à une factorisation telle que décrite dans le théorème.Nous prétendons de plus que toutes les factorisations sont obtenues le même nombre de fois.Nous commençons par le lemme suivant : si a1; : : : ; an sont donnés, alors tous les a0 telsque a0; a1; : : : ; an soit valide donnent le même graphe de Lehman, au point de départ de l'arêtepointillée près. On en déduit que le nombre N(a1; : : : ; an) de tels éléments est la longueur duchemin partant de an.Supposons tout d'abord que � est impaire et soit � = (a1; : : : ; an�1)(an) une factorisation telleque décrite par le théorème. Le nombre de fois que � est obtenu est clairement la sommen�1Xi=1 N(ai; : : : ; an�1; a1; : : : ; ai�1; an):Cependant, le graphe de Lehman de a0; ai; : : : ; an�1; a1; : : : ; ai�1 est obtenu à partir du n-cyclereprésentant � en supprimant l'arête �an ! an et l'arête �ai�1 ! ai. Supprimer �an ! an donneun chemin de longueur n � 1 et lorsque i décrit 1; : : : ; n� 1, la seconde arête est successivementchacune des autres arêtes de sorte que la longueur du chemin partant de an prend toutes les valeurentre 1 et n� 1. Donc n�1Xi=1 N(ai; : : : ; an�1; a1; : : : ; ai�1; an) = �n2�:Puisque chaque factorisation est obtenue �n2� fois et qu'il y a n! suites valides, le nombre defactorisations est 2(n� 2)! et la première partie du théorème est prouvée.Supposons maintenant que � soit une involution avec p points �xes et 2q cycles (p+4q = n) etsoit � une factorisation telle que décrite dans le théorème. Soit a1; : : : ; an une des n représentationdu n-cycle �. Si an est un point �xe de � alors �an = an, on obtient la �gure 6.24, de sorte que
n-1a1a

na na

Fig. 6.24: an est un point �xe.N(a1; : : : ; an) = 1.



6.3. GRAPHES DE LEHMAN ET G-ARBRES DE GENRE MAXIMAL 189Sinon soit i l'indice tel que �an = ai. Puisque � est une involution, on a �ai = an et il y a unearête an ! ai+1 dans le graphe de Lehman de a0; a1; : : : ; an�1 pour tout choix de a0 tel que lasuite a0; : : : ; an, ce qui donne les di�érentes possibilités représentés sur la �gure 6.25. Considérons
na

n-1a
1a

a i+1
na

Fig. 6.25: Les choix valides pour le premier graphe.maintenant le graphe de Lehman de a0; ai+1; : : : ; an; a1; : : : ; ai�1 pour les choix de a0 tels que lasuite a0; : : : ; an soit valide : dans ce graphe les arêtes �ai�1 ! ai et �ai ! ai+1 n'apparaissent pasau contraire des arêtes �an�1 ! an et �an ! a1, ce qui donne cette fois les possibilités représentéessur la �gure 6.26. La comparaisons des deux graphes montre que le nombre total de choix de a0
a i+1

na a i= a i na=
n-1a1aFig. 6.26: Les choix valides pour le second graphe.pour ces deux suites est n+ 1.Le nombre total de suites valides donnant � est donc p+(n+1)2q. On en déduit que le nombrede factorisations est n!=(p+ (n+ 1)2q) et ceci termine la preuve. 2
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Chapitre 7Factorisations dans le groupesymétriqueDans ce chapitre nous dénombrons les factorisations ordonnées dans le groupe symétrique Snd'un grand cycle (1; : : : ; n) en produit de permutations de types cycliques donnés. Ce problème aété largement étudié et le résultat que nous démontrons contient et étend bon nombre de résultatsantérieurs.La section 7.1 est consacrée à présenter notre résultat principal ainsi que quelques corollaires.Après avoir énoncé le minimum de théorie des caractères du groupe symétrique nécessaire audémarrage de notre étude, nous donnons le plan de la preuve. Celle-ci occupe la section 7.3. Notrerésultat principal peut être simpli�é dans certains cas, que nous discutons dans la section 7.4. En�nnous donnons quelques applications à l'énumération des g-arbres (section 7.5).Les résultats de ce chapitre sont issus d'une collaboration avec Alain Goupil et DominiquePoulalhon [79, 120].7.1 Factorisations ordonnées7.1.1 Quelques dé�nitionsUne suite �nie décroissante � = (�1 > : : : > �` > 0) est une partition de l'entier n = �1+� � �+�`.On note � ` n et on appelle les entiers �i les parts de �. Si � possède �i parts égales à i, on noteencore � = 1�1 : : : n�n . Une distribution � de poids n est un m-uplet � = [�1; : : : ; �m] où chaque�i est une partition de n (i.e. �i ` n pour tout i = 1; : : : ;m).Nous utiliserons constamment les classes de conjugaisons du groupe symétrique Sn. Rappelonsdonc qu'à chaque partition � de n est associé l'ensemble C� des permutations de type cyclique� et que ces ensembles forment les classes de conjugaisons du groupe symétrique. De plus si� = 1�1 : : : n�n , alors le cardinal de C� est jC�j = n!=z� où z� = 1�1�1! � � �n�n�n!.Notre objectif est l'étude de certaines factorisations dans Sn :191



192 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEDé�nition 7.1 Soit � = [�1; : : : ; �m] une distribution de poids n et � une permutation de Sn.Notons alors K�� l'ensemble des solutions (�1; : : : ; �m) du système d'équations suivant, appeléesfactorisations ordonnées de � de distribution � :� �i 2 C�i pour tout i 2 [1;m].� �1 � � ��m = �.Notons c�� le cardinal de K��. Pour � = id la permutation identité, on le note simplement c�.Cette dé�nition rejoint les préoccupations de l'introduction du chapitre 3.Proposition 7.2 Soit � une distribution, alors c�� ne dépend que du type cyclique � de �. Ainsinous noterons c�� le cardinal commun des K�� pour � 2 C�. De plus,c[�1;::: ;�m;�] = c�� � jC�j:Démonstration. Soit � et �0 deux éléments de C�. Les permutations � et �0 sont conjuguéesde sorte qu'il existe une permutation � telle que �0 = ��1��. L'application � 7! ��1�� appliquéesimultanément aux m composantes d'un élément de K�� l'envoie sur un élément de K�0� . Cetteapplication est une bijection ce qui donne le résultat. 2Nous allons nous intéresser dans ce chapitre uniquement aux factorisations de n-cycles. Pour cesfactorisations particulières, la condition de transitivité (cf. section 3.1.1) est automatiquementvéri�ée.Remarque 7.3 Les factorisations de ! = (1; : : : ; n) sont en bijection avec les constellations poin-tées à une face de genre g ou g-cactus (cf. proposition 3.4 pour le cas g = 0, qui s'étend sansdi�culté).La dé�nition du genre pour les cartes combinatoires (formule (1), page 23) s'étend aux factorisations(voir [111] pour une discussion plus détaillée) :Dé�nition 7.4 Soit � = [�1; : : : ; �m] une distribution de poids n, et ri = n � `(�i). Soit encore� une partition de n, r = n� `(�). Le genre d'une factorisation de K(�;�) estg(�;�) = g([�1; : : : �m; �]) = 1� n+ 12  r + mXi=1 ri! :En particulier pour les factorisations de n-cycles, � = n et on obtientg(�;n) = 12  1� n+ mXi=1 ri! :Remarque 7.5 (cf. [111]) De même que dans le cas des constellations, la condition g(�;n) 2 Nest une condition nécessaire à l'existence de solutions au système d'équations (�;n) :Kn� 6= ; ) g(�;n) 2 N:Un des corollaires de notre étude sera de redémontrer que cette condition est su�sante dans le casdes factorisations de n-cycles (voir aussi [24]).



7.1. FACTORISATIONS ORDONNÉES 193Comme nous le verrons à la section suivante, une machinerie algébrique classique permet d'exprimerles constantes cn� en fonction d'une famille d'entiers (���)�;�`n appelés évaluations des caractères dugroupe symétrique. Combiné avec une règle de calcul classique pour les ���, la règle de Murnaghan-Nakayama, ceci fournit un moyen de calculer les c�. Cependant l'évaluation des caractères par larègle de Murnaghan-Nakayama nécessite en général un nombre exponentiel d'opérations. De plusla présence de sommations alternées ne permet pas de déterminer sans un calcul complet les casde nullité. Par ailleurs le rôle fondamental du genre dans les formules ainsi obtenues n'est pas dutout mis en évidence. Ces raisons font que di�érents auteurs ont cherché à simpli�er la formuleobtenue, au prix d'une moins grande généralité.Notre objectif est de traiter le cas des factorisations de n-cycles, en donnant une formuleexplicite qui met en jeu uniquement des sommations de termes positifs en nombre bien contrôlé etdans laquelle le rôle du genre est bien mis en évidence.7.1.2 Le théorème principal, énoncé et discussionDé�nition 7.6 La famille de polynômes symétriques (Sg(x1; : : : ; x`))g>0 est dé�nie pour tout` > 2 par : Sg(x1; : : : ; x`) = (`+ 2g � 1)! Xp1+:::+p`=g Ỳi=1 12pi + 1�xi � 12pi �Pour tout g > 0, Sg(x1; : : : ; x`) est de degré 2g.Le résultat suivant, obtenu en collaboration avec Alain Goupil, traite le cas des factorisations endeux permutations qui est particulièrement important puisqu'il correspond aux cartes à une faceou g-arbres.Théorème 7.7 Les factorisations de ! = (1; : : : ; n) en deux permutations de type cyclique res-pectif � ` n et � ` n sont dénombrées par la formule suivante :cn[�;�] = n22gQj �j !Qj �j ! Xg1+g2=g Sg1(�)Sg2 (�):où g = 12 (n� 1� `�m), � = 1�1 : : : n�n et � = 1�1 : : : n�n, `(�) = ` et `(�) = m.Dans le cas g = 0, cette formule est due à F. Bédard et A. Goupil [6].Dé�nition 7.8 Les fonctions symétriques élémentaires (e�)�`n sont dé�nies par e� = e�1 � � � e�`où � = (�1; : : : ; �`), e0 = 1 et ek = X16j1<j2<:::<jk xj1 � � �xjk :Le polynôme symétrique e�(x1; : : : ; xm; 0; 0; : : : ) est noté e�(x1; : : : ; xm).Notation 7.9 L'application xki 7! (xi)k = xi(xi � 1) � � � (xi � k + 1) s'étend multiplicativementaux monômes en variables distinctes, puis linéairement aux polynômes. L'image d'un polynômep(x1; : : : ; xm) par l'application obtenue est notée p̂(x1; : : : ; xm).



194 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEExemple. Ainsi pour � = 123,e123(x1; x2; x3) = (x1 + x2 + x3)2(x1x2x3);= x31x2x3 + x1x32x3 + x1x2x33 + 2x21x22x3 + 2x21x2x23 + 2x1x22x23:et ê123(x1; x2; x3) =x1(x1 � 1)(x1 � 2)x2x3 + x1x2(x2 � 1)(x2 � 2)x3 + x1x2x3(x3 � 1)(x3 � 2)+2x1(x1 � 1)x2(x2 � 1)x3 + 2x1(x1 � 1)x2x3(x3 � 1) + 2x1x2(x2 � 1)x3(x3 � 1): 3Notation 7.10 Soit � = (�1; : : : ; �`) une partition de n alors 2�+ 1 désigne la partition (2�1 +1; : : : ; 2�` +1) de 2n+ `. La partition 2�+1 ne contient ainsi que des parts impaires de longueursupérieure à 3.Exemple. Pour � = 1, 2�+ 1 = 3 ; pour � = 122325, 2�+ 1 = 3257211. 3Dé�nition 7.11 La famille de polynômes symétriques (Pg(x1; : : : ; xm))g>0 est dé�nie pour toutm par P0(x1; : : : ; xm) = 1et pour g � 1, Pg(x1; : : : ; xm) = X`g=1�1 :::g�g ê2+1(x1; : : : ; xm)Qk �k! ;Le polynôme Pg(x1; : : : ; xm) est de degré 3g pour tous m � 3 et g � 0. Pour m = 2, il est nul saufsi g = 0.Le résultat suivant, obtenu en collaboration avec Dominique Poulalhon, étend le théorème 7.7 aucas de m factorisations.Théorème 7.12 Les factorisations de ! = (1; : : : ; n) de distribution � = [�1; : : : ; �m], avec �i `n, �i = 1�i;1 : : : n�i;n , `(�i) = `i et ri+ `i = n pour tout i 2 [1;m], sont dénombrées par la formulesuivante : cn� = nm�122gQi;j �i;j ! Xg0+���+gm=g Pg0 ((ri � 2gi)i2[1;m]) mYi=1Sgi(�i);où g = g(�;!) = 12 (1� n+Pmi=1 ri)



7.1. FACTORISATIONS ORDONNÉES 195Les premières valeurs de Pg et Sg sont :P0(x1; : : : ; xm) = 1;P1(x1; : : : ; xm) = X1�i1<i2<i3�mxi1xi2xi3 ;P2(x1; : : : ; xm) = ê5(x1; : : : ; xm) + ê32(x1; : : : ; xm)2 ;S0 = (`� 1)!;S1 = (`+ 1)!3 X̀p=1�xp � 12 �;S2 = (`+ 3)!"15 X̀p=1�xp � 14 �+ 19Xp<q�xp � 12 ��xq � 12 �# :Pour g = 0, nous retrouvons le résultat de Goulden et Jackson [72] pour les cactus, pour g > 1 lerésultat est nouveau :g = 0 : nm�1Yi (`i � 1)!Qj �i;j ! ;g = 1 : nm�14  Yi (`i � 1)!Qj �i;j !!24 X16i<j<k6m(n� `i)(n� `j)(n� `k) + 13 mXi=1 `i(`i + 1) `iXp=1��i;p � 12 �35 :Nous énonçons encore divers corollaires de notre théorème principal.Corollaire 7.13 Le nombre de factorisations de ! = (1; : : : ; n) en produit de n� 1+ 2g transpo-sitions est le produit de nn�1+2g par un polynôme de degré 3g en n :cnTn�1+2g = nn�1+2g22g gX̀=0 �g;`�n� 1 + 2g2g + ` �;où �g;` est le nombre de partitions non ordonnées de l'ensemble f1; : : : ; 2g+`g en ` parties, chaquepartie étant de cardinal impair et supérieur ou égal à 3. Ce nombre est donné par :�g;` = X�`g; `(�)=`;�=1�1 :::g�g 1Qk �k!� 2g + `2�1 + 1; : : : ; 2�` + 1�:En particulier ce résultat généralise le cas des factorisations du grand cycle (1; : : : ; n) en produitde n� 1 transpositions (i.e. pour g = 0). Les nombres cnTn�1+2g ont été obtenus par I.P. Goulden[69] sous forme sommations alternées de n termes. Au contraire notre sommation porte sur destermes positifs, en nombre1 ne dépendant que de g. Voici les premières valeurs :g = 0 : nn�1;g = 1 : nn+14 �n+ 13 �;g = 2 : nn+316 ��n+ 35 �+ 10�n+ 36 �� :1le nombre de termes est exponentiel en g si on utilise l'expression explicite des coe�cients �g;` cependant il estplus e�cace d'utiliser la formule des caractères pour calculer les g premières valeurs (avec n petit cette formule este�ective). Il su�t alors de résoudre un système d'équations linéaires d'ordre g pour obtenir les g coe�cients cg;`.



196 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEPour n tendant vers l'in�ni à genre �xé, on obtient :Corollaire 7.14 Le nombre de factorisations de ! = (1; : : : ; n) en produit de n� 1+ 2g transpo-sitions est équivalent, lorsque n tend vers l'in�ni à g �xé, à :nn�1+2g22g cg;g�n� 1 + 2g3g � �n!1 nn�1+5gg! 24g :Nous donnons encore des conséquences de notre résultat pour les nombres de g-arbres (cartes àune face de genre g) à la section 7.5. Ces résultats sont des formules explicites, qui complètent lesrécurrences obtenues par N. Adrianov [1] et les expressions qui se déduisent de travaux de D.M.Jackson et Visentin [97] (sous forme de coe�cients à extraire d'une série donnée par une sommationalternée). Nos résultats étendent ceux de Walsh et Lehman [150] qui eux-même permettent deretrouver ceux de D.M. Jackson [90], de J. Harer et D. Zagier [86] ou de D. Zagier [154]. Parexemple on obtient le corollaire suivant :Corollaire 7.15 Soit g un entier positif �xé. Alors quand n tend vers l'in�ni, le nombre de g-arbres bipartis à n arêtes est équivalent à n3(g� 12 )4np�g!48g :D'autres corollaires peuvent être obtenus directement à l'aide d'une expression combinatoiredéveloppée durant la preuve :Théorème 7.16 Sous les mêmes hypothèses que pour le théorème 7.12,cn� = nm�122gz�1 : : : z�m XG 2cyc(G);où la somme porte sur une famille de graphes qui dépendent de � et où cyc(G) désigne le nombrecyclomatique du graphe G.À la section 7.4, nous montrons que ce théorème permet de retrouver et d'étendre di�érents résultatssur les factorisations de permutations en produit de cycles maximaux, donnés dans E.A. Bertramet V.K Wei [22], G. Boccara [24], G. Jones [83], D.W. Walkup [149] ou R.P. Stanley [130].7.2 Factorisations et caractèresLa théorie générale des représentations des groupes o�re des outils d'une puissance surprenantepour le problème qui nous intéresse. Nous utiliserons la règle de Murnaghan-Nakayama (Proposi-tion 7.23) et la formule de Frobenius (Proposition 7.20). Ces deux résultats sont classiques et nousn'en donnons pas de preuve. La règle de Murnaghan-Nakayama pour l'évaluation des caractèresdu groupe symétrique est démontrée par exemple dans le livre de B. Sagan [125] ou encore dansle premier chapitre de celui de I. Macdonald [110], et quelques relectures détaillées de ces deuxréférences me semblent incontournables avant de tenter de donner une présentation raisonnée dece résultat. Quant à la formule de Frobenius pour les groupes �nis, s'il est relativement aisé decomprendre qu'elle repose sur le fait que les caractères irréductibles d'un groupe �ni forment une



7.2. FACTORISATIONS ET CARACTÈRES 197base d'idempotents orthogonaux du centre de l'algèbre de ce groupe (en e�et sous cette phraseterriblement pompeuse et impressionnante se cachent des notions assez simples), la preuve com-plète de ce dernier résultat reste encore pour moi délicate. Elle est donnée dans le livre de Curtiset Reiner [44] ou dans celui de J.-P. Serre [129, p.68], (mais pas dans [128] pourtant référenceclassique sur les représentations des groupes). Nous admettons ici ces deux résultats.Dé�nition 7.17 Une fonction de classe � d'un groupe �ni G est une application du groupe Gdans C tel que � soit constant sur les classes de conjugaison de G. L'addition dans C permet demunir immédiatement l'ensemble des fonctions de classe d'une structure d'espace vectoriel.Proposition 7.18 Il existe une famille X de fonctions de classe, les caractères irréductibles dugroupe G véri�ant :� Les caractères irréductibles sont indexés par les classes de conjugaison du groupe G.� La famille X forme une base de l'espace des fonctions de classe.� Les caractères irréductibles satisfont à des relations d'orthogonalité.En particulier, dans le cas du groupe symétrique Sn, les caractères sont indexés par des partitionsde n. De plus, dans ce cas, les évaluations des caractères irréductibles sont des entiers relatifs.Notation 7.19 L'évaluation du caractère irréductible de Sn indexé par la classe de conjugaisonC� pour � une partition de n sur la classe indexée par la partition � de n est notée ���.La première propriété importante des caractères irréductibles que nous admettrons et utiliseronsest la formule de Frobenius (cf. [129, p.68]) :Proposition 7.20 (Formule de Frobenius.) Soit G un groupe �ni et C1; : : : ; Cm des classesde conjugaison de G. Alors le nombre de solutions de l'équation x1 : : : xm = 1 dans G avec xi 2 Cipour tout i est jC1j � � � jCmjjGj X� �(C1) � � ��(Cm)(�(1))m�2 ;où la somme porte sur l'ensemble des caractères irréductibles du groupe G.Nous appliquons immédiatement ce résultat au cas du groupe symétrique :Proposition 7.21 Soit � = [�1; : : : ; �m] une distribution de poids n et � une partition de n.Alors, c�� = (n!)m�1z�1 � � � z�m X�`n ���1 � � ����m(��1n)m�1 ���:Démonstration. Remarquons que c�� = c[�1;::: ;�m;�]=jC�j, que jC�j = n!=z� et que jSnj = n!. 2Ce résultat est important car il ramène le calcul des constantes c� au calcul d'évaluations decaractères irréductibles. Ce calcul n'est pas aisé et nous utiliserons pour le faire la règle dite deMurnaghan-Nakayama (voir section 7.3.1).



198 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUE7.3 Preuve du théorème principalA�n de faciliter la lecture de la preuve nous en donnons ici un rapide aperçu : l'idée généraleest de transformer l'expression donnée en fonction des caractères (proposition 7.21) en l'expressiondu théorème 7.12 à l'aide de di�érentes interprétations combinatoires d'une partie de la formule.Chacun des points suivants correspond à une section de la preuve et en fournit un résumé :1. Nous donnons la règle de Murnagahan-Nakayama pour l'évaluation des caractères du groupesymétrique sous sa forme combinatoire et nous en déduisons une interprétation de certainesévaluations particulières en termes de diagrammes presque bicolores (Dé�nition 7.26 et Pro-position 7.29).2. Grâce à un lemme de mélange nous donnons une seconde interprétation des évaluations decaractères en termes cette fois de diagrammes bicolores (Proposition 7.31).3. À l'aide de l'interprétation des évaluations de caractères, nous développons la formule deFrobenius comme sommation des poids de graphes étoilés coloriés (Dé�nition 7.34 et Propo-sition 7.37).4. Nous montrons que les colorations d'un graphe étoilé dépendent essentiellement de ses com-posantes connexes. Nous évaluons la somme alternée des contributions de toutes les colo-rations d'un même graphe à l'aide d'une involution changeant leur signe. Les contributionsrestantes sont exprimées en fonction des nombres cyclomatiques des graphes intervenants(Théorème 7.43).5. Nous donnons une nouvelle interprétation de la contribution d'un graphe en introduisant lesd'orientations paires et impaires (Théorème 7.46).6. En appliquant le théorème 7.46 aux graphes pondérés du théorème 7.43 nous ramenons leproblème au calcul du cardinal d'un ensemble de graphes orientés (Proposition 7.50) quenous évaluons en�n pour obtenir le résultat �nal.Comme cette preuve s'appuie au départ sur les caractères, elle n'est pas constructive. Cependantle recours aux interprétations combinatoires y reste fondamental.7.3.1 Factorisations du grand cycle, sommation alternéeL'évaluation des caractères du groupe symétrique n'est pas toujours aisée. Nous utilisons pource faire la règle de Murnaghan-Nakayama. A�n d'énoncer cette règle sous une forme combinatoire,il est nécessaire d'introduire les tableaux de rubans.Dé�nition 7.22 Soit � et � deux partitions de n avec � = (�1; : : : �k). Un tableau de rubans detype (�; �) est un remplissage des cases du diagramme de Ferrers � par des entiers positifs tel que :� Il y a décroissance large dans les lignes et les colonnes.� Le nombre de cases portant la valeur i est �i.� Pour tout i, l'ensemble des cases portant la valeur i forme un ruban, i.e. ces cases peuvent êtreparcourues en une seule fois en partant de la plus en bas à droite et en employant uniquementdes pas Nord (N) et Ouest (O).



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 199La hauteur h(w) d'un ruban w est le nombre de ses pas N . Le poids p(T ) d'un tableau de rubansT de type (�; �) est la somme des hauteurs des rubans de T :p(T ) = `(�)Xk=1 h(wk):Exemple. Un tableau de rubans de type ((6; 5; 4; 4); (7; 4; 4; 2; 2)) et les rubans associés4 2 1 14 2 2 15 3 2 1 15 3 3 3 1 1 w1 = ONONNO h(w1) = 3;w2 = NON h(w2) = 2;w3 = OON h(w3) = 1;w4 = N h(w4) = 1;w5 = N h(w5) = 1:Le poids du tableau T est donc p(T ) = 8. 3Avec ces notations nous pouvons énoncer la règle suivante que nous admettons :Proposition 7.23 (Règle de Murnaghan-Nakayama.) Soit � et � deux partitions de n. Alors,��� =XT (�1)p(T );où la somme porte sur tous les tableaux de rubans de type (�; �).Exemple. Considérons le type ((3; 3); (3; 1; 1; 1)) : les trois tableaux de rubans de ce type sont1 1 14 3 2 , 2 1 14 3 1 et 3 1 14 2 1de poids respectif 1, �1 et �1, de sorte que �(3;3)(3;1;1;1) = �1. 3Nous donnons quelques évaluations particulières, qui nous seront utiles dans la suite poursimpli�er la formule de Frobenius (Proposition 7.21) dans le cas où � est un grand cycle.Proposition 7.24 L'évaluation d'un caractère sur la classe des grands cycles est :��n = ( (�1)r si � = 1r(n� r);0 sinon.Démonstration. Le diagramme � = n ne possède qu'une part. Les tableaux de rubans de type(�; n) contiennent donc un unique ruban, ce qui n'est possible que si � est une équerre. 2Considérons les évaluations des caractères indexés par des diagrammes en équerre, de la forme1r(n� r) :
r + 18>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: ... � � �| {z }n� r



200 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEProposition 7.25 Soit r 2 [0; n� 1]. Alors�1r(n�r)1n = �n� 1r �:Démonstration. Les rubans sont ici de simples cases. La case étiquetée n est nécessairement dansun coin et la construction d'un tableau se ramène à la répartition des autres cases entre la partieverticale et la partie horizontale de l'équerre. 2A partir de l'interprétation en terme de tableaux de rubans, nous allons donner une nouvelleinterprétation des évaluations quelconques de caractères indexés par des équerres. Pour cela nousintroduisons les objets combinatoires suivants :Dé�nition 7.26 Un diagramme bicolore de forme � est un diagramme dont les lignes sont colo-riées en rouge ou en vert. Plus précisément, les cases contiennent le symbole R (cases rouges), V(cases vertes) de sorte que chaque ligne ne comporte qu'une seule sorte de symbole.Un diagramme est seulement presque bicolore, si ses cases contiennent un symbole R, V ou �,de sorte que :� toutes les lignes sauf la dernière ne contiennent que des R ou que des V .� la dernière ligne �` est de la forme : R R � � � R � V � � � V V .Notation 7.27 Soit b� un diagramme presque bicolore de forme �. Son nombre de cases rougesest noté jb�jR et son nombre de lignes entièrement rouges `R(b�).Dans un premier temps nous n'utilisons que les diagrammes presque bicolores. Dans un tel dia-gramme, comme la dernière part contient toujours le symbole �, le nombre total de cases coloriéesest n� 1 et le nombre total de lignes rouges et vertes est `� 1 :jb�jR + jb�jV = j�j � 1;`R(b�) + `V (b�) = `� 1:Proposition 7.28 Soit r 2 [0; n� 1] et � ` n, � = (�1; : : : ; �`). Alors les tableaux de rubans detype (1r(n � r); �) sont en bijection avec les diagrammes presque bicolores de forme � à r casesrouges.Démonstration. Les parts vertes sont les parts qui remplissent la partie horizontale de l'équerre,tandis que les parts rouges remplissent la partie verticale. Dans la dernière part, le symbole �marque la position du coin, les cases à droite du � (en vert) correspondent à la partie horizontaleet celles à gauche (en rouge) à la partie verticale de cette part. La seule condition pour qu'un teldiagramme colorié corresponde à un tableau de rubans de forme 1r(n � r) est que le nombre decases rouges soit r. 2



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 201Exemple. Un tableau de rubans T et le diagramme presque bicolore associé �̂ :
T = 3333444 4 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 ; �̂ = �4 R R � V�3 R R R R�2 V V V V V�1 V V V V V V : 3De la proposition 7.28 découle immédiatement une expression de �1r(n�r)� :Proposition 7.29 Soit r 2 [0; n� 1] et � ` n avec � = (�1; : : : ; �`). Alors�1r(n�r)� =Xb� (�1)r�`R(b�);où la somme porte sur les bicolorations à r cases rouges du diagramme �.Démonstration. Il su�t de voir que les signes sont bien respectés dans la sommation. Or le poidsd'un tableau de rubans est donné par la somme des hauteurs des rubans. Dans une équerre, seulsles rubans de la partie verticale contribuent et leur hauteur est leur nombre de cases moins un.Donc le poids total est le nombre de cases dans la partie verticale moins le nombre de rubans decette partie soit r � `R(b�). 2Il serait donc possible d'utiliser ce résultat avec le lemme de Frobenius pour obtenir une expres-sion de cn�. Ceci ne sera cependant fait qu'au paragraphe 7.3.3 : en e�et il est plus commode decommencer par transformer les diagrammes presque bicolores en diagrammes bicolores, ce qui nousoccupera durant la prochaine section.7.3.2 Redressement de diagrammesA�n d'éliminer la spéci�cité de la dernière ligne dans les diagrammes presque bicolores, nousallons redresser cette ligne.Dé�nition 7.30 A toute partition � = (�1; : : : ; �`), on associe �` partitions, les redressées de �,que l'on note : �0 = (�1; : : : ; �`�1; 1; : : : ; 1| {z }�`�1 fois);et pour tout entier 1 6 k < �`,�k = (�1; : : : ; �`�1; k; 1; : : : ; 1| {z }�`�1�k fois):Remarquons que si �` > 1, �0 = �1 mais ces deux partitions sont considérées comme deux redresséesdistinctes de �. La dernière part d'un diagramme �k a été transformée en une équerre dont la partiehorizontale est une ligne de k cases et la partie verticale comporte �` � k� 1 lignes de longueur 1.On note encore �� la partition (�1; : : : ; �`�1). En particulier si �` = 1, �0 = ��.



202 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEAvec ces notations nous allons montrer que la proposition 7.29 se réécrit en :Proposition 7.31 Soit r 2 [0; n� 1] et � ` n avec � = (�1; : : : ; �`). Alors�1r(n�r)� = �`�1Xk=0 2`�`(�k)�1Xb�k (�1)r�`R(b��);la somme interne portant sur les diagrammes bicolores de forme �k à r cases rouges.Notation 7.32 L'ensemble des mots de longueur p sur fR; V g est noté fR; V gp et l'ensemble desmots sur fR; V g de longueur p+ q contenant p lettres R et q lettres V est noté S(RpV q), de sorteque jfR; V gpj = 2p alors que jS(RpV q)j = �p+qp �. En�n RfR; V gp désigne les mots de la forme Ruavec u dans fR; V gp.Le lemme suivant est immédiat.Lemme 7.33 (Lemme de mélange) Soit p et q deux entiers positifs et' : fR; V gp+q+1 ! fR; V g� � fR; V g�l'application u 7! (v; w) telle que v est le facteur gauche de u de longueur maximale véri�ant� vw = u,� jvjR 6 p et jvjV 6 q.Alors ' dé�nit une bijection :fR; V gp+q+1 ' p[i=1 �S(RiV q)� V fR; V gp�i� [ q[j=1 �S(RpV j)�RfR; V gq�j� :Exemple. Soit p = 5, q = 4, alors '(V V RV RV V V RV ) = (V V RV RV; V V RV ), puisque pourallonger le facteur gauche il faudrait lui ajouter un V alors qu'il en contient déjà q = 4. De même,'(RRRV RV V RV V ) = (RRRV RV V RV; V ). 3Démonstration de la proposition. Soit � = (�1; : : : ; �`). D'après la proposition 7.29,�1r(n�r)� =Xb� (�1)r�`R(b�);où la sommation porte sur les diagrammes presque bicolores de forme � ayant r cases rouges.Réécrivons cette sommation en introduisant une sommation sur les mots de fR; V g�` que l'ondivise par le nombre de tels mots :�1r(n�r)� = 2��` Xb�u2fR;V g�`(�1)r�`R(b�);Soit b� et u comme dans la sommation. Par dé�nition, la dernière ligne de b� est de la forme Rp �V qavec p + q + 1 = �`. Soit (v; w) = �(u) l'image de u par le lemme de mélange pour p et q ainsidé�nis. Posons k = jwj � 1 et dé�nissons une coloration du diagramme redressé �k :



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 203� La coloration des lignes �1; : : : ; �`�1 de � induit une bonne coloration de ces même lignesdans �k.� La couleur de la partie horizontale de l'équerre, quand elle existe (i.e. si k 6= 0), est l'opposéde la couleur de la première lettre de w.� Le mot v, écrit de bas en haut dans les cases de la partie verticale de l'équerre de �k,dé�nit une coloration des lignes de longueur 1 de cette partie (attention, dans �1, la partiehorizontale de l'équerre est de longueur 1 mais elle est traitée par l'alinéa précédent).A�n d'avoir une bijection il faut conserver trace de w privé de sa première lettre lorsque k 6= 0 ouw si k = 0 (mot que l'on note par la suite w0). L'application b� ! (k; b�k ; w0) dé�nit une bijectiondes colorations presque bonnes de � sur les triplets formés d'un entier k 2 [0; �` � 1], d'une bonnecoloration de �k et d'un mot de fR; V gk+�k;0 (où �k;0 désigne le symbole de Kroneker). Le nombretotal de cases rouges est conservé, mais pas le nombre de lignes rouges, aussi faut-il prendre soindans l'expression du poids d'utiliser `R(b��) et non `R(b�k). On en déduit que�1r(n�r)� = �`�1Xk=0 2��`+k+�k;0Xb�k (�1)r�`R(b��);où la sommation interne porte sur les diagrammes bicolores de forme �k ayant r cases rouges. Lerésultat suit en remarquant que 1 + `(�k)� ` = �` � k � �k;0. 2Exemple. Prenons � = (6; 5; 4) muni d'une coloration �̂ et u = V V RV :�̂ = R � V VV V V V VR R R R R RLa coloration de la dernière ligne R � V V donne p = 1 et q = 2. Le lemme de mélange appliqué àu = V V RV donne alors �(u) = (V V R; V ) de sorte que k = 0 et w0 = V . Le diagramme redresséobtenu est de forme �0, la coloration de l'équerre est donnée par v = V V R pour la partie verticale,la partie horizontale n'existe pas puisque k = 0 :�̂0 = RVVV V V V VR R R R R RPrenons maintenant � = (5; 5; 5) muni d'une coloration �̂ et u = RRRV R :� = R R � V VR R R R RV V V V VLa coloration de la dernière ligne RR � V V donne cette fois p = 2 et q = 2. Le lemme de mélangedonne alors �(u) = (RR; RV R) de sorte que k = 2 et w0 = V R. Le diagramme redressé obtenu



204 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEest de forme �2, la coloration de l'équerre est donnée par v = RR pour la partie verticale et par Vpour la partie horizontale : �̂2 = RRV VR R R R RV V V V V 37.3.3 Graphes étoilés associés à une famille de partitionsNous allons utiliser maintenant le résultat de la proposition 7.31 pour expliciter la formule deFrobenius : cn� = nm�1z�1 � � � z�m n�1Xr=0(�1)r[r!(n � 1� r)!]m�1�1r(n�r)�1 � � ��1r(n�r)�m :Dans cette formule, chaque évaluation d'un caractère fait intervenir une sommation sur des dia-grammes bicolores à r cases rouges et n� 1� r cases vertes. En développant ces sommations, nousobtenons des con�gurations formées de m diagrammes bicolores, portant les mêmes nombres r etn� 1� r de cases rouges et vertes :nm�1z�1 � � � z�m n�1Xr=0 Xk1;::: ;km06ki<�i;`i X̂�k  mYi=1 2`i�`(�kii )�1(�1)r�`R(b��i )! (�1)r[r!(n � 1� r)!]m�1 (1)où la sommation interne porte sur les bicolorations à r cases rouges �̂ des diagrammes �k11 , : : : ,�kmm redressés respectifs des diagrammes de � = [�1; : : : ; �m].Dé�nition 7.34 Soit � = [�1; : : : ; �m] une distribution de poids n , avec �i = (�i;1; : : : ; �i;`i)pour tout i 2 [1;m].Un graphe étoilé de type � est un graphe biparti G dont les sommets sont soit de type étoilesoit de type ligne et tel que :� Les sommets lignes de G sont associés aux lignes des diagrammes de � : le graphe G possèdePmi=1 `i sommets lignes.� Les arêtes sont associées aux cases des diagrammes.� Il y a n sommets étoiles.� Chaque sommet ligne est de degré �i;j .� Les étoiles sont toutes de degré m et sont reliées exactement une fois à chaque diagramme.Un graphe étoilé est colorié si ses sommets lignes sont coloriés en rouge ou en vert de sorte quetoute étoile est adjacente à des sommets d'une seule couleur. Un graphe étoilé colorié est de typeb� si les couleurs des sommets lignes sont données par les couleurs des lignes de b�. Notons Gr(�)l'ensemble des graphes étoilés de type � et cGr(�) la réunion des ensembles de graphes étoiléscoloriés de type b� pour toute bonne coloration b� de �.



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 205

Fig. 7.1: Un graphe étoilé de distribution � = [14; 122; 4].Remarque 7.35 Chaque étoile étant incidente une fois à chaque diagramme et à des cases d'uneseule couleur, les colorations d'un graphe étoilé ont toujours le même nombre de cases rouges danschaque diagramme.La �gure 7.1 montre un graphe étoilé.Proposition 7.36 Soit �k = [�k11 ; : : : ; �kmm ] une distribution redressée issue d'une distribution �de poids n et b�k une bonne coloration de �k avec r cases rouges dans chaque diagramme. Alors lenombre de graphes étoilés coloriés de type b�k est [r!(n� 1� r)!]m�1.Démonstration. En e�et pour construire un graphe étoilé colorié du type voulu, il faut attacherune étoile à chaque case rouge de b�k11 puis relier ces r étoiles aux r cases rouges de chacun desm� 1 autres diagrammes, ce qui peut se faire de (r!)m�1 façons. Il en va de même pour les casesvertes. 2Cette proposition nous permet d'interpréter le facteur [r!(n�1�r)!]m�1 dans la sommation (1) entermes de graphe étoilé colorié de type b�k. La sommation sur r fait apparaître toutes les colorationspossibles et nous obtenons la proposition suivante.Proposition 7.37 Soit � une distribution de poids n et g = g(�;!). Alorscn� = nm�1z�1 � � � z�m22g Xk1;::: ;km06ki<�i;`i XbG2cGr(�k) 2cyc(G)�c(G)(�1)(m�1)r(G)�Pi `R(b��i ); (2)où cyc(G) = a(G)�s(G)+c(G) désigne le nombre cyclomatique de G, a(G) son nombre d'arêtes, s(G)son nombre de sommets, c(G) son nombre de composantes connexes et r(G) son nombre d'étoilesrouges.Démonstration. En utilisant le modèle combinatoire des caractères dans la formule (1), et eninterprétant le facteur [r!(n � 1� r)!]m�1 en terme de graphes, il vient la sommation annoncée à



206 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEcondition de montrer que mYi=1 2`i�`(�kii )�1 = 2cyc(G)�c(G)�2g :Par dé�nition de g, avec ri + `i = n, on obtientPmi=1(`i � 1) = (m� 1)n+1� 2g�m. Le nombrede sommets lignes de G est Pmi=1 `(�kii ), le nombre d'étoiles est n � 1 et le nombre d'arêtes estm(n� 1), de sorte quemXi=1 `i � `(�kii )� 1 = ((m� 1)n+ 1� 2g �m)� mXi=1 `(�kii );= m(n� 1)� n� 1 + mXi=1 `(�kii )!� 2g;= a(G) � s(G)� 2g = cyc(G) � c(G)� 2g;par dé�nition du nombre cyclomatique du graphe G. 27.3.4 Composantes connexes, involutions et nombres cyclomatiquesNotation 7.38 Soit G un graphe étoilé. Décomposons G en composantes connexes : G = G(1) +� � �+ G(c(G)). Cette décomposition induit une décomposition des partitions du type de G : pour touti 2 [1;m], �kii = �ki(1)i + � � �+ �ki(c(G))i .La proposition suivante est immédiate.Proposition 7.39 Soit G un graphe étoilé. Si G est colorié alors tous les sommets lignes d'unemême composante de G sont de la même couleur. Inversement, tout choix de couleurs des compo-santes donne un graphe étoilé colorié.Les graphes étoilés coloriés sont donc en bijection avec les couples formés d'un graphe étoilé etd'un sous-ensemble de ses composantes (les rouges).Notation 7.40 À chaque composante connexe est associé le paramètre"(G(k)) = (m� 1)jG(k)j � mXi=1 `(��(k)i );= cyc(G(k))� 1 + e(G(k));où jG(k)j désigne le nombre d'étoiles de la composante et e(G(k)) le nombre de ses sommets lignesqui appartiennent à une équerre redressée.Avec cette notation et d'après la proposition 7.39, la somme interne de la sommation (2) s'écrit :XbG2cGr(�k) 2cyc(G)�c(G)(�1)(m�1)jb�k11 jR�Pi `R(b��i ) = XG2Gr(�k) 2cyc(G)�c(G) XI�[1;c(G)](�1)Pc2I "(G(c)):(3)Nous calculons cette sommation alternée à l'aide d'une involution changeant les signes :



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 207Lemme 7.41 Soit G 2 Gr(�`), alorsXI�[1;c(G)](�1)Pc2I "(G(c)) = ( 0 si 9c j "(G(c)) � 1 mod 2;2c(G) sinon.Démonstration. Soit G 2 Gr(�`). Si pour tout c 2 [1; c(G)], "(G(c)) est pair, toutes les contribu-tions sont positives et le nombre de termes de la somme est 2c(G).Sinon, soit c0 le plus petit indice tel que "(G(c0)) � 1 mod 2. Considérons l'involution # sur lesparties de [1; c(G)] dé�nie par : #(I) = ( I n fc0g si c0 2 I;I [ fc0g sinon.L'involution # est une involution sans point �xe et (�1)Pc2#(I) "(G(c)) = �(�1)Pc2I "(G(c)), de sorteque les contributions s'annulent deux à deux. 2Dé�nition 7.42 Un graphe G est totalement pair si "(G(c)) est pair pour toutes ses composantes.Le poids d'un graphe G totalement pair dans la sommation (3) est donc 2cyc(G)�c(G)+c(G), c'est-à-dire 2cyc(G), d'où le théorème :Théorème 7.43 Soit � une distribution de poids n et g = g(�;n), alorscn� = nm�1z�1 � � � z�m22g Xk1;::: ;km06ki<�i;`i XG2Gr(�k) 2cyc(G);la sommation portant sur les graphes étoilés de type �k totalement pairs.Nous donnerons des applications directes de ce théorème à la section 7.4.7.3.5 Orientations paires et impaires d'un grapheÉtant donné un graphe G et une fonction � : S(G)! f0; 1g qui associe une parité à chaque som-met de G, nous dé�nissons l'orientabilité de G et calculons son nombre d'orientations �-compatibles.Dé�nition 7.44 Soit G un graphe et S l'ensemble des sommets de G. Soit � une application deS ! f0; 1g, appelée fonction de parité. Le nombre de sommets pairs (d'image 0) est le poids de �,noté p(�) = j��1(0)j.Dé�nition 7.45 Une orientation �-compatible de G est une orientation des arêtes telle que pourtout sommet s 2 S, le degré sortant de s est de parité �(s). Un graphe possédant une telle orien-tation est dit �-orientable (cf. �gure 7.2).Théorème 7.46 Un graphe G connexe est �-orientable si et seulement sicyc(G) � p(�) + 1 mod 2:Le nombre d'orientations �-compatibles d'un graphe connexe G qui est �-orientable est2cyc(G):
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Fig. 7.2: Une fonction de parité et une orientation compatible associées au graphe étoilé de la�gure 7.1.Démonstration. Supposons tout d'abord que cyc(G) = 0, de sorte que G est un arbre et montronsle résultat par récurrence sur le nombre de sommets. Le résultat est immédiat si le graphe G n'aqu'un sommet : son degré sortant est nul et G est orientable seulement si p(�) = 1 et possède dansce cas une unique orientation (vide). Sinon G possède une feuille s1 liée par une arête à un sommets2. Soit G0 le graphe G n fs1g et �0 la fonction de parité sur G0 dé�nie par�0 : s 7! �(s) si s 6= s2;s2 7! ( �(s2) + 1 si �(s1) = 0;�(s2) si �(s1) = 1:Alors G est �-orientable si et seulement si G0 est �0-orientable et toute �-orientation de G s'obtient defaçon unique à partir d'une �0-orientation de G0. Par hypothèse de récurrence G0 est �0-orientable siet seulement si p(�0) � 1 mod 2 et donc G est �-orientable si et seulement si p(�) = p(�0)+1�1� 1mod 2. De plus dans ce cas, G possède une unique orientation �-compatible, ce qui termine ladémonstration dans le cas des arbres.Nous montrons le résultat par récurrence sur cyc(G). Le cas cyc(G) = 0 étant traité, supposonsmaintenant que cyc(G) > 0. Alors G contient un cycle simple (s1; : : : ; sk) avec k > 1. Considéronsune arête s1s2 de ce cycle et soit G0 = G n fs1s2g. Les éventuelles orientations de G sont de deuxsortes, suivant que l'arête s1s2 soit orientée ~s1s2 ou ~s2s1. Considérons les orientations �-compatiblesde G véri�ant ~s1s2 et appelons �0 la fonction de parité sur G0 dé�nie par�0 : s 7! �(s) si s 6= s1;s1 7! �(s1) + 1:Alors les restrictions à G0 de ces orientations de G sont exactement les orientations �0-compatiblesde G0. Comme cyc(G0) = cyc(G) � 1, l'hypothèse de récurrence s'applique. On en déduit quep(�0) 6� cyc(G0) mod 2 et que le nombre d'orientations �0-compatibles de G0 est 2cyc(G0). Les



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 209orientations �-compatibles de G véri�ant ~s1s2 existent donc si et seulement si p(�) = p(�0)� 1 �cyc(G0) = cyc(G) � 1 6� cyc(G) mod 2 et dans ce cas elles sont au nombre de 2cyc(G0) = 2cyc(G)�1.Le même raisonnement s'applique aux orientations �-compatibles de G véri�ant ~s2s1 et lenombre total d'orientations �-compatibles de G lorsqu'elles existent est donc 2 � 2cyc(G)�1, ce quitermine la démonstration. 27.3.6 Fin de l'énumérationNous souhaitons appliquer le résultat sur les orientations de graphes aux graphes étoilés duthéorème 7.43. Pour cela, il nous faut dé�nir pour chaque graphe G une fonction de parité � telleque les graphes sur lesquels porte la sommation soit �-orientables.Dé�nition 7.47 Soit � une distribution complète, �k une distribution redressée de � et soit G ungraphe étoilé de Gr(�k). La fonction de parité � sur G est dé�nie par :� �(s) = 1 si s est un sommet étoile de G.� �(s) = 1 si s est un sommet ligne de �� = [��1; : : : ; ��m].� �(s) = 0 sinon. (c'est-à-dire si s est un sommet ligne faisant partie des équerres redressées.)Notons �(c) la restriction de � à la c-ième composante de G.Proposition 7.48 Un graphe G est totalement pair si et seulement s'il est �-orientable.Démonstration. Un graphe G est totalement pair si et seulement si chacune de ses composantesvéri�e "(G(c)) � 0 mod 2. D'un autre coté, G est �-orientable si toutes ses composantes le sont,c'est à dire si cyc(G(c)) 6� p(�(c)). Le poids de la fonction de parité �(c) est par dé�nition de � lenombre de ligne des équerres redressées qui appartiennent à la composante connexe, noté e(G(c))précédemment. Or par dé�nition "(G(c)) = cyc(G(c)) + 1� e(G(c)), d'où le résultat. 2Nous en déduisons que la sommation du théorème 7.43 porte sur les graphes �-orientables. De plusdans la sommation le terme 2cyc(G) compte le nombre d'orientations �-compatibles du graphe Gd'après le théorème 7.46.Notation 7.49 Notons ~Gr(�k) l'ensemble des graphes de Gr(�k) munis d'une orientation �-compatible.Proposition 7.50 Soit � une distribution de poids n et �k une distribution redressée. AlorsXG2Gr(�k) 2cyc(G) = card( ~Gr(�k)):Posons � = [�1; : : : ; �m], �k = [�k11 ; : : : ; �kmm ], et pour tout i 2 [1;m], `i = `(�i) et ri + `i = n.Il ne reste donc plus, pour terminer, qu'à compter les graphes orientés de ~Gr(�k). Nous allonspartitionner l'ensemble ~Gr(�k) selon divers critères :� La partition �̂ des degrés sortants des étoiles.� L'application  qui à chaque sommet ligne (i; j) associe son degré sortant.



210 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUENous considérons �̂ comme une partition car les étoiles ne sont pas distingables à priori, alors queles sommets lignes au contraire sont étiquetés.Proposition 7.51 Les valeurs possibles de � et  véri�ent :� j�̂j+ j j = m(n� 1) où j j désigne la somme des degrés sortants des sommets lignes.� �̂ = 1�12�2 : : :m�m ne contient que des parts impaires. Posons � = 1�32�5 : : : k�2k+1 : : : etg0 = j�j de sorte que j�̂j = 2g0 + `(�) + �1. Les étoiles de degré sortant supérieur à 3 serontappelées étoiles complexes, les étoiles de degré 1, étoiles simples.L'algorithme suivant permet de construire tous les graphes orientés de ~Gr(�k) et chaque grapheest obtenu une seule fois :1. Choisir (g0; g1; : : : ; gm) des entiers positifs tels que g0+ : : :+gm = g. L'entier g0 détermine lenombre (2g0+n�1) d'arêtes sortantes issues d'étoiles. Chaque entier gi détermine le nombre(2gi + `i � 1) d'arêtes sortantes issues de sommets ligne de i.2. Choisir � ` g0. La partition �̂ = 2�+ 1 détermine les degrés sortants des étoiles complexes.3. Choisir �, c'est-à-dire pour chaque partition �i, répartir les 2gi+ `i� 1 cases sortantes entreles lignes, de sorte que les lignes de �� aient un degré sortant impair tandis que les lignesde l'équerre redressée aient un degré sortant pair (et donc nul sauf peut-être pour la partiehorizontale de l'équerre). Notons 2pi;j + 1 le degré sortant (impair) des lignes 1 6 j < `i dei et 2pi;`i le degré sortant de la partie horizontale de l'équerre.4. Choisir dans chaque ligne la position des cases (arêtes) sortantes. Dans les lignes impaires, ily a � �i;j2pi;j+1� possibilités et dans l'équerre, � ki2pi;`i� possibilités.5. Choisir les cases d'arrivée des arêtes sortantes issues des étoiles complexes parmi les casesentrantes des di�érents diagrammes, en remarquant que les cases de chaque diagramme sontordonnées par leur coordonnées : le nombre de cases entrantes de chaque diagramme estri � 2gi. Pour une étoile complexe de degré sortant i, il faut choisir i diagrammes distinctsparmi lesm possibles : ce choix est codé par un monôme, pris parmi les monômes du polynômesymétrique élémentaire ei(x1; : : : ; xm). Les étoiles complexes de même degré sortant étant in-terchangeables, la con�guration complète est codée par un monôme du produit e2�+1=Q�k!.Si le diagramme i est choisi p fois, il faut alors choisir p cases parmi les ri � gi, ce qui se faitde (ri � 2gi)p = (ri � 2gi)(ri � 2gi � 1) : : : (ri � 2g1 � p + 1) façons. Comme p est le degréde la variable xi dans le monôme codant la con�guration, le nombre total de possibilités estdonné par ê2�+1((ri � 2gi)) où ê� est l'image de la fonction symétrique élémentaire e� par lechangement de base xki 7! (xi)k = xi(xi � 1) � � � (xi � k + 1).6. Fixer des étoiles simples aux cases entrantes restantes dans les diagrammes. Les étoiles simplesétant indistingables, il n'y a pas de choix à faire.7. Relier les 2gi+ `i� 1 cases sortantes de la partition �i aux étoiles en remarquant que chaqueétoile dois être liée par exactement une arête à chaque partition et que toutes les étoiles étantdéjà liées à un diagramme, elles sont aussi ordonnées. Il y a donc (2gi + `i � 1)! possibilités.



7.3. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL 211Ainsi le nombre total de possibilités estXg0+:::+gm=g X�`g00B@ mYi=1 Xpi;1+:::+pi;`i=gi � ki2pi;`i� `i�1Yj=1 � �j2pi;j + 1�1CA �ê2�+1((ri � 2gi))Qk �k! mYi=1(2gi + `i � 1)!:En réordonnant on obtient :card( ~Gr(�k)) = Xg0+:::+gm=g0@X�`g0 ê2�+1((ri � 2gi))Qk �k! 1A �mYi=10@(2gi + `i � 1)! Xp1+:::+p`i=gi � ki2p`i� `i�1Yj=1 � �j2pi;j + 1�1A :Rappelons que d'après la proposition 7.50 et le théorème 7.43cn� = nm�1z�1 � � � z�m22g Xk1;::: ;km06ki<�i;`i card( ~Gr(�k)):Il faut donc encore sommer sur les ki. Remarquons que�i;`i�1Xki=0 �ki2p� = � �i;`i2p+ 1�;De sorte que la formule se simpli�e un peu pour donner l'expression �nale du coe�cient cn� :nm�1z�1 � � � z�m22g Xg0+���+gm=g 0@X�`g0 ê2�+1((ri � 2gi))Qk �k! 1A mYi=10B@(2gi + `i � 1)! Xp1+:::+p`i=gi `iYj=1� �i;j2pj + 1�1CA :Exemple. Nous illustrons pour terminer l'algorithme de construction par un exemple : prenonsn = 5, � = [5; 132; 14], et k = (0; 0; 0), de sorte que �k = [14; 122; 4], et g = (1�5+4+1+3)=2= 2.1. Choix des gi : g0 = 1, g1 = 0, g2 = 0 et g3 = 1.2. Choix de � : � = 1 est la seule possibilité. 2� + 1 = 3 : une seule étoile complexe de degrésortant 3 :
3. Choix des pi;j : pour i = 1 pas de partie horizontale de l'équerre donc rien à choisir. Pouri = 2, g2 = 0 donc les p2;j sont tous nuls. En�n pour i = 3, g3 = 1 donc p3;1 = 1.



212 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUE4. Répartitions des 2pi;j+1 arêtes sortantes dans les lignes impaires et des 2pi;j arêtes sortantesdans les lignes paires. Ici les deux seuls choix sont pour la ligne (2; 1) où 2p2;1 + 1 = 1 alorsque �k2;1 = 2 et pour la lignes (3; 1) où 2p3;1 + 1 = 3 et �k3;1 = 4 :
1 1

0

0

0

0
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1

5. Choix des cases d'arrivée de l'étoile complexe.6. Fixation des étoiles simples aux cases entrantes libres.
1 1
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0

0
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1

7. Choix des arêtes restantes.
1 1
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0

0

0

1

1



7.4. CONFIGURATIONS ESSENTIELLES 21337.4 Con�gurations essentiellesLe théorème 7.43 permet de donner des résultats d'un autre type, basés directement sur l'étudedes di�érents graphes qui peuvent apparaître dans la sommation.Par exemple, supposons que l'une des partitions soit 1(n� 1). Alors la seule partition redresséede cette partition est n�1, qui n'a qu'une part. Comme toutes les étoiles sont incidentes au sommetligne correspondant, les graphes possèdent une unique composante connexe, forcement paire. Deplus leur nombre cyclomatique ne dépend que de �k. Orcard(Gr(�k)) = [(n� 1)!]m�1:On en déduit que cn[�1;::: ;�m�1;1(n�1)] = (n!)m�1(n� 1)z�1 � � � z�m�1 Xk1;::: ;km06ki<�i;`i 2cyc(G)�2g :Or au cours de la démonstration de la proposition 7.37, on trouvecyc(G) = c(G) + 2g + mXi=1(`i � `(�kii )� 1)= 2g + 1 +Xi (ki + �ki;0 � �`i):Maintenant, �ki�1Xki=0 2ki+�ki;0 = �ki�1Xki=1 2ki + 2= 2�ki � 2 + 2 = 2�ki ;de sorte que cn[�1;::: ;�m�1;1(n�1)] = 2(n!)m�1(n� 1)z�1 � � � z�m�1Proposition 7.52 Quelles que soient les partitions �1; : : : ; �m�1 telles que la somme de leurparité soit impaire, cn[�1;::: ;�m�1;1(n�1)] = 2n� 1 jC�1 j � � � jC�m�1 j:Ce résultat généralise le cas du produit d'un grand cycle et d'un cycle de longueur n � 1 : pourtoute partition impaire �, cn[�;1(n�1)] = 2n� 1 jC�j;



214 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUErésultat qu'on écrit habituellement sous la forme plus remarquable,c�[n;1(n�1)] = 2(n� 2)!:En réalité la seule condition que nous ayons utilisée pour établir la proposition 7.52 est la remarqueselon laquelle tous les graphes possibles sont connexes.Dé�nition 7.53 Les partitions �1; : : : ; �k forcent la connexité, si pour tous �k+1; : : : ; �k+p telsque la somme des parités des �1; : : : ; �k+p soit égale à la parité de n, les graphes de Gr(�k) sontconnexes quelques soient les (ki).Exemple. De la discussion précédente suit que la partition 1(n� 1) force la connexité. Il en va demême pour le couple (1pq; 1rs) avec r =2 fp; qg ou pour le couple (1pq; 1qp) avec p et q premiersentre eux. De manière plus générale le couple (1�; 1�) force la connexité s'il est impossible departitionner les parts de � en �0 [ �00 et celles de � en �0 [ �00 de sorte que j�0j = j�0j. 3Proposition 7.54 Si les partitions �1; : : : ; �k forcent la connexité alors,cn[�1;::: ;�k;�k+1;::: ;�k+p] =8>>>><>>>>: 2n! k+pYi=1 jC�i j;ou0quelques soient les partitions �k+1 : : : �k+p.De manière plus générale, lorsque la connexité n'est pas garantie, il est quand même possibled'étudier les di�érents types de graphes qui peuvent apparaître (les con�gurations essentielles) etde les compter en fonction de leur nombre de composantes connexes. On trouve ainsi une versiongéométrique de la démarche esquissée et abandonnée dans le manuscrit de G. Jones [83], démarchequi remonte en fait à E.A. Bertram et V.K. Wei [22]. Cependant cette méthode devient vitefastidieuse sauf si on se restreint au cas ou les partitions possèdent toujours une part de longueur1 (pour éviter l'apparition de diagrammes redressés). Par exemple pour m = 2 et � = 1k(n � k)on obtient la généralisation suivante des résultats de E.A. Bertram et V.K. Wei [22], G. Boccara[24] et G. Jones [83] :Théorème 7.55 Soit n > k + 1 et � ` n avec � = 1�1 : : : n�n , alors si �1 6= 0 et � à la mêmeparité que k,c�[n;1k(n�k)] = 2(n� k � 1)!k! k�1Xh=0(k � 1)h(n� �1 � h)k�1�h0B@ X�`h�=21 :::hh(�1)`(�) hYi=2��ii�1CA :En particulier la valeur ne dépend que de n, de la parité de � et des parts de longueur strictementinférieure à k de �.Ces résultats restent vrais, mais bien plus pénibles à démontrer, pour � quelconque de mêmeparité que k (i.e. même si � n'a pas de part de longueur 1).



7.5. APPLICATIONS AUX CARTES 215Les expressions pour k = 1; 2; 3; 4 �gurent dans E.A. Bertram et V.K. Wei [22], pour k � 5 lerésultat est nouveau. Pour k = 1; 2 des preuves constructives ont été données respectivement parA. Machì [112] et L. Cangelmi et P. Cellini [35] (voir aussi la section 6.3). Pour � = 1�1 : : : n�nayant la même parité que k,c�[n;1(n�1)] = 2(n� 2)!;c�[n;2(n�2)] = (n� 3)!(n� �1);c�[n;3(n�3)] = (n� 4)!3 [(n� �1)(n� �1 � 1)� 2�2];c�[n;4(n�4)] = (n� 5)!4 � 3 [(n� �1)3 � 6(n� �1 � 2)�2 � 6�3];c�[n;5(n�5)] = (n� 6)!5 � 4 � 3 [(n� �1)4 + 12�2(�2 � 1)�12(n� �1 � 2)(n� �1 � 3)�2 � 24(n� �1 � 3)�3 � 24�4];7.5 Applications aux cartesL'objectif de cette section est d'établir des formules explicites pour les nombres de cartes ethypercartes à une seule face ou g-arbres en fonction du genre et du nombre d'arêtes, en sommantsur les di�érentes distributions possibles.Nous considérons donc le cas m = 2, � = [�; �] avec � et � deux partitions de n. Alors cn[�;�]compte le nombre de g-arbres enracinés de distribution des degrés respective � pour les sommetsblancs et � pour les sommets noirs où g = g(�; �) est donné par `(�) + `(�) = n+ 1� 2g.Observons que si on �xe une partition � de n et le genre g, la sommation sur toutes les partitions� telle que `(�) = n+ 1� 2g � `(�) alors le coe�cientBi(�;m; n) = X�`n`(�)=m cn[�;�]: (4)compte le nombre de g-arbres enracinés dont la distribution des sommets blancs est donnée par �,sans restriction sur les sommets noirs. De même si on somme sur toutes les partitions � de sorteque `(�) + `(mu) = n+ 1� 2g, le coe�cientBi(`;m; n) = X�`n`(�)=`Bi(�;m; n) = X�`n; `(�)=`�`n; `(�)=m cn[�;�] (5)compte le nombre Bi(`;m; n) de g-arbres à ` sommets blancs et m sommets noirs. En�n si onsomme sur ` et m tels que `+m = n+ 1� 2g, on obtientBi(n; g) = X`>1;m>1`+m=n+1�2gBi(`;m; n) (6)qui est le nombre Bi(n; g) de g-arbres bicolores enracinés à n sommets.



216 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUELes g-arbres bicolores ont été étudié en particulier par N. Adrianov [1] qui obtient des récur-rences pour les nombres Bi(n; g) et Bi(`;m; g). Dans [96], D.M. Jackson et T. Visentin obtiennentdes expressions pour les cartes et hypercartes de genre g avec un nombre donné de faces. Cesexpressions permettent d'exprimer Bi(n; g) et Bi(`;m; g) sous la forme d'un coe�cient à extraired'une série donnée par une sommation alternée de n termes.Nous utilisons notre théorème 7.7 pour donner des expressions explicites sous la forme de som-mations de termes positifs. Ces expressions sont obtenues à l'aide du lemme 7.56 qui apparaît dans[150] et de manipulations calculatoires relativement longues mais dont la di�culté est essentielle-ment due à la lourdeur des notations.Lemme 7.56 ([150]) Soit n et m deux entiers strictement positifs et g un entier positif, ainsique � ` g, tels que m+ 2g 6 n. AlorsX�`n`(�)=m 1z� Xqj=g`(q)=m�(q)=� mYk=1� �k2qk + 1� = 1m!� n� 1m+ 2g � 1� `(�)Yk=1 12�k + 1 Xqj=g`(q)=m�(q)=� 1:Démonstration. Nous démontrons le résultat suivant, un peu plus général, et dont découle im-médiatement le lemme.Soit n, z, r, ` des entiers positifs avec r + z � `+ z � n et � = 1122 : : : zz ` z où `(�) = r.Alors X�`n`(�)=` 1Qi �i! Xpj=z`(p)=`�(p)=� Yj  �j � 1pj ! =  n� 1`+ z � 1 !Qi i!(`� r)! ; (7)où �(p) désigne la partition obtenue en réordonnant la composition p et où � = 1�12�2 : : : n�n ` n.Considérons l'expressionX�`n`(�)=`  `�1; : : : ; �` ! Xpj=z`(p)=`�(p)=� Yj  �j � 1pj ! (8)obtenue en multipliant le membre gauche de l'équation 7 par `!. Le coe�cient multinomial `�1; : : : ; �` !est le nombre de compositions de n de partition associée �. On peut donc transformer l'expression(8) en X�`n`(�)=` Xqj=n`(q)=`�(q)=� Xpj=z`(p)=`�(p)=� Yj  qj � 1pj ! = Xqj=n`(q)=` Xpj=z`(p)=`�(p)=� Yj  qj � 1pj ! ; (9)puisque pour un � ` n donné, le membre droit de (9) est symétrique en fq1; : : : ; q`g. Échangeons



7.5. APPLICATIONS AUX CARTES 217maintenant les sommations du terme droit de (9) et considéronsS = Xqj=n`(q)=` Yj  qj � 1pj ! : (10)Comme le nombre de compositions p j= z ayant `(�) � `(�) parts égales à zéro et telles que`(p) = `(�) = ` and �(p) = � est `!(`�r)!Qi i! , il su�t de montrer queS =  n� 1`+ z � 1 ! : (11)SoitW l'ensemble des mots w de longueur n sur l'alphabet fx; yg ayant `+z lettres x et commençantpar un x. Nous avons card(W ) = � n� 1`+ z � 1�et, comme (1 + p1) + : : :+ (1 + p`) = `+ z, les ` lettres x de w 2W associées aux 1 peuvent êtrevue comme w de sorte que nous pouvons factoriser w comme suit :w = xw1xw2 : : : xw` ; (12)où wi contient pi lettres x pour tout i = 1 : : : `. Soit qi = jwij + 1, alors le nombre de mots de laforme (12) est aussi Qi qi � 1pi ! et toutes les compositions q de n à ` parts peuvent être ainsiobtenues. Ceci termine la preuve de la formule (7).Le lemme 7.56 en découle immédiatement en remarquant queX�`n`(�)=m 1z� Xqj=z`(q)=m�(q)=� mYk=1� �k2qk + 1� = X�`n`(�)=m 1z� Xq0j=2z`(q0)=m�(q0)=(2�1;::: ;2�m) mYk=1� �kq0 + 1�: 2En appliquant ce lemme et le théorème 7.7, nous obtenonsThéorème 7.57 Soit � = (�1; : : : ; �`) ` n et m; g deux entiers positifs tels que `+m = n+1�2g.Alors, Bi(�;m; n) = n!z�22gm! Xg1+g2=g0@ Xi1+���+i`=g1Yk � �k2ik + 1�1ARg2(m)où Rg(x) est un polynôme en x de degré g dé�ni par :Rg(x) = X`g=1c1 :::gcg (x)`() 1Qi ci!(2i+ 1)ci ; (13)avec (x)k = x(x � 1)(x� 2) � � � (x� k + 1) la factorielle descendante.



218 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEDémonstration. Du théorème 7.7 et du lemme 7.56 on déduitBi(�;m; n) = nz�22z Xz1+z2=z(r(�) � 2z1)!(n�m� 2z2)!Xi1+���+i`(�)=z1j1+���+jm=z2  Yk � �k2ik + 1�! X�`(�)=m 1z� Yk � �k2jk + 1� ;= nz�22z Xz1+z2=z(r(�) � 2z1)!(n�m� 2z2)!Xi1+���+i`(�)=z1j1+���+jm=z2  Yk � �k2ik + 1�! 1m!� n� 1m+ 2z2 � 1�Yk 12jk + 1 ;et, comme `(�) + 2z2 � 1 = r(�) � 2z1 et r(�) + r(�) = n� 1 + 2z, on obtient(r(�) � 2z1)!(r(�) � 2z2)!� n� 1`(�) + 2z2 � 1� = (n� 1)!et Xj1+���+jm=z2Yk 12jk + 1 = Pz2(m)ce qui donne le résultat. 2Si on pose � = 2n=2, tous les sommets blancs ont degré deux et peuvent donc être vus comme centresd'arêtes reliant les sommets noirs entre eux. Nous obtenons ainsi les g-arbres enracinés usuels (nonbicoloriés) déjà énumérés par T.R. Walsh et A.B. Lehman [150]. Appelons donc Mono(n; g) lenombre de g-arbres à n arêtes et utilisons le théorème 7.57. Nous obtenons :Corollaire 7.58 ([150]) Soit n un entier strictement positif et g un entier positif. Alors,Mono(n; g) = Bi((2n); n+ 1� 2g; 2n) = (2n)!22gn!(n+ 1� 2g)!Rg(n+ 1� 2g):De plus à g �xé et pour n tendant vers l'in�ni,Mono(n; g) �n!1 n3(g� 12 )4np�g!12g :En utilisant une seconde fois le lemme 7.56 pour sommer sur les � dans le théorème 7.57 nousobtenons :Théorème 7.59 Soit `;m; n; g des entiers positifs tels que `+m = n+ 1� 2g. Alors,Bi(`;m; n) = (n+ 1)2g(n+ 1)22g�n+ 1� 2g` � Xg1+g2=g� n� 1`+ 2g1 � 1�Rg1(`)Rg2(m);



7.5. APPLICATIONS AUX CARTES 219Démonstration. En e�etBi(`;m; n)= n!m!22z Xz1+z2=z � Xj1+������+jm=z2 Yk 12jk + 1� Xi1+������+i`=z1  X� 1z� Yk � �k2ik + 1�! ;= n!m!22z Xz1+z2=z � Xj1+������+jm=z2 Yk 12jk + 1� Xi1+������+i`=z1 1̀!� n� 1`+ 2z1 � 1�Yk 12ik + 1 ;= n!`!m!22z Xz1+z2=z� n� 1`+ 2z1 � 1�� Xi1+������+i`=z1 Yk 12ik + 1�� Xj1+������+jm=z2 Yk 12jk + 1�;ce qui est le résultat annoncé. 2Finalement en sommant sur ` et m tels que `+m = n nous obtenons :Théorème 7.60 Soit n; g deux entiers positifs. Alors,Bi(n; g) = (n+ 1)2g(n+ 1)22g Xg1+g2=g X06`16g106`26g2 g1;`1g2;`2(n+ 1� 2g)`1+`2�2n� 2g � `1 � `2n� 2g1 � `1 �où les g;` sont des constantes données par :g;` = X`g`()=`=11 :::gg 1Qi i!(2i+ 1)i :Démonstration. Nous avonsBi(n; z) = X`+m=n+1�2z`>1;m>1 Bi(`;m; n);= (n+ 1)2z(n+ 1)22z Xz1+z2=zX̀;m �n+ 1� 2z` �� n� 1`+ 2z1 � 1�X06`16z106`26z2 z1;`1z2;`2(`)`1(m)`2 ;= (n+ 1)2z(n+ 1)22z Xz1+z2=z X06`16z106`26z2 z1;`1z2;`2X̀;m (n+ 1� 2z)!`!m! (`)`1(m)`2� n� 1`+ 2z1 � 1�;= (n+ 1)2z(n+ 1)22z Xz1+z2=z X06`16z106`26z2 z1;`1z2;`2(n+ 1� 2z)`1+`2X`+m=n+1�2z`>`1;m>`2 �n+ 1� 2z � `1 � `2`� `1 �� n� 1`+ 2z1 � 1�;= (n+ 1)2z(n+ 1)22z Xz1+z2=z X06`16z106`26z2 z1;`1z2;`2(n+ 1� 2z)`1+`2�2n� 2z � `1 � `2n� 2z1 � `1 �;



220 CHAPITRE 7. FACTORISATIONS DANS LE GROUPE SYMÉTRIQUEla dernière égalité découlant de la formule binomiale classiqueXk � rp+ k�� sq + k� = � r + sr � p+ q�: 2Corollaire 7.61 Soit g un entier positif �xé. Alors quand n tend vers l'in�ni :Bi(n; g) �n!1 n3(g� 12 )4np�g!48g :En particulier nous retrouvons le résultat d'Adrianov ([1], Corollaire 5) qui dit que pour g �xé etn tendant vers l'in�ni, Bi(n; g)Mono(n; g) �n!1 �14�g :Nous donnons maintenant les expressions de Bi(n; g) et Bi(`;m; g) dans la table suivante, oùq2(x; y) = 13(x2 + y2) + 5xy(x+ y) + 86(x+ y) + 47xy + 129;q3(x; y) = 502(x4 + y4) + 35x2y2(x2 + y2) + 273xy(x3 + y3) + 70x3y3+9978(x3 + y3) + 1260x2y2(x+ y) + 6512xy(x2 + y2) + 71842(x2 + y2)+13410x2y2 + 54123xy(x+ y) + 185554xy+ 219918(x+ y) + 238480 :genus Bi(`;m; n) Bi(n; g)0 1n� n`�1�� nm�1� 12n+1�2n+1n � nombres de Catalan1 (n+12 )3! �n�1`�1��n�1m�1� (2n�1n�1 )(n3)(2n�1)22 (n+12 )q2(`;m)6�5! �n�1`�1��n�1m�1� (2n�3n�2 )(n�14 )2(5n2�7n+6)(2n�3)5!3 (n+12 )q3(`;m)36�7! �n�1`�1��n�1m�1� (2n�5n�2 )(n�25 )5(35n4�182n3+397n2�346n+240)(2n�5)3(7)!
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Conjugaison d'arbres et cartes combinatoires aléatoiresRésumé : Cette thèse présente des algorithmes de génération aléatoire et des résultats d'énumé-ration pour les plongements de graphes ou cartes. Une première partie est consacrée aux cartesplanaires. La conjugaison d'arbres y est introduite et permet d'expliquer et de généraliser des ré-sultats d'énumération de W.T. Tutte et d'A. Hurwitz. Dans le même temps, des algorithmes degénération aléatoire uniforme sont obtenus pour des familles élémentaires de cartes. Une méthoded'extraction/rejet permet alors d'étendre de manière signi�cative leur domaine d'application et leure�cacité. En particulier sont traités les cas jusqu'ici inaccessibles des polyèdres convexes et desgraphes planaires maximaux. L'étude de la complexité de ces algorithmes fait appel à des méthodesanalytiques. Comme premier exemple signi�catif d'application expérimentale des générateurs, uneconjecture sur le diamètre des cartes planaires aléatoires est présentée. Dans une seconde partie lesplongements dans les surfaces de genres supérieurs sont abordés. Une bijection permet de donnerun codage de ces cartes à l'aide de cartes à une face. Le reste de la thèse est consacré à obtenir desrésultats d'énumération, qui uni�ent les résultats connus pour cette famille.Mots-clés : génération aléatoire, cartes, planarité, polyèdres, triangulations, énumération, arbres,conjugaison, combinatoire bijective, plongements, revêtements, constantes de structure.Conjugation of trees and random combinatorial mapsAbstract : Random generation algorithms are presented together with enumeration results forcombinatorial maps (i.e. embeddings of graphs in surfaces). The �rst part is devoted to planarmaps. Conjugation of trees is introduced and used to explain and generalize some results of W.T.Tutte and A. Hurwitz. At the same time, uniform random generation algorithms are obtained forsome elementary families of maps. Using a new extraction/rejection method, we are then able toextend these generators to a wide range of planar maps, including convex polyhedra and maximalplanar graphs, so far unreachable. In order to prove that they are e�cient, a combinatorial schemeis introduced and studied, using a two-variable saddle point analysis. As a �rst signi�cant exampleof experimental study using these generators, a conjecture is presented on the diameter of randomplanar maps. The second part of this thesis deals with embeddings in surfaces of higher genus. Acorrespondence is given using maps with one face. The rest of this thesis addresses the problem ofcounting the latter maps according to their vertex degree distribution.Keywords : random generation, random sampling, maps, planarity, polyhedra, triangulations, enu-meration, trees, conjugation, bijective combinatorics, embeddings, coverings, connection coe�-cients. Thèse préparée conjointementau Laboratoire d'Informatique de l'École Polytechniqueet au Laboratoire Bordelais de Recherche en Informatique.LIX LaBRIÉcole Polytechnique Université Bordeaux I91128 Palaiseau Cedex 33405 Talence Cedex


