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Abstract

We introduce a method for solving the motion
planning problem for one partial differential equa-
tion problem with more than one space dimension
and with boundary control. Our method is illustra-
ted by the classical heat equation and is based on
integral transforms and operational calculus.

Résumé

Nous étudions le probleme de la planification de
trajectoires pour 1’équation de la chaleur bidimen-
sionnelle. Nous utilisons, en plus des thechniques
employées dans le cas mono-dimensionnel, telles que
la platitude différentielle, les fonctions Gevrey et le
calcul opérationnel, certains types de transforma-
tions de Fourier par rapport aux variables d’espace.

1 Introduction

Le probleme de la planification de trajectoires,
c’est-a-dire la construction d’un contréle en boucle
ouverte permettant de faire passer un systéme d’un
état initial vers un état final tous deux supposés
connus, est un probléme fondamental en automa-
tique. La notion de platitude différentielle a per-
mis de résoudre ce probleme pour un grand nombre
de systemes mono-dimensionnels, linéaires et non
linéaires, de dimension finie et infinie.

Pour les systemes linéaires de dimension finie,
cette notion est équivalente & la controlabilité au
sens classique. Pour les systemes non linéaires de
dimension finie, cette notion a été introduite en
1992 [2, 4, 9, 3]. De plus, les concepts de m-liberté
et de w-platitude [6, 11, 9] ont permis d’étendre la
platitude aux systemes linéaires et non linéaires a
retards.

Parmi les exemples d’applications de dimension
infinie qui utilisent la platitude pour résoudre un
probleme de planification de trajectoires, on trouve
notamment des systemes qui dérivent de ’équation
de la chaleur [8] ou de I’équation des ondes [13, 5].

Remarquons pour finir qu’on trouve dans [12] des
applications de cette méthode & des problémes aux
dérivées partielles non linéaires.

Dans cette note, nous appliquons la notion de
platitude différentielle & un probléme de dimension
d’espace supérieure & 1. Notre méthode est illustrée
par I’équation de la chaleur.

La controélabilité approchée de I’équation linéaire
de la chaleur, a été largement étudiée en uilisant des
techniques d’analyse fonctionnelle [1]. Notre travail
est lié aux travaux classiques de Gevrey et Holm-
gren [7, 18].

Grace au calcul opérationnel et par le biais de
transformations intégrales [17], nous obtenons une
paramétrisation explicite des trajectoires. Ensuite,
nous déduisons la solution du probleme original par
des théoremes d’inversion.

Cette démarche est résumée par la figure 1, dit
diagramme de Klampkin.

Probléme aux bords Solution du
pour les EDP probleme
original

Transformations Synthese
intégrales
Probleme Platitude Solution du probleme
difrentel ordinalre e ditérentiel ordinaire

Fi1G. 1 — Diagramme de Klampkin.

2 Equation de la chaleur
bidimensionnelle
Considérons la plaque chauffée représentée par la
figure 2. On suppose que la température est imposée
sur le bord £ = 0. Les autres cOtés sont supposés

isolés. Ce systeme est régi par I’équation linéaire de
la chaleur

(% + [?_:2 - V%) w(t,x,y) = 07
pour z € [0,L], y € [0,f] et 0 < ¢.

1)

Le coefficient 1/v représente le terme de diffusion
thermique. Pour simplifier notre présentation, nous



w(0y) =0 wy(t,2,0) =0
L
0D, wltLy)

0 wy(t,z,0) =0 L

F1G. 2 — Plaque chauffée.

choisissons la condition de Cauchy suivante

w(07m7y) = 07 (2)
et les conditions aux bords
w(t705y) = u(t7y)5
w-’t (taLay) = 07
_ 3)
UJy(t,.’L',O) - 07
wy(tzl) = 0.

ol u(t,y) représente 'entrée et w, désigne dw/dz.

3 Transformations intégrales

Pour toute fonction f du temps et de ’espace,
on notera dans la suite f la transformée de Fourier
de f par rapport & une variable spatiale et f la
transformée de Laplace de f par rapport & t.

3.1 Transformation de Fourier

Nous commencons par faire l’analyse de Fourier
de la fonction w, solution du probléme précédent.
On supposant que w et u sont localement intégrables
et nous considérons pour tout entier n leurs coefli-
cients de Fourier:

2 Jy u

{ u(t,n)

w(t,z,n) 7 fo
Le choix de la transformée de Fourier cosinus est
guidé par la nature des conditions aux bords (si
elles étaient de type Dirichlet, on aurait considéré la

transformée de Fourier sinus). Pour notre cas, nous
obtenons les développements de Fourier suivants

{w(t,w,y) = Y en@(ta,n) cos("FE),
uty) =

2 nen U(t,n) cos(=7¥).

Remarque 1 — En effectuant la transformation
de Fourier de l’équation (1) on obtient les relations :

2 2\ _
vn €N { (% — I/% —(2) )w(t,m,n):(),
pour z € [0,L],y € [0,{] et 0 < ¢.

) cos(“7)dy,

w(t,z,y) cos(*72)dy

4)

(5)

De méme, la condition initiale (2) et les conditions
aux bords (3) induisent les conditions suivantes :

w(0,z,n) = 0,
Vn € N, w(t,0,n) = u(tn), (6)
wWe(t,L;n) = 0.

Cette étape nous permet de réduire le nombre des
variables indépendantes du systeme. Pour tout en-
tier n, le probleme de controle mono-dimensionnel
(5)—(6) peut étre résolu en utilisant la transforma-
tion de Laplace et la platitude différentielle [2].

En effet, la transformation de Laplace permet de
se ramener & un probléme linéaire de dimension fi-
nie, dont les trajectoires peuvent étre paramétrisées
par une fonction arbitraire.

3.2 Transformation de Laplace

Dans ce qui suit, s désigne la variable de Laplace.
Considérons les transformées @ (s,z,n) (resp. u(s,n))
des fonctions w(t,z,n) (resp. w(t,n)). Pour tout en-
tier n et pour z € [0,L], le calcul opérationnel usuel
nous permet d’aboutir aux relations différentielles
ordinaires suivantes :

((j_ - (M) - ) B(sem) =0, (7)

avec les conditions aux bords

w(s,0,n) =u(s,n),
@e(s,L,n) = 0.
Pour tout entier n, nous considérons le probleme

ordinaire (7)—(8) et nous allons paramétriser ses tra-
jectoires a I’aide d’une fonction arbitraire.

(®)

4 Paramétrisation formelle de
trajectoires

La solution du systeme (7)—(8) est donnée par
cosh ((L—x) vs + (”77’)2>
) ~

w(s,z,n) = . (LW> u(s,n).

A partir de cette solution et au moyen d’une fonc-
tion arbitraire 77(s,n), on obtient pour tout x et pour
tout n, les paramétrisations formelles :

@(s,z,n) = cosh ((L —xz)y\/vs+ (%)2> 7(s,n),

u(s,y) = cosh (L\/I/S + ("7”)2> (s,n).

Remarquons que pour z = L, on a

@(s,Ln) =7(s;n). (10)



La fonction 7(s,n) joue le réle d’une sortie plate
pour la plaque chauffée. C’est-a-dire, une fonction
qui permet de paramétriser toutes les trajectoires
du systeme qui sont solutions du probléeme (7)—(8).

Remarque 2 — La relation (10) montre que, pour
chaque mode n, la fonction arbitraire ﬁ(s,n) qui as-
sure la paramétrisation, est lice a la valeur de la
solution sur le bord droit, non contrélé de la plaque.
En effectuant la sommation sur tous les modes, on
obtient & laide de (9)

a(SJLJy) = T/’\(s’y)i
u(sy) = W(s0.)

On trouve dans ces relations un sens physique aux
sorties plates associées d chaque modes.

A ce stade, il nous est possible d’émettre deux hy-
potheéses sur le controle.

5 Hypotheses sur le controle

Le controle qui s’exerce sur le bord de la plaque
peut étre soit réparti, soit de la forme u(t)h(y) ou
h une fonction de répartition.

5.1 Controle réparti

L’expression (9) nous permet de paramétriser for-
mellement chaque mode 5(3,3:,7;) en fonction d’une
fonction arbitraire 7(s,n).

En suivant la méthode présentée dans [8], on peut
montrer que ces paramétrisations définissent dans
le domaine temporel des paramétisations conver-
gentes. Ainsi, si 'on fait ’hypothese que le controle
est réparti, toutes les sorties plates arbitraires sont
indépendantes. Notre plaque peut étre formellement
considérée comme une infinité de problémes mono-
dimensionnel (7)—(8). Ces systémes sont tous plats
au sens de [8] et peuvent é&tre contrdlé séparément.

En considérant un nombre fini de modes, nous ob-
tenons & partir des séries (4) une planification ap-
prochée des trajectoires. Le lecteur intéressé peut
toutefois se reporter & l’article [8]. Un probléme
mono-dimensionnel semblable au systeme (7)—(8) y
est traité.

Nous consacrons les sections & venir & un autre
cas ou on obtient une planification approchée.

Dans ce deuxiéme cas, il nous est possible d’ob-
tenir, contrairement au cas réparti, une expression
du controle indépendante du choix des modes.

5.2 Controéle non réparti

Dans cette section, on suppose que ’expression
du contréle sur le bord de la plaque, s’écrit sous
la forme wu(t)h(y). Pour tout n, on note par h(n)
le niéme coefficient de Fourier du développement

de h(y). En appliquant une transformation de Fou-
rier puis une transformation de Laplace on obtient

Vn € N, %(s)h(n) = cosh (L\ [vs + (n%f> 7(s,n).

Ces relations montrent que Contrairement au cas
évoqué dans la section 5.1, les sorties plates ne sont
plus indépendantes les unes des autres. Notre ob-
jectif est de trouver une loi de commande qui soit
indépendante des modes n. On cherche A écrire U(s)
sous la forme %(s) = U(s) G(s) avec U(s) une fonc-
tion dépendante du probléme et G(s) une fonction
arbitraire. Pour ce faire, on note pour tout n

{ ff(n) = E;’;o,#n h(j), 1)
n(s,;n) = &(sn) G(s),
avec la fonction auxilliaire

~ I1;Z0,)4n cosh (L\/ vs + (17”)2)

£(sn) = (12)

H(n)

)
et G(s) une fonction arbitraire. Dans ce cas, on a

[T}, cosh (L vs + (%)2>

Ce controle formel est bien indépendent du choix
du mode. Pour pouvoir appliquer notre méthode,
nous considérons dans (11) et (12) un nombre fini

U(s) =

de modes ; on note Hy (n), Ex(s,n), Ta(s,n) les ex-
pressions correspondantes tronquées & N modes. En
utilisant ces notations, le systeme (9) s’écrit

{ (s,x,n) = Qn(s,2,n) G(s),
(S,TL) = UN(SJH) G(S),

[

(13)

sh e

avec

Nous considrérons, & partir de (9) les approxima-
tions suivantes pour tout entier n

~

%(s,2,n) ~cosh ((L—x) vs + (%)2) Tin(5,m),

%(s;n) = cosh (L,/ys + (%)2) in (5.m)-

On vérifie que pour z = 0 et tout entier n, on a

(15)

@(s,0,n) = U(s,n),

c’est-a-dire que pour chaque mode n, le controle
reste exercé sur le bord gauche. Il nous reste main-
tenant & montrer que ces expressions formelles per-
mettent effectivement de définir un controle i.e. que
le systéme (15) définit bien des expressions conver-
gentes.



6 Paramétrisation dans le do-
maine temporel

Dans l'interprétation du calcul formel due & Mi-
kusiriski [10], on définit opérateur cosh (1/5). A une
fonction f(t), cet opérateur fait correspondre, sous
certaines conditions, la série }°,; y i f (1), ot oy
désignent les coefficient de s* dans le développement
de cosh (1/s) par rapport & s. Le lecteur intéressé
peut consulter [5, 6, 3] pour plus de détails sur I’ap-
plication de ces techniques en théorie du controle.

En appliquant ceci au systéme (15), on obtient

w(t,z,n) = cosh (( —x) Bt + ("7")2> I (t,n)

u(t,n) = cosh (L\/V% + (2F) ) A (t,n).

Ce pose maintenant le probleme de convergence
des séries dans lexpression (16). Nous donnons la
définition d’une fonction de classe Gevrey intro-
duite dans [7] et nous montrerons que pour une telle
fonction, les expressions (16) convergent.

(16)

Définition 1 ([14]) Une fonction y(t) définie sur[0,1]

est de classe Gevrey o si elle est C™ et s’il existe
M et R, deux réels positifs tels que

.
Vi €N, )| < w2

Ri

Ce type de fonctions a été introduit pour 1’étude de
certaines équations aux dérivées partielles.
Proposition 1 — Si G(t) est une fonction Gevrey
de classe 0 < 2 alors la fonction 75 (t,n) est Gevrey
d’ordre o en't et d’ordre o/2 en n. De plus, la série

des dérivées de G(t) est convergente par rapport a
L.

SUPie(o,1] |i‘/(j) (t

Preuve. on a
v (3.m) = En(5.1) G(5).
_ cosh (L\/E\/NV + Ef_o,#n(jli)z)
Notons
N N
AN)=L,|Nv+ Y (%T) .

.]207]75'"'

En développant en série les dérivées de G(t), on
obtient

G(t)®.

1 A(N)*
My (tn) < > i
Hy(n) = (24)!
Cette derniere somme converge car G(t) est Gevrey
d’ordre ¢. La dérivée d’ordre m de 7y (t,n) vérifie
I’inégalité suivante
A(N)?

tn(m)<z )

i>0

( )(H—m) .

On utilise les constantes M et R de la définition
pour trouver la majoration suivante

;G(t)(i-i-m) < A((éj))| ¢ R?fm ((i +m)!)°.

En utilisant la relation (i +m)! < 24§ Im ! on
obtient

(m)s
AN M (i +m) 1\’
> gy w ()

En notant R =

£ | linégalité précédente devient

M (@)
< z~— — .
g HN Rm™ R

1
—(m) nN tn

soit
) _ -
Rz

ZZM

En notant ~; le terme général de cette série on ob-
tient : o )
Yirr _ AN) ()7

Yi R

poura<2,%—)0quandi—>oo.D’of1
Ta(tn) ™ < M
Rm

Cette derniere inégalité montre que 7 (¢,n) est Ge-
vrey d’ordre o en t. O

On utilise maintenant les deux relations dans (14)
pour avoir des développements en séries par rapport
a s. Ensuite, nous écrivons u(t,n) et w(t,z,n) sous
la forme suivante

a(tn) = Y00 a; G,

=208 GV

o et B; sont respectivement les coeflicients de s
dans les développements de Uy (s,n) et Qn(s,z,n).
La solution du probleme initial et ’expression du
controéle sont donc données par

uty) = Ynleu(t) h(n) cos (*72) ,

>on o w(t@,n) cos (27) .

(17)
w(t,z,n)

(18)
w(t,ry) =

7 Résultats de simulations

Nous considérons les expressions dans (18) avec
un nombre N de modes égal a 3. Dans le premier
exemple, nous considérons la fonction de répartition
h(y) = cos(y), dont la série de Fourier cosinus est
donnée par la figure 3. Nous présentons le profil de
température a l'instant ¢ = 0.9 en utilisant la som-
mation de Fourier et on obtient la figure 4. Ensuite,



nous injectons ’expression de la commande dans un
modele de semi-discrétisations et nous présentons
le profil au méme instant. Celui-ci est donné par
la figure 5. Le deuxiéme exemple est étudié avec la
fonction 1/(y + 1) + y? définie sur l'intervalle [0,1]
et représentée par la figure 6. Avec cette fonction
nous obtenons la figure 7 avec la sommation de
Fourier et la figure 8 avce la semi-discrétisation.
Comme nous pouvons le constater, pour chacune de
ces deux fonctions, les deux profils sont semblables
méme avec une faible discrétisation.

Fi1G. 3 — Exemplel.
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Fic. 4 — Profil avec sommation de Fourier.
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F1G. 5 — Profil avec discrétisations.
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Fi1G. 6 — Exemple 2.
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F1G. 7 — Profil avec sommation de Fourier.

PROFILAVECU =09

60413

413

2413

2413

Fi1G. 8 — Profil avec discrétisation.

8 Conclusion

En effectuant une transformation de Fourier cosi-
nus, tronquée a un ordre N, sur le systéme défini par
I’équation de la chaleur bidimensionnelle, on par-
vient & résoudre le probleme de la planification de
trajectoires avec une précision arbitraire.
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