Une illustration des possibilités du
calcul formel en automatique*

Frangois OLLIVIER**

L'automatique et la modélisation sont des domaines privilégiés quant aux possibilités offertes par le calcul formel. En effet,
les propriétés des modéles peuvent souvent se traduire en termes algébriques simples, ce qui permet alors de les tester
en utilisant des méthodes désormais classiques, comme le calcul de bases standard ou d’ensembles caractéristiques.

On ne prétend pas donner ici un panorama d’ensemble de 'état de I'artenla matiére, mais seulement une illustration des
acquis et des développements possibles. Les références données 4 des travaux d’automaticiens ne seront donc que
partielles, et doivent beaucoup aux contacts fructueux que j'ai eu avec les membres du Laboratoire des Signaux et
Systemes & Supélec, parmis lesquels je tiens & remercier particuliérement Michel Fliess et Eric Walter, qui ont tout deux
participé activement au développement du calcul formel en automatique.

Parti de besoins simples, comme la nécessité de manipuler efficacement des objets algébriques: matrices ou
developpements en série, des besoins spécifiques on rapidement nécessité I'écriture de programmes adaptés, par
exemple pour la manipulation de séries non-commutatives. Une tendance récente, liée a un emploi croissant de 'algébre
différentielle, devrait conférer un intérét accru a cetie théorie déja ancienne, mais encore peu exploitée, et absente des :
principaux systémes de calcul formel.

La modélisation consiste & décrire I'évolution d’'un processus par une Ioi mathématique. Celui-ci peut revétir des aspects
divers :le mouvement d’'unrobot, mais aussiune réaction chimique, ou la prise d'un médicament. Deux approches peuvent
étre envisagées selon le but poursuivi. Si 'on s'intéresse au contréle, il suifit de déterminer un modéle ayant une bonne
concordance avec les courbes expérimentales.

En revanche, pour mieux appréhender la réalité physique, on construira un modéle intégrant les présupposés d'une
théorie. On souhaite alors savoir, avant le stade expérimental, quelles informations pourrons en étre tirées. L'exemple qui
suit se place dans cette problématique. :

LE PROBLEME DE L'IDENTIFIABILITE

Un exemple :
Peffet de premier passage

d’un médicament 2m L - B @ \ 1
Un médicament, absorbé 3 la vitesse dz/di = 6, b 0 Jz+|0]|u)
On étudie le passage d'un médica- ult) parvient dans le systéme digestif ‘, P } 0
mentdans l'organisme, et son élimina- (1) et passe dans la circulation géné- 0
tion, supposés décrits par le schéma rale (2), ou il se dégrade enun métabo- 0 6 0
ci-dessous. lite (3}, qui est éliminé par voie urinaire. y= ( 0 0 97) ¥ 2(0) =10
Mais le médicament peut aussi étre 0
dégradé en métabolite par les enzy-
WL — (1) — (2) mes hépathiques avant d’atteindre la

circulation générale. Ce phénoméne **Laboratoire d'Informatique de LIX (Equipe
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est connu sous le nom d'efiet de pre-
mier passage.

On en rend compte par les équations
suivantes :
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Une illustration des possibliités du caicul formel en automatique

On a choisi des vitesses de réaction
linéaires en fonctions des quantités de
médicament dans le systéme digestif
(x, ), dans la circulation générale (x,),
et de metabolite (x,).

Les constantes de vitesse 9,...6,, cor-
respondeni respectivement a chacune
des réactions indiquées surle schéma,
et les mesures effectuées, y, et y, aux
concentrations en médicament el
métabolite supposées proportionnel-
lesa(x, ) et (x, ). Enfin, les conditions
initiales, nulles, signifient qu’aucune
trace de médicament ou de métabolite
n'estprésente au débutde 'expérience.
La donnée d'un tel systéme définii une
structure, ou un modéle paramétré
M ().

Motivations et définition
du probléme

La mesure directe des paramétres du
systéme n'est pas envisageable. On
peut touiefois souhaiter déterminer
leurs valeurs aiin de mieux compren-
dre l'action du médicament et du méta-
bolite qui ont chacun des propriétés
spécifiques.
Soit M (8) e modéle «correspondant
au processus réel», on pourra
déterminer 6 si c'est le seul modéle
pour lequel on ait le méme comporie-
ment entrée-soriie, c'est-a-dire les
mémes valeurs expérimentales. No-
tant par C (@) le comporiement en-
trée-sortie, il faut vérifier que
c@ =C0")=0=9"
Sous cetle forme, on désespére de
pouvoir metire en ceuvre une méthode
effective. Mais on peut néanmoins
tourner la difficulté en remplagant la
fonction C, par une fonction plus aisée
amanipuler et enun sens équivalente,
parfois appelée résumé exhaustif.
Dans le cas de struciures linéaires
stationnaires, avec conditions initiales
nulles, de la forme :

dx/dt = A(8) x + B(@) u(t)
y = C(0) x x(0) =0,

ondéfinit la matrice de transfert comme
étant la matrice C(A- A/ J'B. Utilisant
la transformée de Laplace, on se con-
vainc aisément que I'égalité des com-
portements entrée-sortie est équiva-
lente a celle des matrices de transferi.

Le calcul de cette matrice est une té-
che aisée en s'aidant de n’importe quel
systéme de calcul formel. Ayant mis
les fractions présentes sous forme
canonique, on obtient un vecteur de
coefficients p(6). Il ne reste plus qu'a
tester que p(8) =p(F) =6=20.

Il suffit donc de résoudre un sytéme
algébrique, qui peut étre simplifié, en
supposant que le «modeéle réel» M(6)
est générique. On parle alorsd'iden-
tifiabilité structurelle}. En termes algé-
briques, on va tester que I'application
polynomiale admet un inverse ration-
nela gauche, ou que les exiensionsde
copsR(p) etR(8) sont égales.

Le probléme résolu

Revencns & 'exemple précédent. Les
coefficients obtenus parle calcul de la
matrice de transfert sont :

0,6,, 6,6, 0,6,(6,+6,),
6,+6,+6, 6,0, +8)
0,+6,+6,+80,
6,(0,+6,)+0,6+6,+6,), 66, (6+86,)

Calculant la base standard de ridéal

(p(0’) - p(8)) danslanneauR (6)[8’]
-ou mé me par un calcul & la main ! -
ons’assure que I'extension engendrée
par ces polynémes est :

R¢,.6,,0,,0+6,+9,,8

.,0,(0+86,),60,).
Sous celie forme, on constate que les
valeurs de 68, , 6, et 8, pourront
toujours étre déterminées de maniére
unique. En revanche, les aulres para-
meéires pourront aussi prendre les va-
leurs :

6,=6,-9,, 6, =0,+6,, 8,=6,0,(6,~6,).

Une discussion s'impose alors, car les
valeurs des paraméires sont nécessai-
rement réelles positives.

Si6,<@, , ity adonc qu'une unique
solution acceptable.

Plutét que d’envisager une résolution
compléetement automatique du pro-
bleme, dans le cas o un nombre finide
solutions distinctes sont algébrique-
ment possibles, il faut laisser aux spé-

cialistes le soin de trancher, éveniuel-
lement pour des raisons difficiles a
formaliser, comme I'ordre de grandeur
du résultat attendu : il est ici probabie
que 6, et 8, , bien que distincts en
général, sont du méme ordre.

Il est possible d'obienir automatique-
ment une description des différentes
solutions & partir de la base standard
calculée, ce qui permet de savoir si
elles sont en nombre fini ou infini, de
majorer leur nombre etc... et defaciliter
une résolution numérique finale, au vu
de laquelle le praticien pourra con-
clure, grace a son expérience.

ALLER PLUS LOIN AVEC
L’ALGEBRE DIFFERENTIELLE

Un besoin de généralité

Onvienid'illustrerune technique appli-
cable & ceriaines structures linéaires.
Dautres existent, reposant ou non sur
le calculd’un"résumé". Mais sidansde
nombreux cas on peut valablemeni se
contenterd’une approximationlinéaire,
cela n'est pas toujours possible. On
peut aussi souhaiter travailler sur des
struciure non polynomiales du type :

X"=-8, sinx+6,u(t),
v=cosx, x(0)=x(0)=0

L’algébre difiérentielle apparait comme
Poutil théorique idéal pour formaliser
ce type de problémes... et les résou-
dre | Defait, les fondateurs de lathéo-
rie ont largement utilisé des méthodes
de démonsiration effectives, qu'onpeut
aisément traduire en des programmes
de caicul formel.

Un avant go(t d’algébre
différentielle

Cetie théorie a des racines relative-
ment anciennes, puisqu’on peut lafaire
remonter aux travaux de Riquier, puis
de Janet ([J] 1920). Elie a ensuiie éié
développée etformalisée parRitt ([R1]
1932 et [R2] 1950), et par ses éléves
dont Kolchin ([Ko]). Spencer a déve-
loppé une approche distincte avec la
théorie formelle des systémes d’équa-
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tions aux dérivées partielles, prolon-
gée par les travaux de Pommaret . En
dépit d’'un certain nombre de difficultés
propres, qui en rendent I'abord difficile,
l'algébre différentielle peut étre consi-
dérée comme une généralisation de
I'algébre commutative classique, con-
sidérant des anneaux munis d’'une ou
plusieurs dérivations commutant entre
elles. La théorie des D-modules, non
commutative, aborde piutét le point de
vue dual, etiln’y pas équivalence entre
les deux approches sauf dans le cas
linéaire. La méthode de résolution des
systémes repose sur une technique de
.calcul d ensembles caractéristiques,
souvent connue de la communauté du
Calcul Formel sous le nomde méthode
de Wu, ce dernier I'ayant popularisée
dans le cas algébrique pour la dé-
monstration automatique des théoré-
mesde géométrie.

Un exemple d’application

Mieux vaut choisir un exemple élé-
mentaire, comme celui donné ci-des-
sus: les calculs deviennent vite démo-
niaques ! Il faut d’abord se ramener a
un probléme algébrique différentiel, et
pour cela faire disparaitre les fonctions
sinus et cosinus . C'est possible, car
ces fonctions sont elles-mémes solu-
tions d'équations différentielies sim-
ples. On peut donc utiliser le systéme
équivalent suivant :

0

X,"=0,x,+ 6, ult), x,'=x,"x,, x;
=X Xy,

y=x,

X, (0)= x,'(0) =x,(0) =0, x,0)=1.

De maniére grossiére, on peut décrire
un ensemble caractéristique comme
unsystéme triangulaire, permettant de
résoudre successivement une équa-
tionaprésl'autre. Untel ensemble n’est
pas unique et dépend de f'ordre qu'on
se donne sur les variables et leurs
dérivées.

Faute d’avoir achevé l'implantation de
mon programme, j'ai calculé & ia main
un ensemble caractéristique pour un

ordre tel que y <x3 < x2 < x1 :

12

(v")2-((4 6,+6,6,u)y’
-0,uYy+8,u)y" +..=0,

X,-y=0,

(6,6,uy" + 8,u)x,+ y"2 0, (y)?
+02,u?%y=0,

(6,6,uy'+0,u) x,-6,y"+20 2, (y)2

-8,8%,1°y' 0,02, u?y- 62, uu'=0.

Le premier polynd me, assez volumi-
neux, nedépendquedey.Onn'ena
donné que quelques termes, qui vont
nous suffire. En effet, ce polynéme
donne une condition qui doit étre satis-
faite par le comportement entrée-sor-
tie. Il permet donc de vérifier qu'un
modele décrit bien la réalité. Récipro-
quement, I'expérience permet de con-
naiire ce polynéme & un facteur prés.
En le rendant unitaire, comme c'est le
cas ici, les coefficients des monémes
enu, y, et leurs dérivées forment donc
un résumg exhaustif p(6), or 6, et 8, y
apparaissent directement : la structure
est donc identifiable, ce qui était ici
presque immédiat. Le reste du calcul
donne d'auires informations utiles,
permetiantde retrouverle vecieurd’état
x & partir de la mesure.

Problémes et perspectives

La simplicité apparente de cet exem-
ple masque quelquesdifficultés. D’une
part, il semble qu'on ne sache pas
calculer un ensemble caractéristique
sansquelques hypothésestechniques,
aisément satisfaites en automatique et
qu’'on n‘a pas détaillées. Mais surtout,
la conclusion finale suppose que la
fonction x(t) définie par ies conditions
initiales estune solution générigue du
systéme. Donnons un exempie pour
éclairer cette notion abstraite.

La structure

Xx"-(6+86)x'+6,6, x=0,
y=x, x(0) =1, x1(0)=6, .

coniient un vice caché. En effet, ia
seule variable d’état étant directement
mesurée, on s’attend & ce qu’elie soit
identifiable. C’est la conclusion & la-
quelle on parviendrait en appliquant
sans précaution la méthode évoquée

ci-dessus, sans oublier les conditions
initiales, qui donnent la valeur de g
Mais x est aussi solution du polynéme
plus simple x" - 6,x dans lequel 6,
n'intervient pas, ce qui montre que ce
parametre n’est pas identifiable.

La conclusion correcte est donc que
cette structure n'est pas identifiable,
mais surtout qu’il faut lui substituer une
nouvelle structure plus pertinente, et
identifiable. Ceci donne un apergu des
difficultés théoriques qui peuvent sur-
gir: il n'est pas évident de résoudre ce
type de problémes dans un cas plus
complexe.

On congoit aussi qu'il faille éliminer au
maximum les calculs inutiles, et opter
pour des stratégies optimales si I'on
veut aboutir en un temps raisonnable,
ou simplement, si le probléme est un
peu ardu, parvenir au résultat dans les
limites de lamémoire disponible. L’amé-
lioration des algorithmes passe par
I'évaluationde leurcomplexité, quin’en
estencore qu'ases balbutiements dans
le cas différentiel et ne pourra se fon-
der que sur des avancées théoriques
notables.

On peut envisager l'utilisation de ces
techniques pour tester d'autres pro-
priétés structurelles comme la discer-
nabilité, la commandabilité ou I'obser-
vabilité, ainsi que I'exiension & des
struciures aux dérivées partielles.
Resterait 4 developper des méthodes
pour secourirl'utilisateur malchanceus,
dont la structure ne satisfait pas les
propriétés espérées, et qui souhaite la
modifier en respectant des coniraintes
impératives : par exemple, éviter des
mesures physiquement irréalisables.

CONCLUSION

Les possibilités du calcul formel en
automatique sont vasies et encore peu
exploitées. Dans ce domaine par na-
ture pluridisciplinaire, des problémes
concrets d'origines variées peuvent
motiver un effort théorigue profond,
aux applications trés larges.

Ces travaux n'atteindront pleinement
leur but que s'ils débouchent sur des
méthodes utilisables par les non-spé-
cialistes au prix d’un investissement
acceptable. Cetie ambition constitued
mon sens un des attraits en mé me
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temps qu’une des difficultés de fond du
Calcul Formel. Un "logiciel d'aide a la
modélisation”, suffisament efficace et
convivial, serait un outil utile 4 de
nombreux chercheurs.
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