CHAPITRE IV

Bases standards. Ensembles caractéristiques

§ 1. BASES STANDARD D’IDEAUX DIFFERENTIELS

1. Introduction

L’algorithme de calcul d’ensembles caractéristiques introduit par RITT utilise la noe-
therianité de 'ensemble des idéaux radiciels, mais il ne permet de tester 'appartenance
d’un polynome a un idéal que dans le cas ou cet idéal est premier. D’autre part, il n’est que
partiellement effectif, dans la mesure ou il nécessite des factorisations. Un meilleur algo-
rithme, n’utilisant que les opérations du corps de base, si celui-ci est de caractéristique 0,
a été développé par SEIDENBERG (cf [Sei]) en 1956. Il a été récemment implantée par Sette
DioP (cf. [Di]) qui I'a appliqué & des problemes d’automatique. Toutefois, cette approche
résoud en fait un probléme plus complexe, qui est de caractériser la projection ensembliste
d’une variété algébrique différentielle affine, alors que dans de nombreux cas, la connais-
sance de son adhérence peut suffire. Comme on ne s’intéresse ici qu’a des idéaux premiers,
on peut aussi se contenter des ensembles caractéristiques de Ritt dont un algorithme de
calcul sera donné au § 2. Cette notion dérive des travaux de RIQUIER et JANET, ce dernier
auteur n’étant jamais cité par Ritt !

On va introduire une notion de bases standard pour les idéaux différentiels, en uti-
lisant le formalisme de III.1. Il n’est sans doute pas inutile de préciser qu’il ne s’agit pas
d’une nouvelle mouture de la théorie des bases standard pour les D-module, initiée par les
travaux de BRIANGON, CASTRO, GALLIGO, MAISONOBE (voir par exemple [Cas| ou [Gal]).
On pourra cependant se convaincre que les bases standard de D-modules entrent aussi dans
notre formalisme. En revanche, la notion de base standard d’idéaux différentiels a déja été
introduite par Giuseppa CARRA FERRO (cf. [Carl]), et en dépit d'une présentation diffé-
rente, il s’agit bien de celle qui va étre exposée et que j’ai retrouvée indépendamment. Un
des avantages de cette exposition est d’autoriser une classe d’ordres admissibles beaucoup
plus large, et d’étre plus directe dans la mesure ou elle introduit d’emblée un ensemble de
S-polynémes, provenant de syzygies différentielles, plutot que de procéder par des calculs
répétés de bases standard algébriques.
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Comme on 'a dit au chapitre I p. 7, la différence essentielle est qu’on se place ici sur
un anneau non-noetherien, mais commutatif. Ce dernier point simplifie les choses, mais
la perte de la noetherianité pose des problemes beaucoup plus graves. En effet, comme
on doit semble-t-il s’y attendre dans une telle situation, les bases standard ne seront pas
en général finies, mémes pour des idéaux de type fini ; on a déja rencontré ce type de
difficultés avec les bases canoniques de sous-algebre. Apparemment, les mauvais cas sont
ici beaucoup plus fréquents, et sont peut-étre la regle, car méme un idéal engendré par un
monome sur une algebre de polynomes différentiels en une seule variable peut avoir une
base standard infinie ; c’est le cas pour I'idéal [xz]y:{w} ou JF désigne un corps différentiel
ordinaire. Cet exemple, qui est le plus simple qu’on puisse donner, est aussi dans 'article
[Carl]. De plus, 'ensemble des syzygies a considérer peut étre lui-méme infini.

On peut des lors douter de l'intérét de ces bases standard. On peut avancer deux
types de justifications. D’une part, sil’idéal est homogene pour le poids et si les dérivations
sont triviales sur le corps, le calcul de la base standard jusqu’a un poids fixé permet de
répondre au probléme de 'appartenance pour tous les polynomes de poids inférieur, ce que
les autres méthodes ne peuvent pas faire en général. D’autre part, 'existence éventuelle
de bornes sur 'ordre de dérivation des générateurs pour exprimer un polynéme de l'idéal
d’un poids donné permettrait de majorer 'ordre de complexité des calculs, tandis que la
complexité des calculs d’ensembles caractéristiques est tres difficile a évaluer, méme dans le
cas algébrique. On verra que 'analogue différentiel du théoréme de Gabber, nous donnera
une borne pour la détermination effective des automorphismes de F(n) par un calcul
de bases standard. Plus généralement, un nullstellensatz différentiel permettrait dans de
nombreux cas de majorer la complexité des calculs. Enfin, il n’est sans doute pas inutile,
pour mieux connaitre les possibilités et les limites des techniques de réécriture en algebre
effective, d’évaluer les potentialités de cette généralisation, peut-étre brutale.

Le formalisme de III.1 serait assez puissant pour définir des bases standard d’idéaux
différentiels en caractéristique positive. Ce raffinement n’étant pas essentiel, surtout pour
des applications a I’automatique, on peut, comme pour les bases canoniques, oublier 1’élé-
ment T et les complications qu’il introduit. Les extensions possibles seront indiquées brie-
vement a la fin du paragraphe.

La suite de ce paragraphe reprend en partie le texte non traduit de l'article [O3], &
I'exception de quelques résultats déja introduits dans les chapitres I et II.
2. Standard bases

We will denote by F a differential field of characteristic 0.

2.1. Admissible orderings. Reduction

We need to define suitable orderings to allow reductions in F{X}. This implies to
strengthen the definitions valid in the pure algebraic case in order to take derivations into
account.

DEFINITION 1. — Let < be a total ordering on the set M of monomials of F{X}.
We extend derivations to M by taking 6M to be the maximal monomial involved in the
polynomial 6 M. By convention, 6 1 = 1. The order < is said to be admissible if
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a) M >1M #1,

b) M > M' implies M"M > M"M',

c) M > M M # 1,

d) M > M' implies 6M > 6M'.
If < 1s admissible, we denote by mP the primitive leading monomial of P, by lcP its
leading coefficient. We call reductum of P the polynomial P —lc Pm P.

So we define é M in M to be m(é M). I think no misunderstanding can result of this
abuse of notation, which allows to simplify formulas.

We now need to describe some admissible orderings. For this, we first define admissible
orderings, i.e. rankings in the words of Ritt, on the set of derivatives ©® X. They are
orderings which satisfy ¢) and d) in the definition above. Considering elements of O as
monomials, e.g. in Q[A], we take an admissible ordering on ©. We extend it to ©® X with
the following definitions.

DEFINITION 2. — The ordering on © X defined by x; gy < &y (o) if 1t < 1" or i =1' and
6 < 0' is said to be the lexicographical ordering extending <.

The ordering defined by x; gy < i gy if & < 8" or § = ' and i < ¢' is the derivation
ordering extending <.

It is easily seen that those orderings are admissible (see [Ko chap. 0 §17 p. 50]).

Remark 1. — If < on O respects the order, then the derivation ordering < on © X respects
the order too, it is said then to be orderly.

Let < be an admissible ordering on derivatives, we can extend it to monomials of
F{X} in the following way. Consider two monomials M = [];_, v{" and M' = [];_, u;@",
where the v; and v; appear in strictly decreasing order. We take M < M’ if there exist
J<r,ssuchthat v, =v;1 <j,a; =81 <j,v; <vjorv; =v;and a; < ;. We will call
this ordering the pure lexicographical ordering induced by the ordering < on derivatives.

PROPOSITION 1. — The ordering < defined above is an admissible well ordering on
monomials. If < is orderly, its extension to monomials is also orderly, i.e. ord P > ord )
implies P > Q).

PROOF. It is immediate that a) and b) are satisfied. In order to prove ¢) and d), we
only have to remark that 6 m = § vy 'Uf‘l_l [1i—, v, If < is orderly on derivatives, then
ord P < ord () implies that the leading derivative of P is smaller than that of (), so that
P <qQ.

We now show that < is a well ordering. It is known that all admissible orderings on
variables are well orderings (see [Ko]). Consider now an infinite sequence My > M; > - --
of monomials. The leading derivatives of these monomials appear in decreasing order, so
that for some integer r the chain they form will become stationary. Let v be the leading
derivative of M; for ¢ > r. The degree in v of M; ¢ > r will be decreasing too, so that
for ¢ > s > r this degree becomes a constant integer d. Dividing M; by v¢, for 1 > s,
we secure a new strictly decreasing sequence of monomials, whose leading derivatives are
smaller than v. Repeating the argument, we build an infinite strictly decreasing sequence
of derivatives: a contradiction. m
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So admissible orderings on monomials actually exist. It will be useful to consider
other orderings than those coming from the previous propositions. We may first remark
that if P is a differential polynomial of degree d, then 6 P is also of degree d, moreover if
P is homogeneous, 6 P is homogeneous too. We shall need some more convenient gradings

on F{X}, for example the weight (see déf. 1.2.2.3 p. 7).

Lemma 1. — If < is an admissible ordering on monomials, we get a new admissible
ordering < by taking M < M' if deg M < deg M' or if deg M = deg M' and M < M'.
The same applies when considering the weight, or the partial degree according to some

subset of X.

If < is a well ordering, then < is also a well ordering =

Remark 2. — More generally, we can use all the admissible gradings defined in [Ko chap
I 87 p. T2] (see 1.2.2), and then refine them by using the pure lexicographical ordering
induced by an ordering < on derivatives, or the inverse ordering.

Recursive use of this lemma allows to build a wide class of orderings, for example
elimination orderings. In the following, we will suppose that such an ordering < has been
chosen once and for all.

We know that admissible orderings for algebraic standard bases have been classified by
ROBBIANO. Recently, G. CARRA’FERRO has announced she managed to classify admissible
orderings on derivatives ([Car3]). It would be very interesting to try to extend those works
to admissible orderings on differential monomials.

We now come to reduction.
DEFINITION 3. —  We say that a polynomial P is elementarily reduced by () to R if

there exist a monomial M and a derivation operator 6 such that m P = M m#6 () and

R=P—(1cP/lcQ)M 6Q. We write it P 2 R We say that P is elementarily reduced

to R by a set of polynomials ¥ if there exist () € ¥ such that P 2. R. P will be said to
be reduced to R by ¥ if there exist a chain of elementary reductions

P=p > p = ... P =R

We denote it by P = R.
We say that P is totally reduced to R by X if P is reduced to R by X or if the reductum
of P is totally reduced to R' by ¥ and R' = lcPm P + R'. P is irreducible by ¥ if there

is no () such that P =, Q.

Remark 3. — If we use the fact that 6m P = m(6 P), for P ¢ F, with the extension of
derivations to monomials made above, it becomes obvious that the reducibility of P by
Q only depends of the leading monomials of P and (). It is easily seen then that, if P is
reducible by @, the weight (or degree) of the leading monomial of P is not less than that

of (). It is also obvious that P 2R implies m R < m P.

Lemma 2. — P =5 0, ff P = Y[_, M;0; P;, where the M; are terms, and the P,
polynomials in ¥, with m(M; 6; P;) > m(M;0; P;)i <j. =
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We can build an effective reduction process which takes a polynomlal P and a finite

list of polynomials ¥ and returns a polynomial R such that P >, R and R is irreducible
by 3. We begin by reduction with respect to a single polynomial. We use the syntax of
the IBM computer algebra system Scratchpad II for the algorithms.

REDUCTION ALGORITHM

reduction( P, }) == reduction(P, @, 1)

reduction(P, Q,r) ==
degmP > deg mQ or wtmP > wtm(@ => return P
m @\m P => return reduction(P — (Ic P/le Q) (m P/m Q) Q, Q)
for ¢ € [r,..., m] repeat

if (P2 := reduction(P, 6; @Q,¢)) # P then return reduction(Ps, Q)

P

PROOF. We first prove that the process stops and return P if it is irreducible by Q. If
we can apply the remark above, it stops on the first line. If not, the process is recursively
repeated with derivatives of P. As their weight increases by 1 at each new step, the remark
will necessarily apply after a finite number of steps. Now, if P is reducible, its leading
monomial needs to be a multiple of the leading monomials of some 6 (). A solution will to
be found by trying all successive derivatives of (), whose leading monomials have weight
less or equal to the weight of P, which is done. We perform then an elementary reduction,
and repeat the process. It needs to stop, for < is a well ordering, and so there is no infinite
sequence of elementary reductions. =

It is now simple to get a reduction algorithm for a list of polynomials, or for total
reduction.

2.2. Definitions

DEFINITION 4. —  Considering the multiplicative monoid M of monomials in F{X},
with the derivations acting on it as in def. 2.1.1 p. 77, we call a subset E a differential
monoideal if it is a monoideal—i.e. if ME C E—, and if AE C E.

Remark 4. — Obviously, the set of leading monomials of a differential ideal is a differential
monoideal—because we are in characteristic zero. Of course the “derivations” defined on
M are not real ones, but the mere reflect of derivations acting on polynomials. Indeed, the
mapping 6; themselves do not need to be derivations. We only need that mé P = mé(m P)
and that 6(P + Q) = 6 P 4+ 6 @, so that we could use more general differential operators,
say d = 67 — 63 and define standard bases for d-ideals, i.e. ideals 7 such that dZ C Z, but
for this we would need a more complicated definition of reduction, and a wider class of
syzygies (see n° 4 bellow).

Using derivations, we are indeed able to restrict the set of syzygies to consider, for given
a product of monomials M M', §(M M') equals 6 M M' or M 6 M', so that the differential
monoideal generated by a subset E of M is equal to M O E (see n° 2.4 bellow).

DEFINITION 5. — A subset G of a differential ideal T is said to be a standard basis if
m G generates m7 as a differential monoideal.
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THEOREM 1. — Let G be a set of polynomials, T a differential ideal. Then the following
propositions are equivalent:

i) G is a standard basis of 7,

i1) G C T and there is no non-zero element of I reduced with respect to G,

11i) G C T and all the elements of T are reduced to 0 by G,

iv) a differential polynomial is in T iff it is reduced to 0 by G.

PROOF. 1) = i1). If G is a standard basis of Z it is a subset of Z. Now, the leading

monomial of any non-zero polynomial in 7 is in M © m G using the remark above, so that
it is reducible by G.

it) = ). As G CZ,if P <, Q with P € 7, then Q € Z, so that we can perform
repeated reductions using ii). As chains of reductions are finite, the result of any reduction
process is 0, which is more than iii).

i11) = tv). = is immediate from iii). < Again, as G C Z, if P <, 0, P needs to be
in 7.

iv) = ). All polynomials in G are reduced to 0 by G, so that G C Z. As all
polynomials in 7 are reduced to 0 by G, they are reducible, so that mZ C MO mG.
Using the first part of the proof, we have indeed equality. =

DEFINITION 6. — A standard basis G of T is said to be minimal if m G is a minimal set of

generators of mZ. A minimal standard basis G is called reduced if all polynomials P € G
are totally reduced by G \ {P}.

PROPOSITION 2. —  Any ideal admits minimal standard bases and a unique reduced
standard basis. An ideal admits a finite standard basis iff it admits a finite minimal
standard basis. In this case, all the minimal standard bases are finite. =

2.3. Characterization

We have completed the easiest part with definitions. The completion process will rely
on more tedious results.

DEFINITION 7. — Let P and Q be two differential polynomials, we call a syzygy between
P and Q a 2-uple (M O P,M'60' Q), where M, M' € M, 6,6 € O, of polynomials with the
same leading monomials. An essential syzygy is a syzygy with M and M' minimal and
such that there is no other syzygy (N 7 P,N' ' Q) satistying )(N tm P) = M 6 m P and
HN'7'm Q) =M'0'mQ for some I, the derivations being taken in M.

We call S-polynomial associated to the syzygy (U, V), the polynomialle VU —1cU V.
The rank of the syzygy will be the common leading monomial of U and V.

Example 1. — Consider ordinary differential polynomials in F{xz}. There is only one
admissible ordering on © and © x. We choose then the pure lexicographical ordering on
monomials it induces (see prop. 2.1.1 p. 77). Take Z = {2?}. There is an essential syzygy
(6x 2%, 2 8(2*)). The syzygy (6%z 2?,z §(2?)) is not essential. The only essential syzygies
different from that already given are of the form (én + 1z §"(2?),6"z §" T (2%)) n > 1.
This shows that syzygies may involve twice the same polynomial, and that there is in
general an infinite number of essential syzygies.
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DEFINITION 8. — Let X be a set of polynomials, P a polynomial in [X]. We call rank of
P with respect to ¥ the smallest monomial M such that

P=Y Q6P 1)
i=1

where the P; belong to ¥, the ); are terms and m Q); 6; P; < M.

Remark 5. — The rank of P is greater than or equal to the leading monomial of P. If P
is reduced to 0 by X, it is equal to m P. We may consider, e.g. ¥ = {612 + d3z, bz + b3z}
and P = §;163x — 02632, assuming pure lexicographical ordering on © with 6; > 62 > 3.
Then, P is of rank 6;6x > m P with respect to . If P is the S-polynomial associated to
a syzygy between elements of ¥, then the rank of P is less than or equal to the rank of the
syzygy. We can further notice that if P is of rank M, () of rank N, then @) P is of rank at
most N M, and that 6 P is of rank at most 6 M.

THEOREM 2. — G is a standard basis of the differential ideal I iff G generates I and

all the S-polynomials associated to the set of essential syzygies between elements of G are
reduced to 0 by G.

PROOF. = is obvious since S-polynomials are in 7.
The reciprocal is the consequence of the following more precise theorem. =

THEOREM 3. — Let M be a monomial, ¥ be set of polynomials, such that all S-
polynomials associated to the set of essential syzygies between elements of ¥ of rank
less than or equal to M are reduced to 0 by ¥. Then, if P is of rank less than of equal to
M with respect to 3, P is reduced to 0 by ¥.

PROOF. Suppose it is not so. Among the P of minimal rank N which do not satisfy the
conclusion, we choose one with smallest r in formula (1) of def. 8. The integer r is greater
than 1. If not, P would be reduced to 0 by P;. Now, we may decompose the sum (1) in
two parts, e.g. P = Ry 4+ Ry with By = Q161 P, and Ry = Zz‘rzz Q. 6; P;. Obviously, Ry
and Ry need to be reducible, for they admit a decomposition (1) with a sum of at most
r — 1 polynomials with leading monomials at most N. This implies that Ry and Rs has
the same leading monomial and opposite leading coefficient, if not P would be reducible.

We first prove that r is greater than 2. If r = 2, the polynomial P = @ 6, Pi+Q> 6, P,
is the product of a S-polynomial, by a non zero element of 7. Without loss of generality we
may suppose it is a S-polynomial. If this syzygy is essential, P is reducible: a contradiction.
If not, suppose J1 and ()5 are not minimal. They admit a proper common factor L, and
P/L is of rank smaller than N, so that it is reducible and so is P: another contradiction.

The last case is when there exists a syzygy (U,V) between P; and S; such that
N=mdU =mdIV for J # 1. The rank of (U, V) is less than N, so that the S-polynomial
S associated to (U, V) is reduced to 0. This implies that the rank of 9.5 is 9mS, strictly
less than N. Now, we may develop:

9SS =aP +asum (1) of rank less than N,

where a € F a # 0. Hence P is of rank less than N: a final contradiction to r = 2.
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Using lemma 2.1.2 p. 79, we may now decompose Ry as a sum (1) Y °_, Q) 6} P!, with
m(Q; 0; P)) > m(Q} 0, Pj)i < j.

Let T = Q.1 6, P, + Q) 6, P/, Ry and R, having opposite leading terms m7T < N.
Furthermore r > 2 implies that T is reducible, so that T is of rank less than N. If we
write P as T + ELQ Q' 6. P!, we conclude that P is of rank less than N =rank P. =

PR

The main idea is very general and follows a scheme for the proof of analogous theorems
in other generalizations of standard bases (see chap. III § 1, where the proof of prop. 2.3.3
p. 48 is very similar).

2.4. Completion process

We now have enough material for investigating a completion process. The first step is
to build, or rather to enumerate a set of essential syzygies. Differential syzygies between
elements of ¥ are algebraic syzygies between elements of © ¥. So we can use the criteria
detecting useless syzygies valid in the algebraic case. We will mostly use two of them, as
an illustration.

CRITERION 1. — If (M 6 P,N Q) is an essential syzygy such that M = m7 (), then the
associated S-polynomial is reduced to 0 by the set {P,Q}. =

COROLLARY 1. — If P and () are polynomials whose leading monomials are linear, i.e.
are mere derivatives 6 x; and T x;, then if x; # x; all syzygies between P and () are reduced
to 0 by {P,Q}. If x; = z;, then we only have to consider the syzygy (7' P,6' ), where 7'
and ' are such that 7'0 = 60' 7 = ged(6,7). =

CRITERION 2. —If P,Q,R € ¥, S = (U,V) is an algebraic syzygy between 6 P and 7 @,
m YR divides the rank of S and the algebraic syzygies between 6 P and YR, 7 () and VR
are both reduced to 0 by X, then S is reduced to 0 by ¥. =

CRITERION 3. — If some derivative 6§ P is reduced to 0 by ¥, no syzygy involving a
derivative 7 6 P needs to be considered. =

This simply rephrases well known results for algebraic standard bases (see [Bul]). We
will give more details on the differential situation in n° 4.

In the following completion process, G is the list which tends to a standard basis as
the process goes. It will be indeed a standard basis if it stops. L; is the list of polynomials
or derivatives of polynomials already considered, and L, is the list of newly appeared
polynomials or derivatives, which should be used to try new syzygies. L3 is the list of
polynomials coming from the reduction of S-polynomials.

We suppose that buildSyz(Li, Lo ) is a procedure which returns all algebraic syzygies
between two of derivatives in the list Lo, or a derivative in Ly and one in Ls; it uses criteria
1 and 2 to discard useless syzygies, when possible. The procedure isRed(S) returns P if
the syzygy corresponds to the algebraic reduction of the derivative P and 0 otherwise.

We can also use crit. 1 cor. 1 to test if there is no more syzygies to consider. Except
if the ideal is [1], this is the only way I know to reduce to a finite set of syzygies—we may
imagine cases where the basis is finite and there is still an infinite number of syzygies to
consider. Indeed the main example of ideals with finite standard bases are linear ones (see

[Carl cor. 5 p. 138]).
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The procedure linTestY (Ly, Ly) returns true if the two following conditions are satis-
fied:

a) there is no more syzygies between elements of Ly to consider, using cor. 1,

b) the leading derivatives of polynomials in Ly are all strictly greater than the deriva-
tives appearing in the leading monomials of polynomials in L;.
Of course, we are sometimes lucky enough to build a finite standard basis and finish the
completion process even in non-linear cases (see bellow ex. 5.3 p. 85).

COMPLETION PROCESS

completionProcess(X) ==
-- First suppress 0 and remove duplicate polynomials
Y := removeDuplicates delete(0,X)
—— If there is a constant polynomial it is finished
for P € ¥ repeat if P € F then return [1]
G:=%; L1 :=%; Ly:=X%; Lz =[]
while Ly # [] repeat
—-- We use cor. 1 to test if all remaining syzygies may be discarded
if linTest(L1, Ly) then return G
-— We construct new syzygies between “old” polynomials in L1 and “new” ones in L»,
or two new polynomials in L»
[Syz := buildSyz(L1, L2)
for S € ISyz repeat
—-- If the syzygy is the algebraic reduction of a derivative, all syzygies involving this derivative
may be removed
P := isRed(S); delete( P, G); delete(P, L1); delete(P, Ls)
if (R := reduction (sPol(S), L)) # 0 then
—-— If non-zero, the reduction of the S-polynomial is kept in L3
L3 := cons(R, L3)
-- If R € F it is finished
if R € F then return [1]
G := append(G, L3)
—-- Derivatives already considered are appended to L
Ly := removeDuplicates append(L1, L3)
-- New polynomials coming from the reduction of S-polynomials
and new derivatives are collected in Lo
L, := append(Ls,[6§ P|(6,P) € A x Ls])
L3 :=[]; output(G)
G

THEOREM 4. — If the process stops it returns a minimal standard basis G of [X].
Otherwise, let GG; denote the set of polynomials, which is returned by the process at the
end of the i'" Joop, then:

a) G =J;2, G; is a minimal standard basis of %,

b) G =N, U;il G; is a minimal standard basis.
PROOF. At the beginning, G = ¥, so G generates [¥]. During the process, if a polynomial
is removed from G, then its reduction is added to G. So G still generates [X]. In both
cases, all the S-polynomials coming from syzygies between elements of GG, which are not
thrown away using the criteria are reduced to 0 by G, so that is is a standard basis using
th. 2.3.2 p. 81.

For the same reason, G, U;); G; is a standard basis for all 7, so that m G; generates
m [¥]. So G’ is also a standard basis. As a polynomial P € G' is irreducible by G' \ {P},

G' is minimal. =
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Remark 6. — If we use an orderly ordering, or a ordering which respects the weight, we
can modify this process to make it stop if there is no more syzygies to compute, with order
or weight less than or equal to a given integer.

If think a few words are necessary to stress on the differences between the completion
process given here, and the approach in [Carl]. G. Carra-Ferro proceeds by repeated
computations of algebraic standard bases, so that the same work may be done many
times. We only have here one process based on reduction of differential syzygies, which do
not appear in her paper.

This allows sometimes to prove we have secured a finite basis, simply because the
process stops (ex. 5.3 p. 85 bellow), as she needs in all cases to rely on some a priori
mathematical knowledge. Of course, those improvements are far to solve everything.

2.5. Examples
Before considering examples, a few remarks are necessary.

Remarks. — T) The completion process only uses the operations of the ground field, so
that the polynomials in the standard basis have coefficients in the subfield generated by
the coefficients of the input polynomials.

8) If T = [P,...,P|, where the P; are homogeneous, the standard basis, which is
the limit of our construction process will be homogeneous, as well as the reduced standard
basis of Z. The same apply with isobaric polynomials, if all their coefficients are constants.
In such cases, the weight, or degree of the polynomials in any basis cannot be less than
the minimal weight or degree of the generators. So, considering a finite set ¥ of isobaric
polynomials with constant coefficients, we only have to run the completion process up to
wt P in order to test if P belongs to [¥].

9) Suppose we are given an ordinary differential ideal generated by a system of so-
called pseudo-state equations, i.e. equations of the form :

Ty () = Pr(Z1 (ry 1) o 1oy Ty =10 -+ 2 Tn)

Lo, (ry) = Pl(‘rl,(rl—l)a s Ll T (rp—1) 0 - 7~17n)-

For any orderly ordering {z; (,,)— P;} is already the reduced standard basis of the generated
ideal, and the procedure given above will stop. It it also a characteristic set.

Example 2. — We consider the ideal 7 = [2%] already given in [Carl], using the same
ordering as in example 3.1 p. 80. RITT has shown that (u')>?~! belongs to [u?], so that
for all r, .I'(qr) € 7 for some integer g, which is greater than 1, using remark 8 above.
Furthermore, .CE(qT can only be reduced by a polynomial in the basis with leading monomial
l‘fr) s < gq. As Jrfr) is the smallest monomial of weight r s, it is in the reduced basis. So

[2?] has no finite standard basis.

This shows that standard bases may be actually infinite, and even worse that it may
be indeed the general case, for this example is very simple.
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Example 3. — We now consider Z = [P], where P = z* + x + 1. The first syzygy which
appears is (' P,z P'). The associated S-polynomial is x 2’ +2 2’ which is reduced to 3/2 ',
using P'. We add z' to the basis. P’ is reduced to 0 by z'. Using crit. 3, all syzygies
involving P®) s < 1 may be discarded. P and z' are mutually totally irreducible, and
using crit. 4.1 p. 82, there is no syzygy involving only z’. Hence, the reduced standard
basis of Z is finite and equal to {z? + 2+ 1,2'}. In our process, P’ is deleted from L,. The
only polynomial left in Lo is 2', and Ly = {P}. So the process stops using linTest.

As shown by this example there also exist non-trivial ideals with a finite standard
basis, which may be found in a finite number of steps by our completion process.

Standard bases are often used to perform elimination of a set of variables. If we are
lucky enough to secure a finite standard basis for a suitable ordering, this also works in
the differential case.

PROPOSITION 3. — Let T be a differential ideal of F{X}, Y a subset of X. Using lemma
1.1, we take any ordering < on monomials and build a new ordering < by considering first
the degree of polynomials in the variables Y. If G is a standard basis of T for <, then the

subset G' = {P € Glm P € F{X \Y'}} is a standard basis of TN F{X \ Y}.

PROOF. Due to the properties of <, all polynomials in G' are in F{X \ Y}, and polynomials
in this subring cannot be reduced by the elements of G\ G'. So a polynomial in F{X \ Y}
is in 7 iff it is reduced to 0 by G'. We conclude using th. 4.5. =

3. Applications birationnelles

On consideére une application rationnelle différentielle f: A% — AR, ou f; = Pi/Q.
On va montrer qu’il est possible de tester algorithmiquement que f admet un inverse d’un
ordre fixé et de le determiner effectivement.

Lemmel. — Soit ¥ = {A;(2)D;(y)—Bi(z)C;(y) i € [1,£]} des polynémes de F{zy,..., &y,
Yty Yn}, et R/S € F(l) une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont d’ordre
r, au plus, et telle que S(A;/Bi) # 0 et S(C;/D;) # 0. Alors, il existe E(x)H(y) —
F(z)G(y) € (0,X), tel que E/F représente la fraction R(A/B)/S(A/B) et G/H représente
R(C/D)/S(C/D).

PREUVE. Pour les besoins de la demonstration, on dira que E(z)H(y)—F(x)G(y) représente
R/S. 11 suffit de prouver que si R/S et R'/S’' admettent des représentant E(xz)H(y) —
F(z)G(y) et E'(z)H'(y) — F'(2)G'(y) dans (Oora rys T), alors cR/S ¢ € F, RR'/SS' et
R/S + R'/S" en admettent dans le méme idéal, et que 6(R/S) 6 € A en admet un dans
(@Ord(R/S)H Y). Ceci résulte de calculs aisés. Par exemple,

(E(x)F'(x) + E'(x)F(2))H(y)H' (y) - (G(y)H'(y) + G'(y) H(y))F(2)F'(z) € (Opra(r/s) E)
représente (R/S) + (R'/S'). De méme,

(8 E(x) F(z) — 6 F(x) E(x))H(y)* — (8 G(y) H(y) — & H(y) G(y))F(x)°
S (E()H(y) — G(y)F(x)) + (H'(y)F(z) — H(y)F'(2))(E(x)H(y) — G(y)F(*)) € (Oora(r/s)+1 ¥)

représente 6( R, S). Les derniers calculs, immédiats, sont laissés au lecteur. =
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THEOREME 1. — Soit 3 I'ensemble de polynémes différentiels

{Pi(z) — Qi(z)yi 1 € [1,n]},

alors f admet un inverse d’ordre r ssi la base standard réduite de I'idéal algébrique

I, = (61”2; (H Qz‘(fC)) U= 1) ’
=1 T[@r_}.ordff,@ordfyau]

pour un ordre qui élimine u puis élimine fortement les dérivées des x, contient pour tout
1 < < n un polynéme de la forme S;(y)x; — Ri(y).

Dans ce cas, les fractions R;/S; déterminent I'inverse.
PREUVE. = Le lemme 1 implique que si f admet un inverse d’ordre r, défini par des
fractions R;/S; alors pour tout 1 < i < n le polynéme S;(y)V(z) — R;(y)W(z) appartient
a L., avec V(x)/W(x) = z;.

Maintenant, une nouvelle utilisation du lemme montre que Z, N F{z,y} est le graphe
de I'application rationnelle

9:(Ortora s ) = (O, f(2)),

et donc que 7, est premier et ne contient pas de polynéme non nul P(z). Ceci implique que
Si(y)xi—Ri(y) € I,.. Enfin R/S définissant 'inverse de f, S;(y) ¢ Z,, et l’on peut supposer
S; et R; irréductibles en les remplacant éventuellement par leur réduction relativement a
la base standard. Alors, S;(y)x; — Ri(y) ne peut étre réduit que par un polynome de la
base standard réduite ayant la méme forme, car l'ordre élimine fortement les dérivées des
x.

<= Si de tels polynomes appartiennent & 1'idéal, il suffit de montrer que S;(y) ¢ T'(f)
pour conclure, en utilisant la prop. I1.4.1.1 cor. 3 p. 34. Si S;(y) € I'(f), alors S;(f) = 0.
Utilisant le lemme 1 ci-dessus, ceci implique que S;(y)V(z) € Z,, ou V est un produit de
puissances des @);, et donc que S;(y) € Z,, ce qui est exclu par hypothese.

En outre, par construction, S; et R; sont d’ordre r, au plus. =

Ce théoreme donne un moyen effectif de vérifier l'existence d’un inverse d’ordre r.
Un cas interressant est celui des applications f: A" +— A", pour lequel on peut utiliser
I’analogue différentiel du théoreme prouvé par Gabber.

COROLLAIRE 1. — Une application rationnelle différentielle f: A™ — A™ est birationnelle
ssi la base standard algébrique de I'idéal Tyo:q § contient pour tout 1 <@ < n un polynome
de la forme S;(y)x; — Ri(y).

PREUVE. Ceci résulte du théoreme précédent et de la borne sur 'ordre de l'inverse th.

11.3.3.5p. 30. =

Remarque 1. — On a donné une méthode reposant sur le calcul d'une base standard
algébrique. Toutefois, on se convaincra aisément que ces polynomes doivent apparaitre au
cours du calcul d'une base standard de I'idéal différentiel engendré par S et ([]i-, Qi) u—1,
ou l'on néglige les syzygies d’ordre supérieur a r + ord f.

2) On peut aussi éviter de calculer une base standard réduite, et vérifier 'apparition de
polynomes, dont les monomes dominants sont de la forme m;(y)x;, dans une base standard
minimale.
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Si le théoreme précédent permet de déterminer algorithmiquement ’existence d’'un
inverse d’ordre r, on ne dispose pas d’une borne de complexité pour ce calcul. On va donner
une méthode différente, utilisant I'idéal A(f), qui ne permet pas d’exprimer 'inverse mais
pour laquelle on peut prouver une borne de complexité.

THEOREME 2. — Soit f: A" — A™ une application rationnelle différentielle, définie par
les fractions P;/Q,. On définit

2 ={Qi(y)Pi(x) — Pi(y)Qi(x)} C F(f(y))[Oora szl

Alors, f admet un inverse d’ordre r ssi la base standard réduite de I'idéal

J = (@,E; (E Qz(I)) U= 1)]:(@7,f(y))[@r+ordfz’u]’

pour un ordre quelconque contient les polynomes x; —y; 1 <1 < n.

PREUVE. Si f admet un inverse d’ordre r, alors en appliquant le lemme 1 p. 85, on voit
que ces polynomes doivent appartenir a J,. D’autre part, ce méme lemme montre que
Tr N Fy){z} est I'idéal A(g), ou ¢ désigne 'application rationnelle algébrique

9:(Orgorayz) — (0, f(y)).

On en déduit que 7, est premier et non trivial. Done, pour tout z, z; — y; appartient a la
base standard réduite.

Réciproquement, si x; — y; appartient a 7., alors z; € F(O,f(y)) ¢ € [1,r], d’apres la
prop. 11.4.2.6, et donc f admet un inverse d’ordre r.

Remarque 3. — Ce résultat donne un autre moyen de tester l'existence pour f d’un inverse
d’ordre r. Il suffit en effet de construire une base standard de I'idéal [Z, ([, Qi(z))u—1],
en tronquant les calculs & 'ordre r + ord f. On peut aussi éviter de calculer une base
standard réduite, et vérifier que le calcul de la base standard fait apparaitre pour tout
1 <2 < n un polynome, dont le monome de téte est x;.

COROLLAIRE 1. — Une application rationnelle différentielle f: A™ — A" est birrationnelle
ssi la base standard réduite de I'idéal [Jy, ora 5 contient pour tout ¢ le polynome x; —y;. =

On va montrer qu’on peut majorer la complexité des calculs pour l'algorithme du
th. 2, en se ramenant & la mise sous forme triangulaire d'une matrice, comme au chap. III
§ 2 n° 4. On prend cette fois 1”idéal

Tri = <@r53 (H Qz(iﬂ)) (zi —yi)u — 1) ,
=1 -}-(@Tf(y:))[er+ordf$,u]

Il faut alors tester que J,; = (1)1 € [1,n].
Le nombre des variables est égal au nombre des dérivées de x d’ordre r+ord f au plus,
augmenté de 1 pour la variable u. Donc, interviennent au plus N = O ((n)(r 4+ ord f)™)
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variables. Le nullstellensatz effectif de KOLLAR (cf. [Kol]) permet de borner le degré maxi-
mal des calculs intermédiaires par d = (deg f + 2)V. On a donc & trianguler un systéme

linéaire de taille au plus M x LM, ou M = O ((deg f)N2) est le nombre maximal de

monomes et L = (mO (r™) + 1) le nombre maximal d’équations.

Les coefficients sont dans F{y}, d’ordre r+ord f et de degré deg f, au plus. Le nombre
d’opérations élémentaires dans F{y} est polynomial en LM. Si 'on utilise la méthode de
BAREISS, les coefficients intermédiaires sont des mineurs de la matrice, donc de degré borné
par D = Mdeg f et de taille bornée par S = O (DN). Le cotit d'une opération élémentaire
dans F{y} en terme d’opérations élémentaires dans F est polynomial en S.

On en déduit le théoreme suivant.

THEOREME 3. — On peut tester qu’une application rationnelle différentielle f: A™ — A™
admet un inverse d’ordre au plus r avec un cout, en terme d’opérations élémentaires sur
F polynomial en

O (Ldeg(H™).
ot N=0O((n)(r4+ordf)™)et L=(mO(r™)+1). =

COROLLAIRE 1. — En particulier, cette borne s’applique pour tester qu’une application
fr A" — A" est birationnelle en prenant r = nord f On a alors une complexité polynomiale
en

O (Ldeg(H)N").
ot N =0((n)((n+1ord f)™) L = (mO ((nord f)™)+1). =

Remarques. — 4) Comme dans le cas algébrique, on ne peut pas utiliser pour prouver cette
borne de complexité n’'importe quel algorithme de base standard, car on ne pourrait pas
controler la taille des coefficients.

5) On peut s’assurer que pour f d’ordre 0, on retrouve la borne donnée par le

th. 111.2.4.4 p. 52.

4. Relations avec le cadre général

Il faut prendre ici comme structure A la structure de F-algebre différentielle, pour
A'. celle de monoide différentiel, pour B celle de module différentiel et pour B’ celle de
monomodule différentiel, correspondant a la définition suivante.

DEFINITION 1. — On appelle monomodule différentiel sur un monoide différentiel Aa,
un ensemble M avec une multiplication externe A x M — M et des dérivations 6 : M +—
M 6 € A, commutant entre elles.

Cette définition, strictement formelle, n'impose rien quant a la nature de ces applica-
tions. Un probleme se pose : dispose-t-on d’un monomodule différentiel libre ? La réponse
est heureusement oui. Pour tout ensemble F, il suffit de prendre I’ensemble L x E, ou L
désigne le monoide libre (non abélien) engendré par A et A, quotienté par la congruence
identifiant 86’ et §'6 pour (6,8") € A?, ainsi que ad’ et a'a pour (a,a’) € A?. La maniére
de définir les opérations sur cet objet est évidente, de méme que le fait qu’il satisfait bien
la propriété voulue.
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Si l'on applique la définition chap III § 1 n°® 3 déf. 16., on trouve beaucoup plus de
syzygies que dans la définition donnée ici. Il est aisé de voir que pour tout monome m et
tout polynome P, il y a une syzygie (au sens du chap. III) de la forme : (6(m P),é6 m P)
ou de la forme (6(m P),mé P). De telles syzygies sont trivialement réduites a 0 par P.
Considérons un ensemble ¥ de polynomes différentiels et notons par T 1’ensemble des
syzygies de cette forme pour tous les P de X, et par S ’ensemble des syzygies considérées
dans ce paragraphe. On s’assure aisément que 7'U S engendre ’ensemble total des syzygies
entre éléments de Ly, de sorte que S est bien un ensemble de syzygies essentielles au sens
du chap. ITI § 1.

En fait ceci provient du fait que la définition des monomodules différentiels n’implique
rien quand & la nature de “dérivations”, qui peuvent étre absolument quelconques. Dans le
cas particulier ou elles refletent 'action de dérivations sur les monoémes de téte, 6(mims)
est égal & 6(my)my ou my6(my), ce qui permet des simplifications. En revanche, le cadre
général permet d’étendre la notion de base standard différentielle pour des opérateurs de
dérivation quelconques : par exemple § = (6 4+ §2 — 63). On pourrait alors construire
des bases standard pour les idéaux stables par 'action de 6, mais il faut alors utiliser un
ensemble de syzygies plus vaste, engendrant le monomodule différentiel des relations entre
les monomes de téte pour l'opérateur 6.

Cette idée de se ramener a un ensemble de syzygies générateur est a la base de presque
tous les critéres pour éliminer les syzygies inutiles. Dans le cadre différentiel, une mise en
ceuvre efficace de ce principe resste a élaborer. Il faut en outre tenir compte du critere sur
les monomes étrangers, qui semble d’une autre nature et typique de la structure d’idéal
algébrique.

§ 2. ENSEMBLES CARACTERISTIQUES

1. Introduction

Les techniques d’algebre différentielle utilisant des ensembles caractéristiques remon-
tent aux travaux de RIQUIER, puis de JANET, étendus ensuite par RITT, KOLCHIN, etc.
Elles ont été étudiées et utilisées par WU du point de vue des applications effectives, en
particulier pour obtenir des algorithmes susceptibles de prouver des théoremes de géomé-
trie. On peut aussi trouver un exposé de méthodes constructives en algebre différentielle,
issues des résultats de Ritt, dans le livre de J. M. THOMAS, Systems and Roots ([Th]).

On aurait pu se dispenser d’'un nouvel exposé de ces techniques si elles pouvaient
permettre la détermination effective d’un ensemble caractéristique. Malheureusement, ce
n’est pas le cas. Considérant un idéal 7 = [Pi,..., P,], on obtient seulement un ensemble
autoréduit cohérent C tel que [C] CZ C [C]: He, ou HE® désigne le produit des initiaux
et séparants des polynomes de C'. Il est fort possible que cet ensemble soit déja un ensemble
caractéristique, et c’est sans doute fréquemment le cas en pratique, mais on ne dispose pas
de méthode générale pour le tester. RITT a montré comment on pouvait, en s’autorisant a
factoriser, obtenir des ensembles caractéristiques C1, ..., Cy d’idéaux premiers Z;,..., 7y

tel que {Z} = ﬂle Z;,.
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Si ’on souhaite obtenir une méthode praticable, il est hautement préférable d’éviter
autant que possible d’avoir a factoriser. D’autre part, méme si ’on peut aboutir au résultat
de I’algorithme de Ritt, bien des problemes théoriques restent en suspens, par exemple on
ne sait pas reconnaitre les ensembles caractéristiques correspondant aux composantes de
{Z}.

Pour les applications envisagées, on peut se limiter ici a considérer des idéaux premiers,
mais on a absolument besoin d’'un véritable ensemble caractéristique. On va donner une
méthode permettant d’aboutir, si I’on a un moyen de tester 'appartenance a 1’'idéal premier
considéré. Il peut sembler qu’on ne fait que déplacer le probleme, mais par chance, dans
les applications ultérieures a 'automatique, on se restreindra a des idéaux donnés par des
équations d’état, ou de pseudo-état, qui forment déja un ensemble caractéristique pour un
ordre respectant l'ordre de dérivation.

On commence par introduire une notion de pseudo-base standard et ’'on montre qu’elle
coincide avec celle d’ensemble caractéristique pour des idéaux premiers. Cette digression
a seulement un intérét conceptuel, faisant le lien entre deux approches voisines, mais sans
apporter de contribution pratique notable sur le plan des méthodes. On donne ensuite un
algorithme de construction, et des tests effectifs d’inversibilité d’applications rationnelles
différentielles.

L’algorithme que 'on donne peut étre rapproché de celui décrit par Daniel LAZARD
dans son article [La], car les conditions qu’on impose a l'ensemble autoréduit et cohérent
sont presque identiques. Toutefois, utilisant au maximum nos hypotheses, on peut en sim-
plifier la mise en ceuvre de maniere a éviter les scindages, et le calcul dans des extensions

“a41a D3” (cf. [DD] et [Du]).

2. Définitions

L’idée directrice est de considérer les ensembles caractéristiques comme des “pseudo-
bases standard” avec une notion de réduction plus large et une filtration moins fine, c’est-
a-dire ne satisfaisant pas la condition II1.1.1.5 p. 43. Cette filtration provient d’un ordre
admissible sur les dérivées, comme défini au chapitre I. Par la suite on supposera qu’un
tel ordre < a été choisi. F est un corps différentiel de caractéristique 0 et d’ensemble de
dérivation A = {é1,...,0,,}. On notera R l'anneau différentiel F{zy,...,z,}.

On rappelle qu’on note T l'ensemble O{zy,...,z,}, et degP le degré de P en sa
dérivée dominante vp. On notera ;z:;i’(e) I'élément (d,z;g)) de N x T. On étend a cet
ensemble les dérivations de A en posant (5.%?’(9) = z;(s6). L'ordre de T est étendu en

posant v < ¢ siv < vousiv =vetd< e Lensemble N x T est complété par un
élément T tel que 6T = T V6 € Aet T > a Va # T, ainsi que d'un élément 1 tel que
0l=TVé6e Aetl<aVa#1l Onnote M Tensemble Nx T U{T,1}. On munit cet
ensemble d'une structure de monoide abélien en posant

A)la=aVae M,

B) vlive =visiv>vet vitesiv=uy,

C)aT =T Vae M.
On a donc muni M d’une structure de monoide différentiel ordonné.

On remarque que 6(ab) = max(édab,ad b).
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On définit enfin une relation < sur M par v? K vesiv<v,l <asia#leta < T
sia#T.

DEFINITION 1. — On munit M d’une structure M de monomodule différentiel sur lui-
méme différente de la structure canonique en posant a 31 b = a*xxp b sib € a et T
sinon.

C’est cette structure qui sera considérée par la suite.

DEFINITION 2. — Soit T un idéal différentiel de F{zy,...,x,}, on définit une application
7 de T dans M qui & un polynéme P € T \ F associe U;l)egp silp & T et T sinon, T a0
et 1 a tout polynéme non nul de T N F.

Pour tout élément de F{zy,...,x,}, on appellera rang de P I’élément de M égal a
TsiP=0,1s1P¢€eF* et U;l)egp sinon.

PROPOSITION 1. — Pour tout idéal différentiel T de R, 71 est un sous-monomodule
différentiel de M.

PREUVE. SiZ = R, 77 = {1, T}, qui est bien un sous-monomodule différentiel de M,
puisque 1 est minimal et donc al = T dans M si a # 1. Autrement, soit a¢ un élément
de 7Z. Il faut montrer que éa € TZ V6 € A. Sia = T,ousia=7P et Sp ¢ I, cest
immédiat. Or, si a # T, Ip ¢ . Done, si deg P = 1, Sp = Ip et 6a = 76 a. Supposons
quedegP >1let SpeZ,onalg, =degPIp, 61 Sp =067 P =06aet degSp =degP —1.
Par récurrence, on se ramene au cas ou deg P = 1.

Reste a montrer que ba € 7Z Vb € M. Si a ou best T ou 1l c’est immédiat, de méme
que si a € bou b < a. Autrement, a = 7 P avec Ip ¢ T et b = v%. Donc 7(vpP) = ba
puisque ce polynome a méme initial que P. =

DEFINITION 3. — On dit qu’un sous-ensemble C' de T est une pseudo-base standard de
T si le sous-monoide différentiel de M engendré par 7C U {T} est égal au sous-monoide
différentiel engendré par 7.

On a déja introduit la notion de réduction au chapitre I. On en donne une seconde
définition, équivalente, plus conforme a cette nouvelle approche.

DEFINITION 4. — Soit P un polynéme de R, le reste de P est le polynéme P — Ipvﬁlfgp

si P ¢ F et 0 sinon.

On dit qu’un polynéme P € R est réductible par un polynéme ) € R si P # 0 et si
rg P appartient au monomodule différentiel engendré par rg (), ou Ip est réductible par @),
ou reste P est réductible par ().

On dit que P est élémentairement reduit a R par () avec un facteur Igq, si rgP =
brgQ, et R = IyqP — IpfQ, ou si Ip est élémentairement reduit a Ry par () avec un

facteur F' et R = szdpegp + Freste P, ou enfin si reste P est élémentairement réduit a Ra

par Q avec un facteur F, et R = FIpU?DegP + Ry. On notera P % R.OnnoteraP 25 R
la cloture transitive de cette relation.

On peut décrire une procédure de réduction de la maniére suivante. Chaque pas de
réduction implique la multiplication par I'initial ou le séparant de Q). Il faut donc conserver
en mémoire le facteur introduit. On peut pour cela utiliser une structure de tableau dont
le premier élément est le polynome a réduire et le second le facteur.
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ALGORITHME 1.

réduction( P, Q) == réductionl([P, 1], Q)
réductionl(Rec, Q) ==
Qe F*=10,1]
) =0 = Rec
P := Rec.pol
rg P <rg(Q ou P=0= Rec
vp =vgQ =
réductionl([IgP — Ip'udpegQ_degPQ, IgRec.fact], Q)
vp =0vg =
réductionl([SgP — IpvdpegQ_19 Q, IgRec.fact], Q)
Recl := réductionl([Ip, 1],Q); Rec2 := réductionl([Recl.fact reste P, 1], Q)
Ree3d := [Rec2. fact Recl.pol + Rec2.pol, Rec2.fact Recl. fact Rec. fact]
if Rec3 = Rec then Rec else Reductionl(Rec3, Q)

C’est la maniere dont j’ai implanté une procédure de réduction en Scratchpad II dans
le cas différentiel ordinaire. La preuve de cet algorithme est aisée, et correspond exacte-
ment aux méthodes données par Ritt et Kolchin. On en déduit aisément un algorithme de
réduction par rapport a un ensemble fini de polynomes

Lemme 1. — Un polynéme P est réduit a 0 par C ssi il existe un produit de puissances
H des initiaux et séparants des polynémes de C, des monémes M; et des opérateurs de
dérivation 6; tels que HP = Zle M;6,Q; ot les QQ; sont des éléments de C', rgH < rgP
et rg(M;6;Q;) > l‘g(.‘Mjeij) 1<) m
DEFINITION 5. — On dira qu’une pseudo-base standard C' de T est réduite si tout polynoéme
P de C est réduit par rapport a C \ P.

THEOREME 1. — Soit T un idéal différentiel premier de R et C' un sous-ensemble de R.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) C est une pseudo-base standard réduite de T

ii) C' est autoréduit et tout les éléments de T sont réduits a 0 par C.

iii) C' est un ensemble caracte’ristique de T

PREUVE. ¢) = 1) Il suffit de prouver que tous les éléments de 7 sont réduits & 0 par
C. Raisonnons par ’absurde. Soit P un polynome de rang minimal qui ne puisse pas étre
réduit a 0 par C. Si 7 P # T, P peut étre élémentairement réduit par un polynéme de C
en un polynome de Z de rang inférieur, qui doit donc étre réduit a 0. Si 7 P =T, Ip € T,
donc Ip est réduit a 0 par C', ce qui implique que P peut étre réduit en un polynome de
7 de rang inférieur, et donc que P est réduit a 0 par C', contredisant I’hypothese.

it) = 112) Comme C est autoréduit, les initiaux des polynomes de C sont irréductibles
par C', donc n’appartiennent pas a Z. Remarquant que Is,deg P Ip, ceci implique que les
séparants des polynomes de C' ne sont pas réduits a 0 par C' et n’appartiennent pas non
plus & Z. Comme C réduit a 0 tous les polynomes de Z, Z = [C] : H™, en notant H le
produit de initiaux et séparants des polynomes de C.



N° 2 ENSEMBLES CARACTERISTIQUES 93

Notons J l'idéal (C')xpy) : H*, ol y désigne I'ensemble des dérivées intervenant dans
les polynomes de C'. Tout élément de J est réduit a 0 par C, car il est dans Z. Montrons que
J est premier. S1 PQ) € J, P ou () appartiennent a 7. Ils sont donc l'un ou l'autre réduits
a 0 par ', mais comme ils ne contiennent pas de dérivée propre des dérivées dominantes
des polynomes de C, ceci implique que P ou ) appartiennent a J. En dernier lieu, les
S-polynémes associés aux pseudo-syzygies entre éléments de C', appartiennent a Z, donc
sont réduits a 0 par C' qui est donc cohérent. On peut donc appliquer la prop. 1.4.1.6 p. 17,
et conclure que C' est un ensemble caractéristique de 7.

i11) = 1) Si C est un ensemble caractéristique de Z, tout élément P de 7 est réduit
a 0 par C. On en déduit que si 7P # T, il existe @ dans C tel que rgP = 'U%Gng,
puisqu’alors Ip ¢ 7, ce qui implique d’apres la proposition 1.4.1.5 p. 17, 7 étant premier,
que Ip n’est pas réduit a 0 par C'. On en déduit que 7C' = rgC engendre 7Z. =

Remarque 1. — Si Z n’est pas premier il peut ne pas admettre de pseudo-base standard
réduite. Il suffit de considérer [2%, 2'y]q(s,y1-

Concluons en définissant quelques ordres admissibles sur 1.

DEFINITION 6. — On dit qu’un ordre admissible sur Y élimine les variables 1, ..., x; si
j <i<kimplique xj g > xy ¢y V(6,8') € O2.

DEFINITION 7. — On appelle ordre d’élimination de xy,...,x; sur Y l'ordre défini en
posant T gy > Ty gy 81 J <1 < k et en raffinant ensuite par l'ordre de la déf. 1.4.1.3 p 15.

Il est immédiat que cet ordre élimine bien les variables voulues. On peut aussi étre
plus brutal.

DEFINITION 8. — Ayant choisi un ordre sur ©, par exemple I’ordre par ordre de dérivation
puis lexicographique inverse ou 'ordre lexicographique pur, on appelle ordre par variables
sur T Iordre défini en posant x; 5y < xj gy sit>jousit=jetd <6

3. Caractérisation. Procédure de complétion

DEFINITION 9. — Le rang d’une pseudo-syzygie (M, N) est le rang commun de M et N.
On notera H¢ le produit des initiaux et séparants de C', et ve 'ensemble des dérivées
intervenant dans les polynomes de C'.

Lemme 2. — Soit C = {fy,..., f,} un sous-ensemble autoréduit et cohérent de R, avec
vy, < vy i < j. On pose vg = {x1,...,2p,Y1,...,Yq}, ol les y; sont les dérivées domi-
nantes des polynomes de C, classées par ordre croissant, et C' = {f1,..., f;—1}. On notera
fy le polynéme f, considéré comme un polynéme de Fr(Fz1,...,&n, Y1, Yg—1]/T")[yil-
Alors, C' est un ensemble caractéristique d’un idéal premier 7 de R ssi pour tout l'idéal
J'=(C"): Hcr est premier, et f; est premier et de degré égal a deg f,.
PREUVE. (=) Si C est un ensemble caractéristique d’un idéal premier, J = (C) : Hg
est premier d’apres la prop. 1.4.1.6 p. 17. Soit n1,...,1p,€1,..., €4 un zéro générique de
J. Posons fé = Hle gj, ou € est un zéro de gi(eq,...,eap,€r,...,€4-1,yy. Chassant
les dénominateurs dans ¢;, on obtient un polynome P qui annule un zéro générique de
J, et qui appartient donc a J. Il en résulte que P est réductible par C'. Apres réduction
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éventuelle, on peut supposer que P est réduit par rapport a {f1,..., fy—1 }, mais il ne peut
pas étre réduit a 0 car Ip ¢ J. Donc, si P est réductible, degP = degf,. On en déduit que
g1 n’est pas un facteur propre de f,.

(<) Utilisant encore la prop. 1.4.1.6 p. 17, il faut montrer que J = (C) : HY
est premier et que le seul élément de J réduit par rapport a C est 0. Comme féll est
de degré égal a deg f,, tout zéro générique de J' peut étre complété en un zéro de J :
done J'=T NFlzr,....Tp, Y1, Yg—1]. SOt (N1, .., Nptq—1,€) un zéro générique d’une
composante de {J}. Le polynéme minimal de e sur F(n) divise f(n,y). Comme f,(n,y)
est premier par hypothese, ces polynomes coincident & un facteur pres, ce qui implique que
{J} n’a qu’une composante. On en déduit que {J} est premier.

Soit maintenant un polynome P de {J}. Si P € J', P est nul ou réductible par
{f1,..., fy=1}. Sinon, P(n,y) est divisible par f,(n,y), donc P est réductible par C. Tous
les polynomes de {J} sont donc réduits & 0 par C, et appartiennent a (C) :g, d’ou 'on
conclut aussi que J = {J} est premier. =

Remarque 1. — On peut utiliser récursivement ce lemme, pour tester qu’'un ensemble auto-
réduit et cohérent est bien un ensemble caractéristique d’un idéal. Cependant ceci nécessite
de factoriser dans une tour d’extension algébrique, sauf cas particulier : par exemple si les
polynomes sont trivialement absolument premiers. En particulier, on retrouve le fait qu’'un
idéal engendré par un systeme d’équations d’état ou de pseudo-état est premier, et que ce
systeme est un ensemble caractéristique pour un ordre qui respecte 'ordre de dérivation.

Ce lemme, ainsi que la prop. 1.4.1.6 p. 17, jouent un role crucial dans 'approche déve-
loppée par Ritt et étendue par Kolchin. Nous allons avoir besoin d’un résultat légéerement
différent, qui permet d’éviter un test impliquant des factorisations sur une tour d’exten-
sions algébriques et ’hypothese de réductibilité des éléments de J par C', loin de pouvoir
étre testée de maniere effective.

THEOREME 2. — Soient 7 = [X] un idéal premier non trivial de R, C = {f1,..., f,}, ot
les f; sont rangés par rang croissant, un sous-ensemble autoréduit et cohérent de Z. On
note C; I'ensemble {f1,..., fi}, Co sera {0} par convention. On note a nouveau z1, ...,z

les dérivées intervenant dans les polynomes f;, mais qui ne sont pas la dérivée dominante
d’un des f; et yi,...,y,, les dérivées dominantes des f;. L’idéal [J; sera I'idéal engendré
par C; dans 'anneau A; = F(xy1,...,xp)[y1,-- -, il

Alors, C' est I'ensemble caractéristique de I ssi les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

A) tous les polynomes de ¥ sont réduits a 0 par C,

B) les initiaux et séparants des polynomes de C n’appartiennent pas a Z,

C) pour tout f; de C, I'initial de f; est inversible dans A;_1/Ji—1,

D) le discriminant de f;, considéré comme un polynéme en sa dérivée dominante est

inversible dans A;_1/Ji—1.

PREUVE. L’'implication directe est immédiate en utilisant le lemme précédent.

(<=) Comme l'idéal est premier, que Heo n’appartient pas a Z et que C réduit a 0 les
générateurs de Z, 7 = [C] : HZ.

On commence par montrer que Z N Flzq,...,%p,Y1,...,Y,] est égal & T = (C') : HZ.
Soit P un polynéme de ZNF(z1,...,2p,Y1,...,Yq). Si P est réductible par C, la réduction
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s'opére sans dériver, et 'on obtient H&P = ! | M;f; + R, ot R est irréductible par
C. Utilisant alors [Ko2 chap. III § 8 lem. 5 p. 137], on sait que R € (C) : HY, d'ou la
conclusion. Donc J est premier.

Les conditions C) et D) impliquent que Z; : He, = Z;. En effet, les initiaux sont
inversibles dans A;/Z; et si le discriminant de f; est inversible, on en déduit que le séparant
de f; est inversible car le discriminant est le résultant de f; et de Sy,. Utilisant le lemme
précédent, il suffit de montrer que pour tout ¢ € [1, ¢, f; considéré comme un polynéme de
(Ai—1/TJi—1)]yi] est premier. Soit 7 le plus petit indice tel que cette propriété soit fausse.
L’utilisation récursive du lemme montre que (C;) : H¢; est premier, donc que Z; 0 < j < i
est premier. Ceci implique que A;/7; Olej < ¢ est un corps. Soit ¢; un facteur premier
de f;, € un zéro générique de ¢; sur A;_y/Z;—y. On va montrer qu’on peut prolonger
ni = (T1,...,2p, Y1,...,Yi—1, &) en un zéro de C' : He.

On pose J/_, = Ji—1 et I = T]_; + (g¢) 1 < € < g, ou1 g¢ est un facteur premier
de f; considéré comme un polynéme de (A¢/J;_;)[yel, ne = (ne=1,¢€¢), ol € est un zéro
générique de g¢. On va montrer par récurrence que pour tout 1 — 1 < £ < ¢ :

a) J; est maximal dans A, et definit une composante de V(7;),

b) £ = ¢, ou bien I'initial et le discriminant de fy1; n’appartiennent pas a J;.

Pour ¢ = 1 — 1, ces conditions sont trivialement satisfaites. Supposons les conditions
vraies pour £ et montrons qu’elles sont vraies pour £ + 1. la condition a) est satisfaite car
d’apres 'hypothese de récurence, J .y est maximal, et 'initial de f,11 n’appartient pas a
Je. On peut donc trouver un facteur premier ¢goyy de fy considéré comme un polynome de
A¢/Tilyq- La primalité de geq; implique que J; est maximal. D’autre part, 'adhérence
de 141 est la variété définie par Jy, , qui définit donc une composante de V(Jpy1). Si
{+ 1 = g la condition b) est satisfaite. Sinon, supposons que l'initial de f;yo s’annule sur
Jiy1- Il serait alors diviseur de 0 dans Azy1/Je+1, ce qui est impossible car il est supposé
inversible dans A¢41/Je4+1 qui est bien un anneau unitaire puisque {J¢41} est non trivial.

Ceci implique que n, est un zéro générique de C': HZ, puisque cet idéal est premier,
et donc ¢; un zero générique de tous les facteurs de (f;) dans A;_1/J;—1. Comme f; est
sans carré, son discriminant étant inversible, f; est premier. =

On peut en déduire une méthode de construction d’ensemble caractéristique pour
un idéal premier Z de type fini. dés lors qu’on dispose d'une méthode pour tester qu’'un
polynome appartient a Z. Dans l'algorithme, on désigne ce test par P € Z. La premiere
étape consiste a construire un ensemble autoréduit et cohérent réduisant a zéro tous les
générateurs. Ceci utilise la méthode classique de RITT, WU Wen-Tsun, etc. Pour simplifier,
on se donne un algorithme de construction d’un sous-ensemble autoréduit minimal d’un
ensemble fini donné, autRed, ainsi qu'un algorithme construisant la liste des S-polynomes
SPol.

Lors de la derniere étape, il faut pouvoir tester qu'un polynéome P ¢ Z; est inversible
dans A;/Z; et calculer un représentant de 'inverse. Si P n’est pas inversible, c’est que Z;
n’est pas premier. L'algorithme retournera alors un couple (Q, R) tel que QR € Z;, Q ¢ I,
et R ¢ Z,. Pour les besoins de l'algorithme, on se donne une fonction subRes(P,Q, x,)
qui retourne le sous-résultant r de degré : de P et () en la variable z, ainsi que a et b tels
que r = aP + bQ). Ce résultat est donné sous la forme d’un tableau a trois clefs r, a et b.
On utilise la syntaxe de Scratchpad II, avec le typage pour savoir si 'inversion a ou non
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échoué. Si c’est le cas, le résultat aura le type FR pour fraction rationnelle, sinon le type
Rec := Record|factl : Pol, fact2 : Pol]. La fonction prend deux arguments, le polynome
P et la liste des polynomes C;, rangés par ordre croissant.

ALGORITHME 2.

inverse( P, [Pol) : Union(Pol, Rec) ==
if P € F(yi,...,yp) then return 1/P
for f € reverse(IPol) repeat
if deg, (P) # 0 then
tab :=subRes(P, f;,vy,0)
if tab.r # 0 then return tab.a inverse(tab.r,[Pol)
else
for 3 € N repeat
if subRes(P, f,vys,7).r # 0 then leave
else rec : Rec := [P, subRes(P, fi,vy,7).q]

return rec

PREUVE. La preuve de cet algorithme est immeédiate, pour plus de détails on pourra se
reporter a [Lap. 9] =

On peut maintenant aborder I'algorithme de construction d'un ensemble caractéris-
tique. Toutefois, il nous manque encore une définition, en effet, on va construire un ensemble
cractéristique normalisé , selon I'approche de D. LAZARD dans [La].

DEFINITION 10. — On dit qu’un ensemble caractéristique C' d’un idéal différentiel T est

normalisé si les initiaux des polynémes de C' ne font pas intervenir les dérivées dominantes
des polynémes de C'. =
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ALGORITHME 3.

ensembleCaractéristique(IPol)
Ly :=1]; flag := true
while flag repeat
until Ly = [] repeat
Ly =]
ensCar :=autRed(IPol)
for pol € [Pol repeat
if (rest :=réduction(pol, ensCar)) # 0 then Ly :=cons(rest, L)
for sp €SPol(ensCar) repeat
if (rest := réduction(pol,ensCar)) # 0 then L :=cons(rest, L)
[Pol :=append(Ly,[Pol)
flag := false
for P € ensCar repeat
if Ip € T then flag := true ; [Pol := cons(Ip,[Pol)
if Sp € T then flag := true ; [Pol := cons(Sp, [ Pol)
if (inv := inverse(Ip,ensCar)) case Rec then
flag := true
if inv. factl € T then new := inv.factl else new := inv. fact2
[Pol := cons(new, [ Pol)
if (inv := inverse(Sp, ensCar)) case Rec then
flag := true
if inv. factl € T then new := inv.factl else new := inv. fact2
[Pol := cons(new, [ Pol)
ensCarNorm =[]
for P € ensCar repeat
inv := inverse(Ip, ensCar)
ensCarNorm = cons(numer(inv)vdpegp + denom(inv)reste(P), ensCarNorm)
ensCarNorm

PREUVE. Il est manifeste d’apres le théoreme que si la procédure s’arréte, la liste ensCar
est bien un ensemble caractéristique de Z. Or, on remarque qu’a chaque nouvelle passe
I’ensemble ensCar décroit en rang. Comme il n’existe pas de suite strictement décroissante
d’ensembles autoréduits, la procédure s’arréte. La derniere manipulation utilise le calcul
des inverses des initiaux pour rendre ’ensemble caractéristique normalisé. Les nouveaux
polynomes sont toujours dans l'idéal, et leur rang n’est pas perturbé, de sorte qu’il s’agit
toujours d’'un ensemble autoréduit minimal, donec d’un ensemble caractéristique. =

On peut maintenant indiquer deux types d’idéaux premiers pour lesquels on dispose
d’un test effectif d’appartenance. Le premier cas est celui ou le systeme de générateurs est
déja un ensemble caractéristique pour un certain ordre. On peut alors calculer un ensemble
caractéristique pour un ordre différent.
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Le deuxiéme correspond a l'idéal A défini au chapitre II, pour lequel la proposition
I11.4.2.3 p. 35 permet de conclure, par une simple évaluation.

Remarques. — 2) En particulier, 'algorithme ci-dessus est valable dans le cas algébrique
pur, qui n’est qu'un cas particulier du cas différentiel. Si I'idéal premier est donné par un
systeme de générateurs quelconques, on peut en calculer une base standard pour un ordre
arbitraire, qui permet de tester I’appartenance a 1'idéal. Ceci signifie donc qu’on peut en
calculer un ensemble caractéristique de maniere effective.

L’intérét peut en sembler réduit. Toutefois, il serait intéressant de comparer le temps
de calcul d’un ensemble caractéristique, qui est dans ce cas triangulaire, connaissant une
base standard pour 'ordre lexicographique inverse, par rapport a celui d’une base standard
pour ’ordre lexicographique pur. On sait que la méthode de FAUGERE répond a ce probléme
de maniere particuliérement efficace, mais elle n’est valable que pour les idéaux zéro-
dimensionnels, d’autre par la notion d’ensemble caractéristique est plus lache que celle de
base standard et ne comporte jamais plus d’éléments que de variables.

3) Sil'idéal différentiel premier est isobare et de type fini, on sait tester 'appartenance
par un calcul de base standard différentielle comme au § 1. On peut donc alors aussi calculer
un ensemble caractéristique.

Cette méthode apparait a la fois comme une généralisation au cas différentiel de la
méthode décrite par D. LAZARD dans [Lal, et comme un cas particulier car les hypothéses
spécifiques ot I'on se place permettent des simplifications. En fait le probleme central pour
déterminer un ensemble caractéristique, méme dans le cas différentiel, est bien de nature
purement algébrique. La condition de normalisation introduite par Lazard permet de lever
les ambiguités et devrait aboutir & une méthode générale incluant le cas différentiel.

4. Applications

THEOREME 3. — On considére une variété algébrique X C A%, ou F désigne un corps
différentiel, définie par un idéal premier T et une application rationnelle f de X dans A2
définie par m fractions f; = P;/Q;, considérées comme des éléments de K(X). Soit J
l'idéal

[Z,Qi(x)ui — 1,Qi(2)T; — Pi(®)|kfu,e,1)

et A un ensemble caractéristique de J pour un ordre qui élimine les u, puis élimine
successivement x1,...,x,, alors f est inversible ssi pour tout xz; A contient un polynome
de la forme S;(T)x; — R;(T).

D’autre part, AN F{T} est un ensemble caractéristique de I'idéal définissant I'image

de f.

PREUVE. La preuve de la premiere partie est exactement semblable a celle du th. II1.2.1.2
p. 50 qui traite le cas algébrique pur en utilisant les bases standard. On sait en effet que
des polynomes de cette forme doivent étre dans l'idéal, et les conditions sur l'ordre font
qu’ils ne peuvent étre réduits que par des polynomes de I’ensemble caractéristique qui ont
eux-méme cette forme.

La derniere assertion est immédiate. m
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Remarques. — 1) Si T est donné par un ensemble caractéristique C' pour l'ordre <, notons
M le polynéme Rz, 41 —1, ou R désigne le reste de la réduction de Heo par C. On se rameéne
a4 un probleme équivalent en considérant l'idéal I’ = [C, M] F {n41}. Manifestement, Z' est
premier et engendré par C' = C U {M}, qui est un ensemble caractéristique pour tout
ordre étendant < et tel que zn,41 > z; (5 Vi < n + 1, puisque C' est alors manifestement
cohérent et autoréduit, et que M est absolument irréductible ce qui permet d’appliquer le
lemme 3.2 p. 94.

f induit une application rationnelle f' de X' = V(Z') dans A™, et f admet un inverse
a gauche rationnel ssi f' en admet un. Sans restriction de généralité, on peut supposer
que les polynomes Q;T; — P; sont réduits par rapport a C'. Si ce n’est pas le cas, on s’y
ramene par 1’algorithme de réduction, ce qui ne change pas la forme de ces polynomes ni
le fait que les P;/Q; définissent f'. Q;u; est aussi réduit par rapport a C. Ces polynomes
sont également absolument irréductibles. Pour un ordre sur ©{u,z,T} qui prolonge < et
élimine u, T, I’ensemble des générateurs de J est autoréduit et cohérent. Utilisant encore le
lemme 3.2, cet ensemble est donc un ensemble caractéristique de J. On peut donc calculer
un ensemble caractéristique de J, par 'algorithme 3.3 p. 97, pour un ordre satisfaisant les
hypotheses du théoreme. On a donc une méthode effective pour tester l'inversibilité de f.

2) Le fait de supposer qu'on connait un ensemble caractéristique de Z est une res-
triction, mais elle est moins forte que si l'on supposait Z donné par un systeme fini de
générateurs dans la mesure o, en général, les idéaux différentiels ne sont pas de type fini.

D’autre part, il nous faut supposer que Z est premier, et on ne peut en général le
savoir qu’en appliquant le n° 3 lem. 2., apreés avoir trouvé un ensemble caractéristique. Fort
heureusement pour les applications, les systémes considérés en automatique sont souvent
donnés par des équations d’état et sont donc premiers “par construction”.

THEOREME 4. — Soit g, f1,..., fm des fractions de G = FrF{n}/I, avec f = P/Q et

fi = Pi/Qi, A un ensemble caractéristique pour un ordre quelconque de I'idéal

J = [T;ppem(Qi(z))u — 1; Qi(y) Pi(z) — Pi(y)Qi (@) #(f) {u,2}
alors g € F(f) ssi R(¢g) = Q(y)P(x) — P(y)Q(x) est réduit a 0 par A.
PREUVE. On sait d’apres la prop. 11.4.2.5 p. 36 que g € F(f), ssile polynome R(g) est dans
I'idéal GJ. Manifestement, A est un ensemble caractéristique de GJ. Donc, si g € F(f),
R(g) doit étre réduit par A.
Réciproquement, si le polynome est réduit, il est dans

(GIA]) : HY = G[A|: HF =GJ,
donc g € F(f). =
On a de nouveau le corollaire immédiat suivant.

COROLLAIRE 1. — Sous les mémes hypotheéses, f définit une application rationnelle in-
versible ssi un ensemble caractéristique de J est
1
Ti— Yii U — '
{ 1 9 1 Ql(y) }

Tout ensemble caractéristique contient alors des polynomes identiques a un facteur pres.
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Remarque 3. — Si1 7 est donné par un ensemble caractéristique, on peut sans probleme
calculer dans FrF{n}/Z, car on dispose par réduction d’un test d’égalité a 0. D’apres la
proposition 11.4.2.3 p. 35, un élément R de F(f){z,u} est dans J ssi

1

Ry, ppcm(Qi(y))) =0

ce qui donne un test commode d’appartenance a 7. On peut alors utiliser ’algorithme 3.3
p- 97 pour calculer un ensemble caractéristique de 7.



