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PROBABILITÉS.— Densité de certaines mesuresde probabilité ergodiquessur les
espacessymboliqueset groupesmoyennables.Note de Jean MoulinOllagnier,présentée
par Robert Fortet.

SoitXl'espacesymboliqueIGoùI estunensemblefinietGungroupe.Nousconstruisonsunefamillede
probabilitésergodiquespourl'actiondeG surXpartranslations;cettefamilleestdenseentopologievaguedansleconvexecompactM(X,T)desprobabilitésinvariantessietseulementsilegroupeestmoyennable.

PROBABILITYTHEORY.—Densityof certainergodicprobabilitymeasuresin symbolicspacesandamenablegroups.
LetX bethesymbolicspaceIG,whereG isa groupandI afiniteset. Weconstructafamilyofinvariant
ergodicprobabilitymeasuresfortheactionofGonXbytranslations.Withrespecttothevaguetopology,thisfamilyisdenseintheconvexandcompactsetM(X,T)ofailinvariantprobabilitiesifandonlyifthegroupisamenable.

- Nous nous intéressonsà l'espacecompactX= IG,où I est un ensemblefini à plusieurs
élémentset G un groupesur lequelnous ne supposonsaucunetopologie.Les translations
sont les applicationsT9,où g est un élémentde G, de X dans lui-mêmeainsidéfinies:

L'applicationg ->Ts est une action de G sur X par homéomorphismes.Il n'y a besoin
de faireaucunehypothèsesur le groupepour obtenir l'existencede probabilitésde Radon
invariantessous cette action;en effet,lesmesuresproduits sont invariantes.
Les probabilités que nous construisonssont une généralisationdesmesuresproduits;

ellesvérifientdes propriétés très fortes de mélangeet sont en particulierergodiques.
NOTATION.—Étant donnée une mesure de probabilité \i sur X et une partie finie A

de G, \yAdésignela trace de \i sur IA.
DÉFINITION.—Étant donnéesune probabilité invariante u sur X et une partie finieA

de G, on appellep.(F, A) la probabilitésur IAainsiconstruite :
A tout ordre total Tsur F_1.A (F_1.A= {geG, ¥gH A^0 }), on associela partition

de A dont les atomes sont les éléments non-vides de la suite finie construite par
récurrence:

Si, gz> ••>Sndésignantles élémentsde F 1.Adans l'ordre T.
On appelleu(F, A,x) la mesureproduit des projections:

M(F,A,T)=®UA.(T).i
La probabilité jx(F,A) est alors définie comme la moyenneéquilibréedes |j,(F,A,T)

sur tous les ordrestotaux sur F-1.A :

PROPOSITION1. —Lafamilledeprobabilités(a (F, A),-AeF(G)) est un systèmeprojectif
demesures.
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Démonstration. — Soit une partie finie A, réunion des parties disjointes A' et A"; on
peut calculer :

Or u(F, A,x)A.ne dépend que de la trace de l'ordre x sur F-1.A'.
Il suffit donc de s'assurer que le nombre d'ordres totaux sur F-1.A dont la restriction

à F-1.A' est un ordre donné ne dépend pas de ce dernier; c'est élémentaire.
Appelons alors pF la limite projective de ce systèmede mesures et intéressons-nousà

la famille des mesures ainsi construites.

PROPOSITION2. —Pour toute mesure deprobabilité p sur X, invariante sous l'action de
G par translations, et pour toute partie finie F de G, la probabilité uF précédemment
construiteest invariante.
De plus, elle vérifiela propriété d'indépendancesuivante:
Dès que lesparties finies F- 1.A' et F-1.A" sont disjointes,les traces de uFsur IA' et IA"

sont indépendantes.
Démonstration. —Il suffit, pour établir l'invariance, de s'assurer, pour tout élément g

de G et pour toute fonction / ne dépendant que d'un nombre fini de coordonnées, de
l'égalité :

Supposons donc que /ne dépende que des coordonnées dans A. La mesure pF(/) est
égale à |i(F, A)(J) où /est la fonction sur IAà travers laquelle on factorise /
De même, on a l'égalité : •

Pour chaque ordre total Tsur F 1.A, on a : . .

où T' est l'image de x par la translation T9;.ceci résulte de l'invariance de u sous l'action
de G."'
On obtient alors le résultat par sommation, et l'on peut conclure à l'invariance de F.
Montrons maintenant la propriété d'indépendance annoncée.
Pour chaque couple (x', T")OÙT' est un ordre total sur F"1.A' et x" un ordre total sur

F-1.A", il existe des ordres x sur F- 1.(A' U A") qui prolongent x' et x"puisque F_1.A et
F~X.A"sont disjoints; le nombre de-cesprolongements ne dépend pas du couple choisi.

De plus, pour un tel ordre x, la mesure u(F, A' 1JA", x) est le produit tensoriel de
p (F, A', x') et de p(F, A", x").
On en déduit simplement le résultat.

COROLLAIRE1. —II résulte de la propriété d'indépendanceétablie dans la proposition2
que.les systèmesdynamiquesmesurés sur X, correspondant aux mesures pF, où p est une
probabilité invariante'quelconque,'et F une partie finie de G, possèdent la propriété de
mélangefort; ces mesuresparticulières sont doncergodiques.

THÉORÈME1. — Si le groupe G est moyennable,la famille de probabilités ergodiques
$urX, (\iF, u.j=M (X, T),.F e F (G)) est dense en topologievaguedans le convexecompact
M (X, T) de toutes lesprobabilités invariantespar translation.
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Démonstration.— On peut définir la topologie vague sur M'(X,T) par la famille
d'écarts (dA,AeF(G)) :

On obtient simplementunemajoration de dA(\i,uF),égaleà dA(\iA,p(F, A)) :

car, si la partition de A correspondant à l'ordre x est triviale, p(F,A,x)-coïncideavec
MA-
Il reste à montrer que, pour une partie A fixée,il existedes parties finiesF tellesque

la proportion des ordres sur F-1.A qui donnent une partition triviale de A soit aussi
prochede 1 que l'on veut.
Cetteproportion est égaleau quotient :

et la moyennabilitéde G permetde conclure.

THÉORÈME2. —Si legroupeG n'estpas moyennable,la mesureinvariantev sur {0,1}G,
définiepar v= (1/2)(Ô0+ 8X),où §0et S±sont lesmassesdeDiracsur lesdeuxconfigurations
constantes,n'estpas unelimitevagued'unefamillede pF.
Démonstration.—Puisquele groupeG n'est pas moyennable,il existeune partie finie

A de G telleque la borne supérieuredu rapport :

soit strictementinférieureà 1; soit 1—k cette borne.
Pour toute partie finie F, la fréquencedes ordres sur F-1.A pour lesquelsla partition

correspondantede A n'est pas triviale,est alors supérieureou égaleà k.
Il existedonc une partie finie {x, y } de A à deux élémentstelle que x et y soient dans

deux atomesdistinctsde la partition avecune fréquencesupérieureà 2kjn(n—l) si n est
le cardinal de A; soient alors k' ce nombre non nul et {x, y} une partie vérifiant la
propriétéprécédente.
Il est clair que l'écart dA(v,uF)est minoré par l'écart d{x,yy(y,pF),c'est-à-direpar la

somme:

où El3E2, E3et E4 sont les quatre cylindres[0, {x, y}], [{x}, {x, y}], [{y}, {x, y}},
et [{x, y} }, {{x, y}]. On appelle a, b, c et d les mesures de ces cylindres pour la
probabilité p et t la fréquence(minoréepar lenombre k' strictementpositif)aveclaquelle
x et y sont séparés.
L'invariance de p impose l'égalité des nombres c et d. L'écart d{xy}(v,pF) est alors

égal à :

Il reste à montrer que le minimumde cette fonction continue sur le compact de U3
définipar les relations :

est strictementpositif.
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Il suffitpour cela de vérifierque cette fonction positiveou nulle ne s'annule pas sur le
compact.
La vérificationde cette propriété est simple.
Remarques.—Les fonctionsA -* 1—pF([A,A]), où [A,A] est le cylindreconstituédes

configurationségalesà 1en tous les points deA, sont desélémentsextrémauxdu convexe
des capacitésalternéesd'ordre infini, comprisesentre 0 et 1.
Ceci fournit donc une familleexplicited'élémentsextrémauxde ce convexepour un

groupediscretet répond ainsipartiellementà une questionde MichelTalagrand [2].
Le théorème 1 est une réponse à une question de Dubbins; une démonstrationde la

densité des mesures ergodiquespour un groupe moyennablea été obtenue par Alain
Rosenthal [1]en utilisantla versiondu lemmede Rokhlinpour les groupesmoyennables
inventéepar Ornsteinet Weiss.
Remisele11mars1985.
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