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Abstract. We are interested here in the characterization on a symbolic space,
of invariant Gibbs measures as equilibrium measures. The first result in this
topic was obtained by Lanford and Ruelle (see for example [6]).

This problem involves different objects that can all be defined by using
the only amenability of the translation group and the only continuity of the
local specification. We therefore tried to state our theorems in this general
frame. Among the elements of our proof, there is the use of the information
gain introduced by H. Follmer [1] and some arguments similar to those of
C.J. Preston in [5]. But the amenability techniques that we widely develop in
[2], [4] and [7] are decisive tools for getting the result.

The corresponding problem for subshifts is not considered in the present
paper so symbolic spaces are product spaces.

1. Préliminaires

Nous rappelons quelques définitions et certains résultats de base sur les mesures
de Gibbs et les groupes moyennables.

Mesures de Gibbs

Les objets que nous étudions dans cet article ont été introduits comme des
modéles simplifiés de quelques problémes de mécanique statistique sur un
réseau. Les point ou sites du réseau sont représentés par les éléments d’un
ensemble dénombrable G. L’ensemble I des configurations possibles en un site
donn¢ est fini et cet ensemble est le méme pour tous les sites. L’espace X des
configurations est P'espace produit I9; c’est un espace compact métrisable.
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12 J.Moulin Oliagnier et D. Pinchon

Notations. Soit S une partie de G. Posons X =1I° et notons &g I'image d’une
configuration £ par la projection naturelle de X sur X§.

Si S et T sont deux parties d’intersection vide, si o appartient & X et § a
X, af désigne 'unique élément de X, dont les projections sur X¢ et X, sont
o et f.

Soit ¢ un ¢lément de X et A une partie finie de G. A(&) désigne Pensemble
des configurations » ayant la méme projection que & sur le complémentaire de 4

A)={neX,ne_a=E&_a}-

Définition. Une spécification locale 7 est une famille {n,} de fonctions continues
strictement positives sur X, indexée par ’ensemble des parties finies de G, qui
vérifie les relations de cohérence

n(§)=mny(&)- Y m,(n) lorsque A’ contient A. 1

neA(g)

On obtient comme cas particulier, en faisant 4=A’, les relations de
normalisation.

A chaque fonction 7, on associe la contraction positive n, sur I'espace de
Banach C(X) des fonctions réelles continues sur X ainsi définie

ny (NQ= X mam)-f ().

neA(g)

Des relations de cohérence entre les fonctions 7, on déduit les relations de
commutation entre les opérateurs correspondants

MyoMy=mgon,=n, lorsque A" contient 4. 2)

Qn remarque en particulier que ces opérateurs sont des projecteurs et que
est Pidentité.

Définition. On dit d’une probabilit¢ de Radon, y, sur X que c’est une mesure de
Gibbs pour la spécification = si, pour toute fonction continue f sur X et pour
toute partie finie 4 de G, on a u(f)=u(x,(f)).

L’ensemble convexe, faiblement compact K, des mesures de probabilité sur
X vérifiant pom,=u est 'image par le projecteur n% du convexe compact de
toutes les probabilités sur X; cet ensemble n’est donc pas vide. D’aprés les
relations de commutations (2), les K, ont la propri¢té d’intersection finie non
vide. L’ensemble % (n) des mesures de Gibbs pour z n’est donc pas vide. C’est un
convexe compact.

Groupes moyennables

La notion d’action moyennable permet de définir des valeurs moyennes lorsque
le réseau est homogéne sous 'action d’un groupe géométrique; cette hypothése
est raisonnable car elle permet de modéliser la limite thermodynamique. Pour
simplifier Pexposition des résultats, nous ne considérons que laction d’un
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groupe moyennable dénombrable G par translations sur Pespace X =1I% On
peut trouver dans [2] la définition générale d’'un réseau moyennable; les
résultats que nous montrons ici sont encore valables dans ce cadre.

Les groupes moyennables peuvent étre caractérisés par plusieurs propriétés
équivalentes. La propriété la plus utile ici est celle de point fixe: toute action de
G par homéomorphismes affines sur un convexe compact d’un espace vectoriel
topologique localement convexe laisse fixe au moins un point de ce convexe
compact.

E. Falner a démontré un résultat essentiel: 'équivalence entre la propriété de
point fixe et I'existence sur I'ensemble des parties finies du groupe d’un filtre
particulier, le filtre moyennant. De maniére plus précise, il établit que pour toute
partie finie D du groupe G et pour tout réel positif ¢, I’ensemble M (D, ¢) des
parties invariantes a ¢ prés par les éléments de D est non vide.

AeM(D, ¢)<|{xeA,VdeDdxeA}|>(1—¢)-|4].

Les ensembles M (D, €) constituent une base du filtre moyennant 3.

Le long du filtre moyennant, les valeurs moyennes de certaines fonctions
d’ensembles convergent. On obtient en particulier le théoréme suivant dont on
peut trouver la démonstration dans [7].

Théoréme 0. Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur Pensemble des parties
finies du groupe moyennable G vérifiant les trois conditions suivantes

a) f(J)=0

b) f est invariante @ droite: pour toute partie finie A et tout élément a de G,
fAa)=f(4)

¢) f est complétement sous-additive: pour toute décomposition a coefficients
positifs, 1,=)4;-1, , on a I'inégalité f(A) )Y 4, f(4).

Alors, la fonction de F (G) dans R, A—|A|=1-f(A), admet une limite selon le
filtre moyennant, égale a sa borne inférieure.

La condition de forte sous-additivité d) est plus forte que la condition ¢) de
sous-additivité compléte.

d) pour tout couple (A, B) de parties finies de G, f(AuB)+f(ANB)<f(A)
+/(B)

Le résultat du théoréme est donc vrai pour les fonctions fortement sous-
additives invariantes a droite; nous 'utilisons dans la suite.

Translations sur X

Dans la suite, le réseau G est un groupe moyennable. A un élément g du groupe
on fait correspondre un homéomorphisme de espace X de la fagon suivante

T,(8)e = o )

Les ¢léments de X sont des applications de G dans I. T, est alors la translation a
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droite du graphe
(a=1 Ty =1

ce qui explique la définition précédente.
On obtient alors une représentation de groupe G comme un groupe
d’homéomorphismes de X, que 'on appelle le groupe des translations.

Pression d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur X et 4 une partie finic du groupe G. On pose

P(f,A)=Log }, supexp . f°T,(¢) 4)

neX 4 Selnl acA

ol [#] est l'ensemble de toutes les configurations ¢ telles que £,=n. Les
ensembles de ce type, qui sont & la fois ouverts et fermés dans X, sont appelés
cylindres.

La fonction A—P(f, A) est invariante a droite et complétement sous-
additive, si bien que |4|™! - P(f, A) admet une limite selon le filtre moyennant I,
d’aprés le théoréme 0. Ce nombre p(f) est appelé la pression de la fonction
continue f.

Entropie moyenne d’une probabilité invariante

Soit u une mesure de probabilité sur X, invariante par translations. Les
cylindres correspondants aux éléments de X , constituent une partition de X; on
note H(u, A) Pentropie de cette partition

H(u, A)= ) —u([n])-Logu([n]).

neX 4

La fonction A—H(u, A) est invariante a droite et fortement sous-additive.
On appelle alors entropie moyenne de la probabilité invariante p le nombre
h(y), qui est la borne inférieure et la limite selon le filtre moyennant de
|A17Y - H(u, A).

L’entropie moyenne h est une fonction semi-continue supérieurement sur le
compact .# (X, G) des probabilités invariantes.

Principe variationnel

Le principe variationnel est le théoréme d’aprés lequel la pression p(f) d’une
fonction continue f est la borne supérieure des sommes h(u)+ u(f) o u décrit
I’ensemble des probabilités invariantes sur X.

La nature particuliére du systéme dynamique (X, G) permet les définitions
simplifiées que nous donnons de la pression et de lentropie moyenne. Les
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cylindres en e constituent tout a la fois un recouvrement ouvert et une partition;
ce recouvrement est séparateur et, pour toute probabilité invariante, cette
partition est un générateur au sens des systémes dynamiques abstraits.

Dans le cadre général d'un groupe moyennable d’homéomorphismes d’un
espace compact, les définitions sont plus compliquées; il est cependant possible
de démontrer le principe variationnel [3].

Nous démontrons le principe variationnel dans le cas particulier qui nous
intéresse ici, au début de la partie I11.

On appelle mesures d’équilibre pour f les probabilités qui vérifient

h(p)+ p(f)=p(f).

Dans le cas des espaces symboliques, il y a toujours des mesures d’équilibre,
puisque la fonction s.cs. g —h(u)+p(f) atteint son maximum sur #(X,G).
Dans la partie 11, nous forgeons des outils utiles a la démonstration du
résultat principal:
Etant donnée une spécification locale invariante r, les mesures de Gibbs
pour 7, invariantes par translations, sont exactement les mesures d’équilibre
pour une certaine fonction continue construite & partir de 7.

II. Quelques résultats asymptotiques
sur les spécifications locales invariantes

Rappelons que nous considérons un espace X =I¢, ou I est un ensemble fini et
G un groupe moyennable qui agit sur X par les homéomorphismes que nous
appelons translations.

Définition. Une spécification locale 7 est dite invariante si, pour tout é¢lément g
de G et toute partic 4 de G, on a I'égalit¢ des fonctions n,=m,,.°T,, cest-a-
dire que le nombre 7,(£) est invariant si 'on applique simultanément la
translation & droite par g~ ' & la partie A et ’Thoméomorphisme T, & &.

Pour de telles spécifications, les mesures de Gibbs ne sont pas
nécessairement invariantes; mais Paction affine de G par dualité conserve le
convexe des mesures de Gibbs %(x), de sorte qu'il existe des mesures de Gibbs
invariantes puisque le groupe est moyennable.

Energie moyenne pour une spécification locale invariante

Soit 7 une spécification locale invariante. Pour une partie finie A de G, on
définit la fonction U(4,-) qui représente I’énergie dans la partic A de la fagon
suivante (la spécification = est sous-entendue)

U(A, §)=Logn (&) —14@)I~" ) Logn,(n). ®)

neA(£)
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On appelle habituellement fonctions de partition les nombres Z(4) ainsi
définis (ov, une fois encore, la spécification r est sous-entendue)

Z(A)= Y supexpU(4,%). (6)
neX s elnl
Cest la normalisation additive dans la définition de U(A4,-) & partir de

Logm, qui rend possible les résultats asymptotiques qui font 'objet de cette
seconde partie

>, U4, n=0. (7
neA(e)

Lorsque A est une partie finie de G et a un élément de G n’appartenant pas 4
A, on note I,(4, ) Paccroissement de I'énergie

1,(4,.5=U(4ua,§)—-U(4, ). (8)
La proposition suivante est un résultat important, qui permet la localisation
de I'énergie.

Proposition 1. La fonction (A, £)—1,(A, &) est uniformément continue, la structure
uniforme étant le produit de Punique structure uniforme sur I'espace compact X par

la structure induite sur I'ensemble des parties finies de G~ a par celle du compact
P2(G~a).

Démonstration. Par définition des fonctions U, on a

U4, )=—14©)"" ), Logm,(n-&g, J)—Logm,(¢)

neX a4

U(dua, O=—7"AQI™" ), Y Logm, o076 a0 —L0gT4,(8)

acX, neX 4

d’ou une expression de I,(4, &) par différence.
En utilisant quatre fois les relations de cohérence (1), on obtient

7tAu/z(a g/ éG\ Aua)zna((x' n- éG\Aua) ' Z TEAua(:B' n éG\Aua)

peXa
nAua(é):nA(é) . ZX TCAua(w ! éG\A)
7IA\_)a(rl ) éG\A) = na(” ' éG\A) ’ [}z):( 7rAua(ﬁ N éG\Aua)

TEAua(n ) éG\A)z 7TA(YI . éG\A) . Z TEAua(a) ) éG\A)

weX 4

puis, par un quotient approprié

7.':Aua(oc' - éG\Aua) _TCA(” ! 5G\A) . TEa(OC N éG\Aua)

TCAuu(é) TCA(é) ”a(VI‘ éG\A)

On en déduit une expression de la fonction I, (4,+) a 'aide de la fonction 7.

LA &=—I-'- ¥ [A@ T Logm* T Cavavd

acX g neX 4 na(ﬂ : éG\A)
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11 suffit alors, pour conclure, de montrer que si f est une fonction continue
sur X, la fonction de deux variables (4, &)—f (4, &) est uniformément continue au
sens de I'énoncé

fAY=14QI" X fn-&s )

neXa

et d’appliquer ce résultat a I'ensemble fini des fonctions f,, o « appartient & X,
J(Q)=Logm,(a- &g ) —Logm,(S)

Ceci provient de 'uniforme continuité de f sur X; il est facile de vérifier que
si B est une partie finie de G telle que &p=Ep=|f(E)—f (&) <e et si les parties
finies A et A’ vérifient AnB=A'nB on a |f(A4,&)—f(4,&)|<2s. CQUF.D.

11 est donc possible et d’'une maniére unique d’étendre la fonction I, en une
fonction continue, encore notée I, sur le produit (G~ a)x X. L'invariance de
la spécification conduit a la relation

L(A, 9 =1, (Ag™", T()). ©)

Nous sommes & la recherche d’une fonction continue ¢ sur X telle que les

fonctions [4]~1-U(A4,") et |[A]~' ), ¢ o T, soient asymptotiquement les mémes. 11
acA
est possible de construire ¢ a partir de laccroissement I, de I'énergie, ot e est

I'¢1ément neutre du groupe G, en utilisant les ordres totaux sur G.

Rappelons, sans démonstration, quelques résultats sur lensemble T des
ordres totaux sur un groupe moyennable G. On pourra, par exemple, trouver les
détails dans [4].

L’ensemble T des ordres totaux sur G peut &tre muni dune topologie
d’espace compact métrisable (puisque G est dénombrable) sur lequel G agit par
des homéomorphismes, les translations a droite. Comme dans le cas de I'espace
symbolique X, on effectue les translations sur les graphes.

On désigne par a; l'ensemble des éléments du groupe G strictement
antérieurs a I’¢lément a dans l'ordre . Si P est une probabilité de Radon sur T,
invariante par translations, la formule suivante définit une fonction continue sur

T.
Qop(f):ife(e?a €)dP(x). (10)

Ceci résulte de la continuité de I, sur le produit (G~ ¢) x X et de la continuité
de l'application de T'dans 2(G~e),1—e, .
L’invariance a droite de P et la relation (9) conduisent &

ppoTo(&)=]L(e;, T,(()dP()=[L,(e; -a,&)dP(r)
T T

={1,(a;,&dP(). (11)
T

Remarque. 11 n’est pas possible d’obtenir n'importe quelle fonction continue sur
X de cette fagon 2 partir d’'une spécification locale invariante.
Le théoréme suivant est un premier résultat asymptotique.
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Théoréme 1. Soit P une probabilité invariante sur T et ¢, la fonction continue sur
X définie par la formule (10) a partir de P et de la fonction 1,, accroissement de
Iénergie. La fonction continue |A|~' (U(A,*)— Y. @po T,) tend uniformément vers
0 selon le filtre moyennant. asd

Démonstration. En considérant la trace d’un ordre total 7 sur la partie finie 4 de
G, et en convenant que U(,*) est la fonction nulle, on obtient

Ud-9)=Y I(Ana;, &)

acA

et on peut intégrer cette égalité pour la probabilité P, ce qui donne

U4, &)=Y [I(Ana;,&)dP(z).

acA T

En utilisant uniforme continuit¢ de I, et la relation (9), on peut trouver
pour chaque réel positif ¢ une partie finie F de G telle que

|Ia(Ama;’ g)_la(a;’ §)| <&

dés que A contient Fa.
D’ou la majoration

A7 UA,)— X ppo TI<e+2|AI7" || L]| - {aeA, Fadt A}

acA

La norme uniforme de la fonction considérée est donc inférieure & 3¢ dés que
A appartient & M (Fue, g/||1,])). Ceci achéve la démonstration du théoréme.

On déduit du théoréme 1 que |A]~! u(U(A,+)) admet une limite selon le filtre
moyennant lorsque u est une probabilité sur X invariante par les translations.
Cette limite est égale 4 u(¢p); ce nombre ne dépend donc pas de la probabilité
choisie sur l'espace des ordres totaux. On appelle énergic moyenne de la
probabilité u et on note e(u) cette grandeur (une fois encore, la spécification est
sous-entendue dans cette notation).

Les résultats asymptotiques dont nous avons besoin sont des corollaires du
théoréme 1 et de la proposition suivante, qui est montrée dans [2] (p. 30,
“technical lemma”).

Proposition 2. Soit [ une fonction continue sur X =1I% ou le groupe G est

moyennable; la valeur moyenne |A|™'-) foT, dépend essenticllement des
acA
coordonnées dans A lorsque la partie finie A devient arbitrairement moyennante,

C’est-d-dire que l'on a

lim sup |A|71: Y foT,(&)— Y. fo T,(£)|=0.

W ca=%a acd acA
Démonstration. Puisque f est uniformément continue, pour tout réel positif ¢ il
existe une partie finie F de G telle que &, ={p=|f(£)—f ()] <e. On en déduit &,
={ g, =>|fo T,(&)—fo T,({)| <&. Ceci permet de majorer 'expression

|Al7* ', sup 12, (fe T —f > T

a=C04 acd
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par
e+2|A]7 | f |- [{aeA, Fad A}

ce qui est inférieur & 3¢ dés que A appartient & M(F ¢/| f|)). C.Q.F.D.

On déduit immédiatement du théoréme 1 et de la proposition 2 un corollaire
d’aprés lequel Iénergie moyenne dans une partie finie dépend essentiellement
des coordonnées dans cette partie.

Corollaire 1. lim( sup |A|=!-|U(4, &)—U(A, {)[)=0.
M Ca=la
On utilise le contréle des variations de U(4,) et de ) @po T, pour contréler

celles de logarithmes de sommes d’exponentielles dans les deux corollaires qui
suivent.

Corollaire 2. lim(|A|~ ' -sup(|Log Z(4)—Log . exp U(4, n)]))=0.
M g

neA(g)
Corollaire 3. lim(|4|~'-|Log Z(4)—Log Y supexp(d, ¢po T,(§)[)=0.
M neX 4 gelnl acA

On déduit simplement des deux corollaires précédents le corollaire qui suit

Corollaire 4. lim(|4|~'-Log Z(A)) =p(¢p).
0

On remarque au passage que la pression de @, ne dépend pas de la
probabilité invariante P sur les ordres totaux que Ion a choisi pour construire
une fonction continue & partir de la fonction I,.

Gain d’information moyen relativement
a une spécification locale invariante

Soit © une spécification locale invariante et v une mesure de Gibbs pour 7. Soit
A une partie finie de G et # un élément de X ,. Puisque v est une mesure de
Gibbs pour #, on a v([n])=v(n,(1;,); or, la fonction = ,(1,)) est strictement
positive; done, la mesure de Gibbs v donne au cylindre [#] une masse stricte-
ment positive, ce qui permet la définition qui suit.

Définition. Etant données une probabilité u sur X et une partie finie A de G, on
appelle gain d’information de u relativement a la mesure de Gibbs v dans A4 et
on note I ,(y, v) le nombre

Iy, v)= % u([n])-Log%-

De la concavitt du logarithme, on déduit que I,(xv) est une fonction
croissante de la partie finie 4.

De la stricte concavité du logarithme, on déduit que le nombre positif
I (p,v) est nul si et seulement si les projections sur X, des mesures u et v
coincident.
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D’autre part, il est clair que si les deux probabilités sont invariantes par les
translations, la fonction I ,(y, v) de A est invariante & droite.

Le théoréme suivant est essentiel a notre démonstration; c’est une relation
asymptotique entre les objets définis a I'aide de la spécification locale invariante
et le gain d’information relativement & une mesure de Gibbs pour =.

Théoréme 2. Soit © une spécification locale invariante, u une probabilité sur X, v
une mesure de Gibbs pour n. Soit A(A) I'expression suivante

A(A)=14]"" (Log Z(A)—(U(4, ) — H(p, A)— I ,(1, v))
A(A) tend vers O selon le filtre moyennant.

Démonstration. Calculons A(A4) en faisant intervenir les cylindres correspondant
aux ¢léments de X ,

AA)=141"" % u(ln])- {Log Z(A)=1/un])

neXa
([ﬂ])}
([71)

Puisque 1/u({#])- f U(A, £)du(&) est une valeur moyenne sur un cylindre, on

§U (4, &ydu(&)+Log u([n])+Log

)
peut majorer 4(A4) en valeur absolue par
417" - sup supLog Z(A)+Log v([]) — U(4, Ol
HEXA 4 GEIN

En utilisant le corollaire 2, il reste & montrer pour conclure que I'’expression
suivante a une limite nulle selon le filtre moyennant.

|A|=*-sup sup[Log Y expU(4,()—U(4, &)+Logv([n]).

neX 4 &elnl Le A(®)

Puisque v est une mesure de Gibbs, la masse d’'un cylindre peut se calculer
ainsi
vl =fn (- &g )dv(E).

La relation de normalisation, conséquence de (1), permet de retrouver 7 () a
partir de Pénergie U(4, &).

n &) =expU(4, &)/ ) expU(4,0).
ted®

On obtient alors

?F} |[Log v([n])—Logmn ()< sup |Logn,(£)—Lognr, (|

Ea=la

ce que l'on peut encore majorer, en regardant séparément numérateurs et
dénominateurs, par

2 sup [U(4,6)=U(4,0).
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On acheéve la démonstration du théoréme 2 en utilisant le corollaire 1.
De tous ces résultats, on déduit énoncé suivant.

Proposition 3. Soit © une spécification locale invariante, v une mesure de Gibbs
invariante pour m,yu une probabilité invariante sur X. La moyenne du gain
d’information |A|='-1,(u,v) admet une limite selon le filtre moyennant, qui est
égale a la différence p(@p)—u(@p)—h(y); ce nombre est donc indépendant de la
probabilité P sur T et de la mesure de Gibbs invariante v. On le note i(u, m) et on
Pappelle gain d’information moyen de la mesure invariante p par rapport d la
spécification locale invariante .

La démonstration est immédiate.

III. Le résultat principal

Puisque le gain d’information moyen est positif ou nul et qu’il est nul pour les
mesures de Gibbs invariantes, on déduit de la proposition 3 le principe varia-
tionnel pour la fonction continue ¢p,. On en conclut aussi que les mesures de
Gibbs invariantes pour 7 sont des mesures déquilibre pour ¢p. Il reste &
montrer que ce sont les seules; c’est 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3. Une mesure d’équilibre y pour une spécification locale n, ¢’est-d-dire
une probabilité invariante vérifiant i(u, 1) =0, est une mesure de Gibbs pour .

Démonstration. Elle se compose de trois arguments essentiels que nous distin-
gons sous la forme de lemmes.

1) On établit d’abord une caractérisation de la propriété de Gibbs a l'aide de
I'entropie conditionnelle, le principe variationnel local.

2) On montre ensuite que les nombres intervenant dans le lemme précédent
sont les limites des accroissements du gain d’information.

3) Un résultat de pure théorie des groupes permet enfin d’obtenir des
propriétés locales a partir de propriétés moyennes.

Lemme 1. Une mesure de probabilité p sur X vérifie pon, =u si et seulement si
—u(Logn,)—H,(A|G~ 4)=0.

Démonstration. Si I'on désigne par p,(y, {) une version mesurable de la probabi-
lit¢ conditionnelle de # dans X, étant donné { dans X,._, on peut é&crire
Pentropie conditionnelle et I'intégrale de Logn, a Taide de la mesure image &
sur Xg. 4

Hu(AIG\A)=Xf ;_ﬂA(naC)’LogﬂA(”s‘:)dﬁ(C) (12)
ulLogmy= [ [} Logm,(n O]dA(). (13)

Xg~a neXy

L’expression qui nous intéresse est donc égale & lintégrale dun gain
d’information

—uLogm)~H,AG~A)= | [T w0 Logt™ I any

Xo~NalneXa TEA(r’C)
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Elle est donc positive ou nulle; elle n’est nulle que si les vecteurs de probabilité
w1, 0) et m,(n- ) coincident pour j-presque tout {. Il est alors clair que si 7, est
une version de la probabilit¢ conditionnelle, on a pew, = p.

Lemme 2. Etant données une mesure de probabilité u et une mesure de Gibbs v
pour la spécification locale =, Paccroissement du gain dinformation I, g, v)
—Ig(u, vy admet une limite lorsque la partie B de G~ A tend vers G~ A, et cette
limite est égale a — u(Logn,)—H (A|G~ A).

Démonstration. Un calcul simple de laccroissement de gain d’information
conduit &

Puisque v est une mesure de Gibbs pour 7, le logarithme & intégrer converge
uniformément vers Logn, lorsque B tend vers G~ A; il est d’'autre part bien
connu que lentropie conditionnelle H,(A|B) tend vers H,(A|G~ A). D’ou le
résultat annoncg.

Draprés les deux lemmes précédents, une mesure de probabilité p est de
Gibbs pour la spécification locale = si et seulement si, pour toute partie finie 4
de G, la limite lorsque la partie finie B tend vers G~ A de 'accroissement du
gain d'information I, (1, v)— (1, v), qui existe toujours, est nulle.

Résumons ce que nous savons sur la fonction 4 — I (i, v) lorsque p est une
mesure d’équilibre pour ¢, et v une mesure de Gibbs invariante pour 7.

i) Cette fonction est croissante, invariante a droite, et prend la valeur 0 en
.
ii) La valeur moyenne |A|~*- 1 ,(u, v) tend vers O selon le filtre moyennant.
ii) Pour toute partie finie A, accroissement I, ,—I, admet une limite
quand B tend vers G~ A.

Pour conclure, nous voulons montrer que ces limites sont nulles. Par une
transformation de M&bius, la propriété iii) est équivalente a I'existence d’une
limite, pour toute couple (a, 4) ou a appartient & A, lorsque B tend vers G~ A4,
pour l'accroissement I, ,,—I. Si ces limites sont nulles, on obtient par somma-
tion le résultat.

11 suffit donc, pour aboutir, d’appliquer le lemme suivant.

Lemme 3. Soit f une fonction croissante, invariante a droite, nulle en J, sur
Pensemble des parties finies d’un groupe moyennable G; on suppose de plus que la
valeur moyenne |A|™* - f(A) tend vers 0 selon le filtre moyennant.

Alors, pour tout couple (a, A) o0 a appartient & A, la limite inférieure, quand B
tend vers G~ A, de laccroissement f(aUB)— f(B) tend vers 0.

Démonstration. Raisonnons par contraposition et supposons que la limite
inférieure de f(auB)—f(B) ne soit pas nulle. Il existe donc un réel strictement
positif ¢ et une partie finie A’ de G~ 4 tels que, pour toute partic B de G~ A4
contenent A’, on ait

flauB)—f(B)z¢
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Désignons par C’ Iensemble des éléments x d’'une partie finie C du groupe G
tels que (AuA’)-a~*-x soit contenu dans C. Le rapport des cardinaux |C'|/|C|
tend vers 1 selon le filtre moyennant.

Etant donné un ordre total = sur C, on peut décomposer f(C) de la fagon
suivante

[(€)=} flxux;)=f(x))
xeC
En faisant la somme de ces expressions pour tous les ordres totaux sur C et en
divisant par leur nombre |C|!, on obtient la minoration de f(C) suivante.

f(Oz Y 1CI Y flxux)—f(x;)
xeC’ teT(x)
ou, lorsque x appartient & C’, T(x) désigne 'ensemble des ordres totaux sur C
tels que, pour tout élément b de A, b-a~' x soit supérieur & x, et, pour tout
élément ¢ de A4’', x soit supérieur 4 c-a~!-x. L'inégalité est une conséquence de
la croissance de f.

De l'invariance a droite de f on déduit f(xux, )—f(x;])=f(auB)—f(B), ou B
=x_ -x~'-a Cet accroissement est donc minoré par ¢ quand I'ordre 7 appartient
a T(x).

Or, le nombre des éléments de T(x) est une proportion constante de |C|!.

(A4[=1t(an!

TR A,

La limite inférieure de |C|=!-f(C) n'est donc pas nulle, ce qui contredit
I'hypothese.
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