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Abstract. We are interested here in the characterization on a symbolic space, 
of invariant Gibbs measures as equilibrium measures. The first result in this 
topic was obtained by Lanford and Ruelle (see for example [6]). 

This problem involves different objects that can all be defined by using 
the only amenability of the translation group and the only continuity of the 
local specification. We therefore tried to state our theorems in this general 
frame. Among the elements of our proof, there is the use of the information 
gain introduced by H. F611mer [1] and some arguments similar to those of 
C.J. Preston in [5]. But the amenability techniques that we widely develop in 
[2], [4] and [7] are decisive tools for getting the result. 

The corresponding problem for subshifts is not considered in the present 
paper so symbolic spaces are product spaces. 

I. Pr61iminaires 

Nous rappelons quelques d6finitions et certains r6sultats de base sur les mesures 
de Gibbs et les groupes moyennables. 

Mesures de Gibbs 

Les objets que nous 6tudions dans cet article ont 6t6 introduits comme des 
modules simplifids de quelques probl6mes de m6canique statistique sur un 
r6seau. Les point ou sites du r6seau sont repr6sent6s par les 616ments d'un 
ensemble d6nombrable G. L'ensemble I des configurations possibles en un site 
donn6 est fini et cet ensemble est le m6me pour tous les sites. L'espace X des 
configurations est l'espace produit la ;  c'est un espace compact rn6trisable. 
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Notations. Soit S une pattie de G. Posons X s = l  s e t  notons is  l ' image d'une 
configuration ~ par la projection naturelle de X sur X s. 

Si S e t  T sont deux parties d'intersection vide, si c~ appartient ~t X se t  fi/~ 
X r, aft d6signe l 'unique 616ment de Xs~ T dont les projections sur X se t  X r sont 
~e t f i .  

Soit ~ un 616ment de X et A une partie finie de G. A(~) d6signe l 'ensemble 
des confgurat ions q ayant la m~me projection que ~ sur le compl6mentaire de A 

A(~) = {t/~X, t/6_ A = ~G-a}. 

D~finition. Une sp6cification locale ~ est une famille {ZCA} de fonctions continues 
strictement positives sur X, index6e par l 'ensemble des parties finies de G, qui 
v6rifie les relations de coh6rence 

nA,(~)=ua(~ )- ~ Ua.(t/) lorsque A' contient A. (1) 
~eA(~) 

On obtient comme cas particulier, en faisant A=A',  les relations de 
normalisation. 

A chaque fonction u A on associe la contraction positive 7: A sur l 'espace de 
Banach C(X) des fonctions r6elles continues sur X ainsi d6finie 

~ A ( f ) ( ~ )  = E X A ( r l ) ' f ( r l )  �9 

Des relations de coh6rence entre les fonctions zr A on d6duit les relations de 
commutat ion  entre les op6rateurs correspondants 

nA o 7~ A, = TeA, o 7~ A = 7~A, lorsque A'  c o n t i e n t  A. (2) 

On remarque en particulier que ces op6rateurs sont des projecteurs et que roe 
est l'identit6. 

DOfinition. On dit d'une probabilit6 de Radon, #, sur X que c'est une mesure de 
Gibbs pour la sp6cification z~ si, pour toute fonction continue f sur X et pour 
toute pattie finie A de G, on a #(f)=#(z~A(f)  ). 

L'ensemble convexe, faiblement compact  K a des mesures de probabilit6 sur 
X v6rifiant # o zc A = #  est l ' image par  le projecteur re* du convexe compact  de 
routes les probabilit6s sur X;  cet ensemble n'est donc pas vide. D'apr6s les 
relations de commutat ions (2), les K A ont la propri6t6 d'intersection finie non 
vide. L'ensemble ~(n) des mesures de Gibbs pour ~ n'est donc pas vide. C'est un 
convexe compact.  

Groupes moyennables 

La notion d'action moyennable permet de d6finir des valeurs moyennes lorsque 
le r6seau est homog6ne sous Faction d'un groupe g6om6trique; cette hypoth6se 
est raisonnable car elle permet de mod61iser la limite thermodynamique.  Pour 
simplifier l 'exposition des r6sultats, nous ne consid6rons que Faction d'un 
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groupe moyennable d6nombrable G par translations sur l'espace X = I  ~. On 
peut trouver dans [-2] la d6finition g6n6rale d'un r6seau moyennable; les 
r6sultats que nous montrons ici sont encore valables dans ce cadre. 

Les groupes moyennables peuvent Otre caract6ris6s par plusieurs propri6t6s 
6quivalentes. La propri6t6 la plus utile ici est celle de point fixe: toute action de 
G par hom6omorphismes affines sur un convexe compact d'un espace vectoriel 
topologique localement convexe laisse fixe au moins un point de ce convexe 
compact. 

E. Folner a d6montr6 un r6sultat essentiel: l'6quivalence entre la propri6t6 de 
point fixe et l'existence sur l'ensemble des parties finies du groupe d'un filtre 
particulier, le filtre moyennant. De mani6re plus pr6cise, il 6tablit que pour toute 
partie finie D du groupe G e t  pour tout r6el positif e, l'ensemble M(D, e) des 
parties invariantes g e pr6s par les 616ments de D est non vide. 

AeM(D,  e) <* I{x~A, Vd eDd x~A } l>  (1 - e). IAI. 

Les ensembles M(D, e) constituent une base du filtre moyennant 9J~. 
Le long du filtre moyennant, les valeurs moyennes de certaines fonctions 

d'ensembles convergent. On obtient en particulier le thdor6me suivant dont on 
peut trouver la d6monstration dans [7]. 

Th~or~me 0. Soit f une fonction gt valeurs r~elIes ddfinie sur l'ensemble des parties 
finies du groupe moyennable G v~rifiant les trois conditions suivantes 

a) f ( ~ 5 ) = 0  
b) f est invariante gt droite: pour toute partie finie A et tout Oldment a de G, 

f ( A a )  =f(A) 
c) f est complOtement sous-additive : pour route dOcomposition gt coefficients 

positifs, 1A = ~ 2  i �9 1Ai , o n  a l'inOgalitO f (A )  <= ~2i f (Ai) .  
Alors, la fonction de ~ ( G )  dans JR, A~IA[ -1  .f(A), admet une limite selon le 

filtre moyennant, dgale ~ sa borne inf~rieure. 

La condition de forte sous-additivit6 d) est plus forte que la condition c) de 
sous-additivit6 compl6te. 

d) pour tout couple (A,B) de parties finies de G, f ( A u B ) + f ( A c ~ B ) ~ ( A )  
+ f (S )  

Le r6sultat du th6or6me est donc vrai pour les fonctions fortement sous- 
additives invariantes fi droite; nous l'utilisons dans la suite. 

Translations sur X 

Dans la suite, le r6seau G est un groupe moyennable. A u n  616ment g du groupe 
on fait correspondre un hom6omorphisme de l'espace X de la fa~on suivante 

T.(~)o = ~o.. (3) 

Les 616ments de X sont des applications de G darts I. T~ est alors la translation 
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droite du graphe 

~a=i <=> Tg(~),g-l=i 

ce qui explique la ddfinition pr6c6dente. 
On obtient alors une repr6sentation de groupe G comme un groupe 

d'hom6omorphismes de X, que l'on appelle le groupe des translations. 

Pression d'une fonction continue 

Soit f une fonction continue sur X et A une partie finie du groupe G. On pose 

P( f  A)=Log ~ supexp~foT~(~) 
~cXA ~c [t/] a ~ A  

(4) 

off [t/] est l'ensemble de toutes les configurations ~ telles que ~A=tl. Les 
ensembles de ce type, qui sont/~ la fois ouverts et ferm6s dans X, sont appelds 
cylindres. 

La fonction A--+P(fA) est invariante /~ droite et compl6tement sous- 
additive, si bien que [AI-1. p(f, A) admet une limite selon le filtre moyennant ~l, 
d'apr6s le th6or6me 0. Ce nombre p(f) est appel6 la pression de la fonction 
continue f 

Entropie moyenne d'une probabilit6 invariante 

Soit # une mesure de probabilit6 sur X, invariante par translations. Les 
cylindres correspondants aux 616ments de X A constituent une partition de X; on 
note H(#, A) l'entropie de cette partition 

H(#, A)= ~ -#([ t / ] ) .  Log #([t/]). 
rl~X A 

La fonction A~H(#,A) est invariante /t droite et fortement sous-additive. 
On appelle alors entropie moyenne de la probabilit6 invariante p le hombre 
h(#), qui est la borne inf6rieure et la limite selon le filtre moyennant de 
IAI -~ .H(#,A). 

L'entropie moyenne h est une fonction semi-continue sup6rieurement sur le 
compact J//(X, G) des probabilitSs invariantes. 

Principe variationnel 

Le principe variationnel est le th6or6me d'apr6s lequel la pression p(f) d'une 
fonction continue f est la borne sup6rieure des sommes h(#)+l~(f) off I~ d6crit 
l'ensemble des probabilit6s invariantes sur X. 

La nature particuli6re du syst6me dynamique (X, G) permet les d6finitions 
simplifi6es que nous donnons de la pression et de l'entropie moyenne. Les 
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cylindres en e constituent tout / t  la fois un recouvrement ouvert et une partition; 
ce recouvrement est sdparateur et, pour toute probabilit6 invariante, cette 
partition est un g4n6rateur au sens des systhmes dynamiques abstraits. 

Dans le cadre g6n6ral d'un groupe moyennable d'hom6omorphismes d'un 
espace compact, les d4finitions sont plus compliqu6es; il est cependant possible 
de d6montrer le principe variationnel [3J. 

Nous d6montrons le principe variationnel dans le cas particulier qui nous 
inthresse ici, au d4but de la pattie III. 

On appelle mesures d'6quilibre pour f les probabilit4s qui v6rifient 

h(#)+#(f)=p(f). 

Dans le cas des espaces symboliques, il y a toujours des mesures d'6quilibre, 
puisque la fonction s.c.s. # ~ h ( # ) + # ( f )  atteint son maximum sur Jg(X,G). 

Dans la partie II, nous forgeons des outils utiles fi la d6monstration du 
r6sultat principal: 

Etant donn6e une sp6cification locale invariante rr, les mesures de Gibbs 
pour To, invariantes par translations, sont exactement les mesures d'6quilibre 
pour une certaine fonction continue construite/t partir de re. 

II. Quelques r~sultats asymptotiques 
sur les sp6cifications locales invariantes 

Rappelons que nous consid6rons un espace X = I  G, off I est un ensemble fini et 
G u n  groupe moyennable qui agit sur X par les homdomorphismes que nous 
appelons translations. 

DOfinition. Une sp6cification locale ~ est dite invariante si, pour tout 616merit g 
de G e t  toute partie A de G, on a l'6galit6 des fonctions rc A ~-~r~Ag-l~ Tg, c'est-~t- 
dire que le nombre rCA(~) est invariant si l 'on applique simultandment la 
translation h droite par g 1/t la partie A e t  l 'hom6omorphisme Tg/t 4. 

Pour de telles sp6cifications, les mesures de Gibbs ne sont pas 
n6cessairement invariantes; mais Faction affine de G par dualit6 conserve le 
convexe des mesures de Gibbs (r de sorte qu'il existe des mesures de Gibbs 
invariantes puisque le groupe est moyennable. 

Energie moyenne pour une sp6cification locale invariante 

Soit ~ une sp6cification locale invariante. Pour une partie finie A de G, on 
d6finit la fonction U(A, .) qui repr6sente l'6nergie dans la partie A de la fagon 
suivante (la sp6cification ne s t  sous-entendue) 

U(A, ~) = Log rc A(~)- I A(~)[- ~ ~ Log rc A (t/). (5) 
rleA(~) 
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On appelle habituellement fonctions de partition les hombres Z(A) ainsi 
d6finis (off, une lois encore, la sp6cification rc est sous-entendue) 

Z(A) = ~ sup exp U(A, 3). (6) 
~EXA ~e[r/] 

C'est la normalisation additive dans la d6finition de U(A,.) i~ partir de 
Log rc A qui rend possible les r6sultats asymptotiques qui font l'objet de cette 
seconde partie 

2 U(A, r/) = 0. (7) 
r/eA(~) 

Lorsque A est une partie finie de G et a un 616ment de G n'appartenant pas h 
A, on note I , (A, ' )  l 'accroissement de l'6nergie 

Ia(A, 4)= U (A wa, 4 ) -  U (A, 4). (8) 

La proposition suivante est un rdsultat important, qui permet la localisation 
de l'6nergie. 

Proposition 1. La fonction (A, ~)-~ I,(A, 4) est uniformdment continue, la structure 
uniforme ~tant le produit de l'unique structure uniforme sur l'espace compact X par 
la structure induite sur l'ensemble des parties finies de G \ a par celle du compact 
N ( G \ a ) .  

Ddmonstration. Par d6finition des fonctions U, on a 

U(A, ~) = -IA(~)1-1 2 Log rCA( q - ~G,~A)-- Log na(~ ) 
tl~X A 

U(Awa, 4) = - [ I I -  ~lA(~)l-a Y', ~ Log 7ZAua(O$" ~" ~G-.A,Ja) -- Log naua(~) 
o~Xa tl~X A 

d'ofi une expression de Ia(A, 3) par diffSrence. 
En utilisant quatre lois les relations de coh6rence (1), on obtient 

~A~o(~" ~ ~ .  A~a) = "o(~" ~" ~ - ~o) '  ~ ~o( /~"  '"  ~ -  a~o) 
~ X  A 

~Awa(~)=~A(  ~)" 2 TCAua((D" ~G".A) 
~OeX A 

7~Awa(~l" ~G'..A)=TCa(tl " ~G\A)" Z 7~Aua (~ ' t l"  ~G'-.Aua) 
f l~X~ 

~Aua(n" ~G'-.A)= TeA(n" eG'..A)" Z TCAwa((J)" ~G\A) 
cOe X A 

puis, par un quotient appropri6 

~A.~(z" ~" ~G--A.a)__~A(tl ' ~G--A) ~o(Z" ~" ~G-A~o) 
)ZA.a(~) ~A(~) =a(V] " ~G\A) 

On en d6duit une expression de la fonction Io(A, .) it l'aide de la fonction n a. 

X-~ . ~a(O~'t] " ~G\A~a) 
I~(A ,~)=-I I I  -~" ~ IA(~)I -~ 2, ~og - - - - -  . 

o~eXa rI~X A T('a(tl" ~G".A) 
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I1 suffit alors, pour conclure, de montrer que si f est une fonction continue 
sur X, la fonction de deux variables (A, ~)--*f(A, ~) est uniform6ment continue au 
sens de l'6nonc6 

f(A,~)=IA(~)1-1 ~ f(tl'~G-.A) 
rl~X A 

et d'appliquer ce r6sultat ~t l'ensemble fini des fonctions f~, off ~ appartient ~t X.  

f~(~) = Log 7"ga(~ " ~G\ a) - -  Log n,(~) 

Ceci provient de l'uniforme continuit6 d e f s u r  X; il est facile de v6rifier que 
si B e s t  une partie finie de G telle que ~ B = ~ ] f ( ~ ) - f ( ~ ' ) [ < e  et si les parties 
finies A et A' v6rifient A~B =A'~B on a If(A, ~ ) - f (A ' ,  ~)[ <2e. C.Q.F.D. 

I1 est donc possible et d'une mani~re unique d'6tendre la fonction 16 en une 
fonction continue, encore not6e Ia, sur le produit ~ ( G \ a ) •  X. L'invariance de 
la sp6cification conduit/~ la relation 

I,(A, ~)=I,g_~ (Ag -1, Tg(~)). (9) 

Nous sommes ~t la recherche d'une fonction continue ~0 sur X telle que les 
fonctions [A[-1. U(A, .) et [A[-1 ~ p o Ta soient asymptotiquement les mames. I1 

a~A 
est possible de construire q0/t partir de l'accroissement I e de l'6nergie, off e est 
l'616ment neutre du groupe G, en utilisant les ordres totaux sur G. 

Rappelons, sans d6monstration, quelques r6sultats sur l'ensemble T des 
ordres totaux sur un groupe moyennable G. On pourra, par exemple, trouver les 
d6tails dans [-4]. 

L'ensemble T des ordres totaux sur G peut atre muni d'une topologie 
d'espace compact m6trisable (puisque G est d6nombrable) sur lequel G agit par 
des homdomorphismes, les translations h droite. Comme dans le cas de l'espace 
symbolique X, on effectue les translations sur les graphes. 

On d6signe par a~ l'ensemble des 616ments du groupe G strictement 
ant6rieurs ~t l'616ment a dans l'ordre z. Si P est une probabilit6 de Radon sur T, 
invariante par translations, la formute suivante d6finit une fonction continue sur 
T. 

gOp(~) = ~ Ie(e;, ~) dP(~). (10) 
T 

Ceci r6sulte de la continuit6 de I e sur le produit ~(G \ e) x X et de la continuit6 
de l'application de Tdans  ~(G'- .  e), z--*e~-. 

L'invariance h droite de P et la relation (9) conduisent 

goe o T~(~)= ~ Ie(e~-, T~(~))dP(z)= ~ I,(e~ .a, ~)dP(z) 
T T 

=- S Ia(a~- ,  ~) d P ( ~ ) .  (1l) 
r 

Remarque. I1 n'est pas possible d'obtenir n'importe quelle fonction continue sur 
X de cette fagon ~t partir d'une sp6cification locale invariante. 

Le th6or6me suivant est un premier r6sultat asymptotique. 
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Th6or6me 1. Soit P une probabilitO invariante sur Tet  r la fonction continue sur 
X dkfinie par la formule (10) d partir de P et de la fonction Ie, accroissement de 
l'Onergie. La fonction continue IA]-1 .(U(A, " ) - ~  goeo Ta) tend uniformdment vers 
0 selon Iefiltre moyennant, a~A 

D~monstration. En consid6rant la trace d'un ordre total z sur la partie finie A de 
G, et en convenant que U ( ~ ,  ") est la fonction nulle, on obtient 

U(A. 4)= ~ Ia(Ana~-, 4) 
a ~A  

et l'on peut int6grer cette 6galit6 pour la probabilit6 P, ce qui donne 

U(A, ~)= ~ S I , (A~a[ ,  ~)dP(v). 
a E A  T 

En utilisant l 'uniforme continuit6 de I e et la relation (9), on peut trouver 
pour chaque r6el positif ~ une partie finie F de G telle que 

[I~(A~a[, 4 ) -  Ia(a~-, ~)] <e  

d6s que A contient Fa. 
D'ofl la majoration 

[[AI 1. U ( A , ' ) -  ~ ~oeoT, l<e+2[A] -1. [[Ie][ .[{a~A, FaCA}[. 
a ~ A  

La norme uniforme de la fonction consid6r6e est done inf6rieure ~t 3 ~ dbs que 
A appartient h M(Fwe, ~/[I/~11), Ceci ach6ve la d6monstration du th6or6me. 

On d6duit du th6or6me 1 que IAI- ~ #(U(A,-)) admet une limite selon le filtre 
moyennant  lorsque # est une probabilit6 sur X invariante par les translations. 
Cette limite est 6gale h #(~Pe); ce nombre ne d6pend donc pas de la probabilit6 
choisie sur l'espace des ordres totaux. On appelle 6nergie moyenne de la 
probabilit6/~ et on note e(#) cette grandeur (une fois encore, la sp6cification est 
sous-entendue dans cette notation). 

Les r6sultats asymptotiques dont nous avons besoin sont des corollaires du 
th6orbme 1 et de la proposition suivante, qui est montr6e dans I-2] (p. 30, 
"technical lemma"). 

Proposition 2. Soit f une fonction continue sur X = I  e, off le groupe G est 
moyennable; la valeur moyenne IAI l " ~ f ~  d@end essentiellement des 

a ~ A  

coordonnkes dans A lorsque la partie finie A devient arbitrairement moyennante, 
c'est-d-dire que I'on a 

lim sup IA[ - ~ . I X f o T . ( ~ ) -  ~foT.(~)l--0. 
~ j ~  ~ A  -- CA a E A  a e A  

Ddmonstration. Puisque f est uniform6ment continue, pour tout r6el positif e i l  
existe une partie finie F de G telle que ~ e = ~ v ~ [ f ( ~ ) - f ( ~ ) [  <e. On en d6duit iv,  
= ffF,~lfo T~(~)-fo T,(~)[ <e. Ceci permet de majorer l'expression 

Ihl - a .  sup 1~ (foT.(~)-foT.(~))l  
~A  = ~A a ~ A  
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p a r  

e+21A1-1" I[fll 'l{a~A, f a C A } l  

ce qui est inf6rieur/t 3e d6s que A appartient ~t M(F, E/llfll). C.Q.F.D. 

On d6duit imm6diatement du th6or6me 1 et de la proposition 2 un corollaire 
d'apr6s lequel l'6nergie moyenne dans une partie finie d6pend essentiellement 
des coordonn6es dans cette partie. 

Corollaire 1. lim( sup IAI- 1. I U(A, 4 ) -  U(A, ~)l) =0.  

On utilise le contr61e des variations de U(A, .) et de ~ p p  o T, pour contr61er 
celles de logarithmes de sommes d'exponentielles dans les deux corollaires qui 
suivent. 

Corollaire 2. lim(lA1-1 -sup(lLogZ(A)--Log ~ exp U(A, t/)l))=0. 

Corollaire 3. lim(]A[ -1- [ L o g Z ( A ) - L o g  ~ s u p e x p ( ~  g0eo T,(~)])=0. 
~Jl t]eX A ~[r/] a c A  

On d6duit simplement des deux corollaires pr6c6dents le corollaire qui suit 

Corollaire 4. lim(lAI- 1. Log Z(A)) =P(q)v). 

On remarque au passage que la pression de ~o e n e  d6pend pas de la 
probabilit6 invariante P sur les ordres totaux que l'on a choisi pour construire 
une fonction continue fi partir de la fonction I e. 

Gain d'information moyen relativement 
une sp6cification locale invariantc 

Soit ~ une sp6cification locale invariante et vun e  mesure de Gibbs pour ~. Soit 
A une partie finie de G et t/ un 616ment de X A. Puisque v est une mesure de 
Gibbs pour rc, on a V([q])=V(rCA(I[ql)); or, la fonction 7Ca(l[n]) est  strictement 
positive; donc, la mesure de Gibbs v donne au cylindre [q] une masse stricte- 
ment positive, ce qui permet la d6finition qui suit. 

DOfinition. Etant donn6es une probabilit6 # sur X et une partie finie A de G, on 
appelle gain d'information de # relativement fi la mesure de Gibbs v dans A et 
on note IA( #, V) le nombre 

. . . . .  ~ ( [ ~ ] )  
IA(t~, v)= ~ # t l _ t / A ) . L o g ~ .  

rl~X A 

De la concavit6 du logarithme, on d6duit que IA(#,V ) est une fonction 
croissante de la partie finie A. 

De la stricte concavit6 du logarithme, on d6duit que le nombre positif 
IA(I~,V) est nul si et seulement si les projections sur X A des mesures # et v 
coincident. 
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D'autre part, il est clair que si les deux probabilitds sont invariantes par les 
translations, la fonction IA(#, V) de A est invariante/~ droite. 

Le th6or6me suivant est essentiel ~t notre d6monstration; c'est une relation 
asymptotique entre les objets d6finis ~ l'aide de la sp6cification locale invariante 
et le gain d'information relativement/l une mesure de Gibbs pour n. 

Th6or~me 2. Soit n une specification locale invariante, # une probabilitd sur X, v 
une mesure de Gibbs pour re. Soit A (A) l'expression suivante 

A (A) = IA1-1. (Log Z(A) - (U(A,  "))-H(#, A)--Ia(#, v)) 

A (A) tend vers 0 selon le filtre moyennant. 

D4monstration. Calculons A (A) en faisant intervenir les cylindres correspondant 
aux 616ments de X A 

A(A) = IAI- 1. ~ #([~/]). I L o g Z ( A ) _  1/#([t/]) 
tlEX A 

v([@ 
�9 r !U (A, r d#(r + L o g # ( [ , ] ) +  Log g ( ~ } .  

Puisque 1/#([~/]). S U(A, 4)d#(~) est une valeur moyenne sur un cylindre, on 

peut majorer A (A) en valeur absolue par 

[A1-1. sup sup ILogZ(A)+Logv([ t l]) -  U(A, 4)1. 
; '~X A #e[q] 

En utilisant le corollaire 2, il reste ~t montrer pour conclure que l'expression 
suivante a une limite nulle selon le filtre moyennant. 

]A[-1- sup suplLog ~ exp U(A, O -  U(A, ~)+Logv([ , ] ) [ .  
qeXA ~[r/] (eA(~) 

Puisque ves t  une mesure de Gibbs, la masse d'un cylindre peut se calculer 
ainsi 

V ([/I1) : ST~A (~" ~ G \  A) dv(~) .  

La relation de normalisation, consdquence de (1), permet de retrouver ua(~) h 
partir de l'6nergie U(A, ~). 

rCA(~)=ex p U(A, 4)/ ~ exp U(A, O. 
~EA(O 

On obtient alors 

sup [Log v([ t / ] ) -  Log 7~A(~) ] ~ sup [Log Z~A(~ ) -  Log ~A(()[ 
~e[~] ~A = L4 

que l'on peut encore majorer, en regardant s6par6ment num6rateurs et ce  
d6nominateurs, par 

2 sup I U(A, 4 ) -  U(A, 01. 



Mesures de Gibbs invariantes et mesures d'equilibre 21 

On ach6ve la d6monstration du th6or6me 2 en utilisant le corollaire 1. 
De tous ces r6sultats, on d6duit l'6nonc6 suivant. 

Proposition 3. Soit ~z une sp&ification locale invariante, v une mesure de Gibbs 
invariante pour re,# une probabilitd invariante sur X .  La moyenne du gain 
d'information IA[ a ' I  a(#,V) admet une limite selon le filtre moyennant, qui est 
Ogale fi la diffOrence p(qoe)-#(q)p) -h(#) ;  ce nombre est donc ind@endant de la 
probabiIitd P sur T e t  de la mesure de Gibbs invariante v. On le note i(#, z 0 et on 
l'appelle gain d'information moyen de la mesure invariante # par rapport 5 la 
spOcification locale invariante re. 

La ddmonstration est imm6diate. 

III. Le r~sultat principal 

Puisque le gain d'information moyen est positif ou nul et qu'il est nul pour les 
mesures de Gibbs invariantes, on d6duit de la proposition 3 le principe varia- 
tionnel pour la fonction continue q)e. On en conclut aussi que les mesures de 
Gibbs invariantes pour n sont des mesures d'6quilibre pour ~o~. I1 reste 
montrer que ce sont les seules; c'est l'objet du th6or6me suivant. 

Th6or~me 3. Une mesure d'~quilibre # pour une spOcification locale re, c'est-gl-dire 
une probabilit~ invariante v~rifiant i(#, ~)=0,  est une mesure de Gibbs pour To. 

DOmonstration. Elle se compose de trois arguments essentiels que nous distin- 
gons sous la forme de lemmes. 

1) On 6tablit d'abord une caractdrisation de la propri6t6 de Gibbs/~ l'aide de 
l'entropie conditionnelle, le principe variationnel local. 

2) On montre ensuite que les nombres intervenant dans le lemme pr6c6dent 
sont les limites des accroissements du gain d'information. 

3) Un r6sultat de pure th6orie des groupes permet enfin d'obtenir des 
propri6t6s locales ~ partir de propri6t6s moyennes. 

Lemme 1. Une mesure de probabilit~ # sur X v~rifie # o n A =  # si et seulement si 
- # (Log  Ua) -- Hu (AIG \ A) = O. 

DOmonstration. Si l'on d6signe par #a(q, ~) une version mesurable de la probabi- 
lit6 conditionnelle de q dans X A 6tant donn6 ~ dans X G ,  A, on peut 6crire 
l'entropie conditionnelle et l'int6grale de Log ~A ~ l'aide de la mesure image p 
s u r  X G \  A. 

H ~ , ( A I G \ A ) =  S ~ - # a ( q ,  ~) 'Log#A(q,  Odfi(~) (12) 
XG \ A  rI~XA 

# (L~  S [ ~ L~ (13) 
Xc, \A  r/~XA 

L'expression qui nous int6resse est donc 6gale /~ l'int6grale d'un gain 
d'information 

- #(Log 7ca)- Hu(AIG \ A) = x j . .  ~ [ ~" #A(th ~)" Lo #A(r/' () ] dfi((). 
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Elle est donc  posit ive ou nulle; elle n 'est  nulle que si les vecteurs de probabi l i t6  
#A(r/, ~) et rcA(t / . ~) coincident pour  ~-presque tout  ~. I1 est alors clair que si rc A est 
une version de la probabil i t6  conditionnelle,  on a #o~ A = # .  

L e m m e  2. Etant donndes une mesure de probabilitO # et une mesure de Gibbs v 
pour la spdcification locale rc, l'accroissement du gain d'information IA~B(#,V ) 
--IB( #, V) admet une limite lorsque la partie B de G \ A  tend vers G \ A ,  et cette 
limite est 6gale it - #(Log~a)  - Hu(AIG \ A). 

Ddmonstration. Un calcul s imple de l ' accroissement  de gain d ' in format ion  
condui t  it 

I A~(#,  V) -- IB( #, V) = -- Hu(AIB) - # (Log 
v(F~.AuB-I ) 

\ 

Puisque v est une mesure  de Gibbs  pour  re, le logar i thme it int6grer converge 
un i fo rm6ment  vers Logzc A lorsque B tend vers G \ A ;  il est d 'au t re  par t  bien 
connu  que l 'entropie  condit ionnel le  Hu(AIB ) tend vers H u ( A I G \ A  ). D'ofi  le 
r6sultat  annonc6. 

D 'apr6s  les deux lemmes  pr6c6dents, une mesure  de probabil i t6  # est de 
Gibbs  pour  la sp6cification locale ~ si et seulement  si, pour  toute  par t ie  finie A 
de G, la limite lorsque la pa t t ie  finie B tend vers G \ A  de l 'accroissement  du 
gain d ' in fo rmat ion  IAuB([2, V)--IB(#, V), qui existe toujours,  est nulle. 

Rdsumons  ce que nous savons sur la fonct ion A ~ IA(#, v) lorsque # est une 
mesure  d '6quil ibre pour  Cpe et v une mesure  de Gibbs  invar iante  pour  re. 

i) Cette fonct ion est croissante, invar iante  it droite, et p rend  la valeur  0 en 

ii) La  valeur  m o y e n n e  IA[-1.  IA(#, v) tend vers 0 selon le filtre moyennant .  
iii) Pour  toute  pat t ie  finie A, l ' accroissement  IAuB--I  A admet  une limite 

quand  B tend vers G \ A. 

Pour  conclure,  nous  voulons  mon t r e r  que ces limites sont nulles. Par  une 
t r ans fo rmat ion  de M6bius,  la propridt6 iii) est 6quivalente it l 'existence d 'une 
limite, pour  toute  couple (a, A) oti a appar t i en t  it A, lorsque B tend vers G \ A, 
pour  l ' accroissement  I a ~ B - I  B. Sices  limites sont nulles, on obt ient  par  s o m m a -  
t ion le r6sultat. 

I1 suffit donc, pour  aboutir ,  d ' appl iquer  le l emme suivant.  

L e m m e  3. Soit f une fonction croissante, invariante it droite, nulle en f25, sur 
l'ensemble des parties finies d'un groupe moyennable G; on suppose de plus que la 
valeur moyenne IA I - I . f (A )  tend vers 0 selon le filtre moyennant. 

Alors, pour tout couple (a, A) o~, a appartient it A, Ia limite inf6rieure, quand B 
tend vers G \ A, de l'accroissement f (au B ) - f  (B) tend vers O. 

DOmonstration. Raisonnons  par  cont rapos i t ion  et supposons  que la limite 
infdrieure de f ( a u B ) - f ( B )  ne soit pas nulle. I1 existe donc  un r6el s t r ic tement  
posit if  e et une part ie  finie A' de G \ A tels que, pour  toute  par t ie  B de G \ A 
contenent  A', on ait 

f ( a u B ) - f ( B ) > = e  
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Ddsignons  pa r  C' l ' ensemble  des 616ments x d 'une  par t ie  finie C du  g roupe  G 
tels que (AwA').a -1 .x soit  con tenu  dans  C. Le r a p p o r t  des ca rd inaux  IC'[/IC[ 
tend  vers 1 selon le filtre moyennan t .  

E tan t  donn6 un o rd re  to ta l  z sur  C, on peut  d6compose r  f(C) de la faqon 
suivante  

f ( C ) =  ~ f(xwx~-)-f(x~-) 
x~C  

En faisant  la s o m m e  de ces expressions pour  t o u s l e s  ordres  to taux  sur C et en 
divisant  pa r  leur n o m b r e  I cI !, on obt ien t  la m i n o r a t i o n  de f(C) suivante.  

f(C)> ~ 1/ICl! ~ f(xtJx~-)-f(x~-) 
xeC" re T(x)  

off, lorsque  x appa r t i en t  ~t C', T(x) d6signe l ' ensemble  des ordres  to taux  sur C 
tels que, pour  tout  616ment b de A, b . a - 1 . x  soi t  supdrieur  fi x, et, pour  tou t  
616ment c de A', x soit  sup6rieur  fi c.  a - 1 .  x. L ' in6gali t6 est une cons6quence de 
la  croissance de f 

D e  l ' i nva r i ance / t  dro i te  d e f o n  dddui t  f(xuxU) -f(x~-) =f(auB)-f(B),  off B 
= x~- �9 x -  1. a Cet  accro issement  est donc  minor6 par  e q u a n d  l ' o rd re  ~ a ppa r t i e n t  
fi T(x). 

Or, le n o m b r e  des 616ments de T(x) est une p r o p o r t i o n  cons tan te  de I Cl!.  

IT(x)l = l C l !  
( I A I -  1) ! (IA'l) ! 

(IAI + IA'I) ! 

L a  l imite  inf6rieure de ICI-I.f(C) n'est  donc  pas  nulle, ce qui  cont red i t  
l 'hypoth6se.  
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