C. R. Acad. Sc. Paris, t. 287 (2 octobre 1978) Série A — 557

THEORIE ERGODIQUE. — Une nouvelle démonstration du théoréme
de E. Fglner. Note (*) de Jean Moulin-Ollagnier et Didier Pinchon, transmise
par M. Robert Fortet.

Pour un groupe dénombrable possédant la propriété de point fixe, le théoréme de Erling Fglner (') assure
I'existence d’un filtre moyennant sur ’ensemble des parties finies du groupe. L’étude d’une action
particuliére de ce groupe, les translations & droite sur I'espace de ses ordres totaux, fournit une
démonstration nouvelle de ce résultat.

For a countable group with the fixed point property, a theorem due to Erling Fg Iner shows that there exists a
ameaning filter on the set of fimite parts of the group.  Properties of a particular action of the group, right
translations on the space of all total orders, lead to a new. proof of this result.

I. LE FILTRE MOYENNANT. — Soit G un groupe dénombrable et # (G) 'ensemble de ses
parties finies. Soit D dans & (G); on mesure le défaut de D-invariance des éléments de Z (G)
par la fonction myp :

mp(A)=|{xeA, (3deD), dx¢A}|,

ol la notation | . | désigne le cardinal d’un ensemble fini.
Soit £ un réel strictement positif; on pose

M(D, ¢)={Ae Z (G), mp(A)<e|A|}.

Si, pour tout D de # (G) et € positif, les ensembles M (D, €) sont non vides, ils constituent une
base d’un filtre sur % (G), appelé filtre moyennant de G. Etablir I’existence du filtre
moyennant consiste donc & montrer que toutes les fonctions mp, vérifient :

inf |A|™".mp(A)=0.

Ae#F(G)

Les fonctions my, vérifient les propriétés suivantes :

(a) mp(D)=0; o

(b) VAeZ (G)), (VaeQ), my(A a)=mp(A) (invariance par translations a droite);

(c) VAeZ (G), (YBeZ(Q)), mp (A U B)+mp (A N B)Smp(A)+ mp(B) (forte sous-
additivité); . :

(d AK>0), (VAeZ(Q)), (Vae G), mp(Ava)—mp(A)Z —K (les accroissements €lé-
mentaires sont bornés inférieurement).

On désigne par € le cone des fonctions réelles sur # (G) vérifiant les quatre propriétés

précédentes.

Pour un élément f de €, on note g(f) le nombre inf |A|‘l .f(A). La fonctionnelle g
Ae¥F(G)

sur & est croissante, sur-additive et positivement homogene.

PROPOSITION. — Si g est sous-additive, le filtre moyennant existe.

Démonstration. — On vérifie mp = dzbm{d} et donc, si g est sous-additive
€

q(mp)<q(Y m)< Y, 4(myg)-
deD deD
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Pour achever la démonstration, montrons que, pour tout d de G, g (m4)=0.Soit H le sous-
groupe engendré par d. Si H est fini, m{d,(H)=0. Sinon, pour A,={e,d, ... ,d""'},ona
|A,| 7t .my(A)=1/n.

Toute la combinatoire du probléme se réduit donc & montrer la sous-additivité de la
fonctionnelle ¢ sur %. Lorsque le groupe G posséde la propriété de point fixe, cette sous-

additivit¢ résulte de I'identification de g avec une borne supérieure de formes linéaires. C’est
I’objet de la partic suivante.

II. SYSTEME DYNAMIQUE DES ORDRES TOTAUX. — Soit G un groupe dénombrable et T
I’ensemble des ordres totaux sur G. Si F est une partie finie de G et ¢ un ordre total sur F, on
désigne par O (F, t) le sous-ensemble de T des ordres totaux dont la restriction a F est t. Ces
ensembles forment sur T une base de topologie. Muni de cette topologie, T est un espace
compact métrisable.

Soit b une bijection de G. On note encore b I’homéomorphisme de T obtenu de la fagon
suivante : si t est un ordre total sur G, b(t) est 'ordre total défini par b(x)b(t)b(y)<>x1y.

On vérifie qu'il existe sur T une probabilité et une seule, invariante par toutes les
bijections. Elle est enti¢rement déterminée par sa valeur sur les O (F, 1); n(O(F, 1)) =1/ | F | !
En particulier, G agit sur T par translation a droite et mest une probabilité G-invariante. On
désigne par .# (T, G) I'ensemble convexe faiblement compact des formes linéaires positives
G-invariantes, de masse totale 1, sur I’espace de Banach B(T) des fonctions bornées sur T.

A chaque élément f du cone % défini dans la premiére partie, correspond une famille
particuliére de fonctions bornées sur T. Soit fun élément de € et a un élément du groupe G;
on pose

fu(A)=f(Aua)—f(a) pour AeZ(G).

La forte sous-additivité de fentraine que f, est une fonction décroissante de la partie finie A
pour I'inclusion. Le prolongement de f, par monotonie a toutes les parties de G est encore
noté f,. On définit alors la fonction bornée ¢, sur T par @.(1)=f,(a;), ou a; désigne
I’ensemble des éléments de G strictement inférieurs a a pour l'ordre .

Il est facile de vérifier, & cause de I'invariance & droite de fque @, =@ od” ! oua!désigne
la translation a droite dans T par 'élément a™' de G.

THEOREME 1. — Soit { dans € et @, la fonction associée sur T. On a

q(f)= inf [|A|7" .sup (¥ @cog™' (D).

AeF(G) teT geA

Démonstration. — Soit A une partie finie de G; montrons que

S (A)=sup (Y @,(1).

1eT geA
Soit T un ordre total et gy, . . ., go(n=|A|) les éléments de A rangés par ordre croissant. Il
vient
Y 0, (0)=1, (g7)+ . . . + £, (gm)-
geA
é./m(o)'*.t;/:({.ql ;)+ LIS +jg.({glv o0 ¢y gn—l})=f(A)

et I'égalité est obtenue si T est un ordre total dont les premiers éléments sont les éléments de A.
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THEOREME 2. — Avec les notations du théoréme précédent, si G posséde la propriété de point
fixe, on a

sup p(9.)=4q(f).

neH(T.G)

Démonstration. — 11 résulte directement du théoréme 1 I'inégalité¢ sup p(o.)=q(f).
: . . neH(T,G)
Soit E le sous-espace G-invariant de B(T) engendré par ¢, c’est-a-dire I'ensemble des

combinaisons linéaires des (@, a€G). Soit p une forme linéaire G-invariante sur E,
vérifiant :

(1) (YVeEy), n)=sup¥(1).

teT

Par le théoréme de Hahn-Banach, elle peut étre prolongée a B(T) tout entier. Un
prolongement p de p vérifie :

VyeB(T), n)<supV(n),

1eT

ce qui est équivalent a dire que E est une forme linéaire positive de masse 1 sur B(T).
L’ensemble de ces prolongements est un convexe compact sur lequel G agit comme un
groupe de transformations affines continues. Iy a donc un point fixe : c’est dire que p admet
an prolongement dans .# (T, G).
On définit alors la forme linéaire p sur E; par

(50 (£) 00

Cette torme linéaire est clairement G-invariante. Puisque p (¢.)=q(f), il suffit, pour achever
la démonstration, d’établir que p vérifie (1).
En séparant les coefficients positifs des coefficients négatifs, il s’agit de montrer
i=k

j=1 i=k j=1
slip\l/= sgp(é‘,1 o Py — .; B <Pb,)%<‘=zl o — ';1 B,-).q(f).

avec

0Sa; 0,5 ... S0y et 0<B;<B,<...Sh:
En effectuant une transformation d’Abel, il vient
i=n i=n )
=0y Z @+ (2 —0y) Z (% PR + (0 — Otk — 1) Pg
i=1 i=2

j=1
+511=Zl(—(0b,)+ o (Br—Bi-1) (— Pp)-
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En choisissant un ordre total t pour lequel a, <a;-; < ...<a;<b; <b,<...<b et pour
tout autre élément a, a, <a<b, on peut réaliser simultanément le maximum dc toutes les
sommes. On en déduit

Sl_lrp\l"’:“xf({alv Cee ak})+(a2—al)f({a2' cee an})"' e -+(°tu—°lk—1)f({ak})

+B1g({by, ...+ ... +(Bi—PBi-1)g({b}).

ot I'élément g du cone € est défini par g (A)=sup { f (B)— f(A U B), Be #(G—A) }.D'otlla
minoration de sup \ :

s‘;P‘Jr’é‘I(f)-(kal+(k‘1)(°‘z—°‘1)+ coe (=)
+q(g) . UB+U=1)(B2—=P)+ . .. +(Bi—Bi-1)),
ce qui s’écrit encore

sgp‘llz(aﬁ coot o) g (Bt B (9)

Le lemme suivant permet alors d’achever la démonstration du théoréme 2.
LEMME. — Soit f appartenant a € et g la fonction sur F (G) définie par
g(A)=sup{f (B)— f(AUB), Be # (G-A)}.

La fonction g appartient aussi au cone € et vérifie q(g)= —q(f).

(*) Séance du 10 juillet 1978.
(*) E. FOLNER, Math. Scand., 3, 1955, p. 243-254.
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