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Introduction

Kieffer a réussi a généraliser & tout groupe moyennable la notion d’entropie
moyenne en utilisant la forte sous-additivit¢ de 'entropie [1,3]. Pour un groupe
dénombrable, la moyennabilité est la propriété qui permet d’attribuer une valeur
moyenne aux fonctions invariantes fortement sous-additives définies sur les
parties finies de ce groupe. On est conduit pour attribuer une valeur moyenne
aux fonctions invariantes faiblement sous-additives 4 la notion a priori plus
restrictive de groupe pavable. De telles fonctions interviennent, par exemple,
dans I'une des définitions équivalentes de la pression données par Walters [7].
Cette étude est 'objet de la premiére partie. Une définition fonctionnelle des
pavés est donnée et on montre I'équivalence avec une définition géométrique.

Une démonstration générale du principe variationnel a été donnée par
Walters [7] pour laction de Z* sur un espace métrique compact. Une
généralisation de ce résultat & Z*" a ¢té obtenue par Misiurewicz [5]: dans sa
démonstration directe trés ¢légante il utilise d’'une maniére décisive la possibilité
de paver Z™" par des parallélépipédes. Dans une deuxiéme partie nous
généralisons sa démonstration a des groupes pavables. Nous sommes amenés &
exiger des pavés une propriété supplémentaire a leur simple définition, fonction-
nelle ou géométrique. Cette propricté de pavé fort apparait dans larticle de
Ornstein et Weiss sur le théoréme de Rochlin-Kakutani [6].

1. Groupes pavables

Soit G un groupe dénombrable, F(G) I'ensemble des parties finies de G. Soit D
une partie finie de G et ¢ un nombre positif. M(D, &) désigne le sous-ensemble de
F(G) des parties finies A, ‘invariantes par les translations a gauche par les
éléments de D a ¢ prés:

AeM(D,g) si |{xeAd, VdeD, dxcA}|/|A|=1—¢

ou la notation |-| désigne le cardinal.
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Définition. Si tous les M(D,¢) sont non vides, on dit que le groupe G est
moyennable. Les M(D,¢) forment alors la base d’un filtre M sur F(G) appelé
filtre moyennant.

Remarque. D’aprés les résultats de Folner [2], cette propriété est équivalente a
I'existence d’une moyenne invariante & gauche sur les fonctions bornées sur G.

Soit C le cdne des fonctions f de F(G) dans R ™" vérifiant

f@)=0,

YaeG, YAeF(G), f(A)=f(Aa) (invariance a droite),

VA,BeF(G), f(AUB)+f(AnB)<f(A)+f(B) (sous-additivite forte),
VA,Bel(G), AcB=f(A)<f(B) (croissance).

On appelle p la fonctionnelle sur-additive, positivement homogéne, croissante
définie sur C par

p(f)=inf{|4]7' f(4), AeF(G)~@}.

Les groupes moyennables permeitent d’attribuer une «valeur moyenne» aux
fonctions de C.

Théoréme. Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit f une fonction de C.
Alors la limite de |A|=" f(A) selon le filtre moyennant M existe et est égale a p(f).

Une démonstration de ce théoréme est donnée dans "appendice A. On peut
remarquer que le filtre moyennant est défini & partir de fonctions fortement
sous-additives particuliéres, les fonctions de «défaut d'invariance»:

my(A) =|{xeA, 3deD, dx¢A}| par M(D,s)={AcF(G), |A|~* my(4)<e}.

"De fagon analogue, on introduit le cdne K des fonctions de F(G) dans R ™
vérifiant

f(9)=0,

VaeG,VAF(G), f(A)=f(Aa),

VA,BeF(G) avec AnB=f, f{AUBSf(A)+f(B)
(sous-additivité faible).

On souhaite de la méme fagon que précédemment attribuer une valeur moyenne
a ces fonctions et pour cela trouver un filtre plus fin que It selon lequel
|4]~*f(4) admet une limite. On introduit alors la fonctionnelle sous-additive,
positivement homogéne, croissante g(f)=limsup|4|~ ' f(A).

m

Définitions. On appelle pavés de G, les parties B finies de G telles que
g(f)<|B|='f(B) pour tout f de K. Soit Z I'ensemble des pavés de G. S'il existe
des pavés arbitrairement moyennants, c’est & dire pour tout (D,e), M(D,s)nP
=P(D,e)+, on dit que le groupe moyennable G est pavable.

Les ensembles P(D, ¢) forment la base d’un filtre B appelé filtre pavant.

On vérifie que pour tout / de K

lim|B|~ ! f(B)=limsup [A{~ ' f(A) =inf{|4]|~ 1 f(A), AcP}.
B m
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Propriétés géométriques des pavés. Soit B une partie finie de G. On appelle p,
la fonction définie sur F(G) qui mesure le défaut de recouvrement par des
translatés disjoints de B:

pp(d)=inf{|A’], 4= 4 et A— A’ réunion disjointe de translatés a droite de B}.

On vérifie que pg est dans K et que pg(B)=0. Donc si B est un pavé, q(pg)
<IB|7'py(B)=0 et la limite selon le filtre M de |A| ! pp(A) existe et est nulle.
Ceci permet de démontrer que les pavés sont les ensembles finis dont des
translatés a droite disjoints recouvrent exactement G.

Théoréme. Soit B un pavé de G. Il existe une partie R de G telle que les Br, reR
soient disjoints et | | Br=G et réciproguement.
reR

Démonstration. Puisque B est un pavé
v”l>09 H(Eag): VAEM(Ez’S)y pB(A)<17,A‘

ce qui signifie qu’il existe une partie finie F de G telle que les Bf, feF sont
disjoints, inclus dans A et tels que {4 — B« F|<#|A]. Par convention la notation

Bo F désigne | ) Bf siles Bf sont disjoints.
feF
Soit D une partie finie de G contenant I'élément neutre. On choisit 7<%|D|~!

et soit A dans M (D UE, ) ou §=inf(e,1).
[{x€A,VdeD, dxeA}|>(1—-0)|A| car M(DUE,S<=M(D,J),
{{xeA,YdeD,dxeBoF}|>(1—0—#|D|)-l4|>0 car |[A—BoF|<n|A|.

Donc il existe x dans A4 tel que Dx<=Bo F, ce qui signifie que toute partie finie
de G peut étre recouverte par une réunion disjointe de translatés a droite de B.
Un procédé diagonal permet alors de recouvrir exactement G par des translatés
disjoints de B.

Réciproquement, supposons quil existe une partie R de G telle que Be R=G.
On vérifie que pg(A) <myp-:(4). Donc si A est dans M(BB~',), on a |4]~! p,(4)
<n. Soit f dans K, on a [A|7'f(A)Z(B|"'f(B)+pg(A)f({a}) ou a est un
élément de G. D’ou q(f)<|B|~' f(B) et B est un pavé.

Pour une démonstration ultérieure nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme. Soit B un pavé de G. Les parties finies de G exactement recouvertes par
des translatés a droite disjoints de B sont arbitrairement moyennantes.

Démonstration. Soit D une partie finie de G contenant P'élément neutre et ¢ un
réel positif. La démonstration du théoréme précédent montre que la partie Bo F
satisfait |[{xeBoF,VdeD,dxeBoF}|>(1—3—#|D|)-|A4] avec A dans M(DUE,J)
et 6<e et le couple (E,¢) étant tel que, pour tout A de M(E,¢), pp(4)<#n|A|. Si
nous choisissons #<&/2. |D|~! puis d=inf(e, £/2), on obtient Bo Fe M (D, £).
Parfois lorsque le pavage intervient de fagon naturelle dans une
démonstration, on exige des pavés des propriétés supplémentaires et on dit que
le groupe est pavable sl y a suffisamment de tels pavés (arbitrairement
moyennants). Par exemple, pour I'étude du théoréme de Rochlin-Kakutani,
Ornstein et Weiss utilisent la notion suivante de pavé: B est un pavé au sens fort
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(strong tiling set) s’il existe une partition de G, R, ..., R, avec k=|B| et pour
touti=1,....,k: BeR,=G.

Cest exactement la méme notion qui permet de démontrer le principe
variationnel selon Misiurewicz dans la seconde partie.

I1. Principe variationnel pour les groupes pavables

Soit X wun espace compact, G un groupe dénombrable moyennable
d’homéomorphismes de X. On désigne par C(X) l'espace des fonctions conti-
nues sur X. G agit sur C(X) de la maniére suivante: g(f)=fog. Soit .#*(X) le
convexe faiblement compact des probabilités sur X. G agit par dualité sur
MN(X): medN(X), feC(X), geG, gm)(f)=m(g(f). On note .#'(X,G) le
convexe compact des probabilités invariantes sous I'action de G. W désigne
I'ensemble des entourages symétriques de X. Soit A une partie finie de G. On

pose =3 k(f) pour une fonction continue f sur X et d,=() k' xk™1(9)
keAd ked
pour un entourage 6. On dit qu'un sous-ensemble {ini E de X est (A, §)-séparé si,

pour tous x et y distincts de E, (x, y)¢d,, (A, 0)-générateur si, pour tout x dans
X, il existe y dans E tel que (x,y)ed,. On note p(f,E)=Log > expf(x), puis
on définit P(A, 8, f)=sup {p(f,, E), E(4, §)-séparé}, enfin xek

P(3,f)=limsup |4~ ! P(4,3, f).
m

Si 6<¢, on a P(6,f)=P(s,f) et on appelle pression de f le nombre P(f)
=1lim P(0, f)=sup P(3, f).
deW deW
Soit ue.#*(X,G), A une partition borélienne finie de X et A une partie finie
de G. A* désigne la partition \/ k= ' A.

keAd
L’entropie de A* pour u, H (A%, est une fonction fortement sous-additive,
P P u

croissante de A, invariante & droite. Donc [A]~' H ”(AA) admet une limite selon
le filtre 9 que I'on dénote par h(A, ). Enfin on pose h(u)=suph(A4,u) sur
I'ensemble des partitions boréliennes finies de X.

I1 est alors possible de montrer, lorsque le groupe G est pavable, pour toute
fonction continue f sur X, le principe variationnel:

P(f)=sup{u(f)+h(w), ued*(X,G)}.

On montre d’abord Tlinégalité: pour toute probabilit¢ u de .#'(X,G),

() +h(w = P(f).

La démonstration ne suppose, outre la moyennabilité de G, que cette seule
propriété de G: il existe des pavés de cardinal arbitrairement grand. Elle résulte
de la proposition suivante.

Proposition. Soit A une partition borélienne finie de X, & un réel positif et B un
pavé de G contenant I'élément neutre de G. Il existe un entourage 6 tel que

WA, W+ u(f)=P(6.f)+2&+Log2- Bl .

Démonstration. Soit a,, ..., a, les éléments de la partition A%, Pour chacun d’entre
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eux, 1l existe un compact b; contenu dans g; tel que p{a; —b,) < E/s- Logs. Posons
bo=X— ) b, et D={by,b,,...,b.}. On a H(A®/D)< u(by)-Logs=¢&. Soit A une
Pz 1

partie de G exactement pavée par B, C’est & dire telle qu’il existe une partie finie
F de G telle que A=BoF. Posons C=\/ g~ ' D et notons cc(b)—supfA(x) pour

beC et gel
B="> expa(b).
beC
On a

§faduso(b)- p(b)
donc

H(C)+u(f)= ), ub)[a(b)—Logu(b)]

beC

=p- bZC exp a(b)/f - n(u(b)/exp «(b))

ou n(x)= —x Log x. Puisque # est concave, il vient
wfp+H,(O)=f- ﬂ(bZC exp a(b)/f - u(b)/exp a(b))=Log . 1)

e=XxX— U b, x b, est un entourage de X.

i,j= 1
i*j

Soit alors 5 avec dodce et tel que |[f(x)—f(y) <& si (x,y)ed. Soit E un
ensemble (A, d)-séparé maximal donc (A, d)-générateur. Pour tout b dans C, il
existe z(b) dans E avec

a(b)=sup{f,(x), xeb, (x,z(b))ed }.
Mais si (x,z(b))ed 4, pour tout g de A4, on a (gx,gz(h))ed et donc

faz(b) 2o (b)— 4] 2
Drapres les définitions de d et de ¢ on obtient pour yeE et geF

[{beg='D, Ixeb, (gx,gy)cd}| <2.
Donc si yeE, [{beC, Ixeb, (x,y)ed,}| <2¥! puisque 6,<5,. D’out

[{beC, z(b)=y}| <27, (3)
Drapres (2) et (3)

2FL N expf(n)= Y expa(b)-exp — |4,
yeE beC
d’ou
IF|-Log2+Log }, exp f(y)zLog < |4. @

yeE
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De (1) et (4) on déduit, puisque |A]=|B}-|F|:
1417 H (C)+u(f) |47 Log P(4,6,f)+ & +|B|~ " Log 2. )
Puisque H,(A%/D)<¢, pour un élément g de F on a H (g~ ' A%/g~' D)< ¢, donc

H,(4%/C)=H(V g ' A%/\/ g7 ' D)X & |F|. Dot H (AY)ZH,(C)+¢-|F| et (5)
donne alors  *F seF

1A~ H (A" +u(f) S14]7 " Log P(4,9,f)+2&+B|~ " Log 2. (6)

D’aprés le lemme de la premiére partie, les parties finies de G exactement
recouvertes par des translatés disjoints de B sont arbitrairement moyennantes et
on note My le filtre obtenu. En passant a la limite suivant ce filtre dans (6), il
vient:

h(A,u)—i—u(f)glin;nsuplAl‘lLogP(A,(S,f)+2é+|Bl“1Log2
§limm§up|/1|~1LogP(A,(S,f)+2£+|B|‘1L0g2
=P(5,/)+2¢+ B~ Log2.
D’ou pour toute partition finie 4:
h(A4, )+ pu(f)SP(f)+2&+1B| ! Log2.

S’il existe des pavés de cardinal arbitrairement grand et comme & est arbitraire:

hA, ) +u(f)=P(f)  dou h(w)+u(f)=P(S).

On montre ensuite linégalité sup{h(w)+ pu(f), ue4*(X,G)} 2P(f). La
démonstration utilise la pavabilité de G au sens suivant: les pavés au sens fort
sont arbitrairement moyennants. Pour démontrer le résultat on établit la
proposition suivante:

Proposition. Pour tout entourage symétrique 6 de X, il existe une probabilité u
invariante par G vérifiant h(p) + ()= P, f).

Démonstration. Construction d’'une probabilité u de .#*(X, G). Soit A une partie
finie de G et E, un ensemble (A, d)-séparé tel que p(f,,E)=P(4,6,f)—1. On
considére la probabilité ¢, de support E, définie par o,({y})=exp[f,(y)—
p(f1,E )] pour y dans E. Posons u,=|4|"" Y k(g ).

keA
11 est clair qu’il existe une suite A, de parties finies de G vérifiant

a) /, est une suite moyennante.
b) lim |4,/ " P(4,,8,f)=P(5,f).

¢) 4, converge faiblement vers une probabilite u. D’apres a) limite p est dans
M(X,G). ,

Soit A une partition borélienne finie de X telle que a x a=d pour tout a de
A. On aaxacd, pour tout a de 44 donc |E na|<1. 1l vient alors
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HoA(AA)+ o(f1)= Z o (v} L4 —Loga {yNI=p(f4 E 0
yveE
Soit B un pavé au sens fort: il existe R, i=1, ...,k avec k=|B|, partition de G
avec BoR,=G. On suppose que I’élément neutre de G est dans B.
Soit A une partie finie de G et i fixé. Soit F, le sous-ensemble de R, des r tels
que BrcA. On a A=BoF,u A avec

AinBoF=0, |A]|=Z|{xeA,IbeBB~ bx¢ A}|=my,_.(A).
Si AeM(BB~',n) alors pour tout i: |4} <n[4]. Les F, contenus dans les R, sont

k
disjoints et contenus dans puisque B contient I'¢lément neutre. () F
i=1

k

={r,Brc A} donc| | ] |F, 2(1—n)|4] puisque si AeM(BB~*,n) alors AeM (B, ).
i=1

Puisque 4% =\/ (4%)" v A% par sous-additivité de I'entropie, pour tout i,
rek;

H, (AN +o,(faSoaf)+ Y H,, (A"))+]4]- Log|Al.

reF;

En ajoutant toutes ces inégalités pour i=1;...,k, il vient

Bl p(f1 ENSIBl o, (f+2 4] Logldl+ ¥ H, (A"

reUF;

=|Bl-o(fo)+n-14]-|B|-Logld|+ ) H,,(A")),

red

pour AeM (BB~ 1,), ce qui a lieu & partir d’un certain rang dans la suite 4,. On

remarque que o.,(f,) =[] ,(/).
Par concavité de I'entropie:

ZA H,(A%)= ZA H,, (A" =I4]-H, (A7)
re re
dou |A|~" p(f4. E ) S pa(f) +nLog|Al+|BI"" H, (A7) si AeB(BB™',1).

On termine alors la démonstration de la méme fagon que Misiurewicz: si la
partition borélienne A est choisie de telle fagcon que les frontiéres de ses éléments
soient de mesure nulle pour y, 'entropie de 4% est faiblement continue en . On
peut alors passer a la limite pour la suite 4,

P, f)Su(f)+|Bl~ ' H,(A).

Puisque les pavés au sens fort sont arbitrairement moyennants dans G:
P, N =u(f)+h(A, u); ceci termine la démonstration.

Appendice A

Soit G un groupe dénombrable. On appelle T I'ensemble des ordres totaux sur
G. Clest un sous-espace fermé de I'espace compact {0,1}%*9~4 ou A est la
diagonale de G x G: en effet, on identifie un ordre total t avec une fonction de
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G x G—4 dans {0, 1} de la fagon suivante : xty<-f(x, y)=1, et les conditions sur [
qui définissent un ordre total sont fermées. La topologic d’espace compact
induite sur T peut également étre définie par la base de topologie suivante: pour
une partie finie F de G et ¢ un ordre total sur F, O(F,t)={reT,7/F =t}.

Soit # le groupe des bijections de G. # opére continuement sur T de la
maniére suivante: soit teT et be# alors

x-b(1)-y=b lx-1-b7 1y,

Soit %, le sous-groupe de # engendré par les tranpositions de G, c’est a dire le
groupe des permutations finies de G.

Proposition. I/ existe une unique probabilité = sur T invariante par %.

Démonstration. Soit F une partie finie de G. Le groupe %; des permutations de F
permute les ouverts O(F, t); on a donc nécessairement n(O(F,t))=1/|F|!.

Puisque O(F,t)= U O(Fva,t), a¢F, la relation n(O(F,t)=1/|F]! est

t'/F=t
cohérente, ce qui permét de définir une unique forme linéaire positive de masse 1
sur la sous-algébre dense de C(T) des fonctions qui ne dépendent que d’un
nombre fini de coordonnées. Donc une unique probabilité (de Radon) invariante
par %, . On verific que 2, est un sous-groupe distingué de %, donc # échange
les probabilités %,-invariantes. A cause de son unicité¢ 7 est invariante sous
I'action de 4.

Soit f une fonction fortement sous-additive, croissante sur F(G) et x un
¢lément de G. On pose f,(A)=f(Aux)—f(A). f, est une fonction positive,
décroissante, ce qui permet de définir f, sur Z(G) par: f.(B)=inf{f (4), 4 fini
< B}. Soit 7 un ordre total sur G; on a f(4)= ) f.(Anx;) ou x; désigne le
passé de x pour l'ordre 7. xed

En intégrant pour la probabilité =:

A= f(A)=]4]"1 ZA fdn(t) f(Anx]).

11 résulte de sa définition que f, est décroissante et f (x7) borélienne sur T.
|A|=" f(4)= [ dnr(t) f.(x; ), cette derniére expression étant indépendante du point
X.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, pour tout ¢ positif, il existe D

partie finie de G telle que

BoD={dr(t)f,(Bne )< |dn(t)f,(e;)+e.

On obtient alors
A= f(4)=]4]""* Z jdn(r)fe(Ax‘ Yher),

xeA
par invariance de x et de f.
Ax~ 15D est équivalent & A>Dx et il vient:

A7 f(A) = dn(@) fle; ) Se+mp(A)- |41 ().
D’ou la limite selon le filire moyennant:

lim|A] =" f(A)= [ dn(z) f,(e; ) =inf (||~ (4), AcF(G) -}
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Appendice B

On démontre dans cet appendice que la classe des groupes pavables au sens fort
est stable par extension.

Soit G un groupe dénombrable, H un sous-groupe distingué de G et K
=G/H. ¢ un inverse 3 droite (ensembliste) de la surjection canonique s. Soit
ceF(K), C=0(c) et BeF(H); on dit que C- B est un g-rectangle de G.

Lemme. Si H et K sont moyennables, les o-rectangles sont arbitrairement
moyennants.

Démonstration. Soit DeF(G), ceF(K), C=0a(c), BeF(H) et A=C-B. On peut
écrire
mp(A)=|{xeA, 3deD, dx¢ A}|=|{xecA, IdeD, s(dx)¢c}|
+{xeA, VdeD, s(dx)ec et IdeD, dx¢ A}l

Le premier terme de la somme est €gal a |[B|m ;) (c). Le second est majoré par

Y [{xeB, 3deD, do(y) x¢a(s(d) y) B}

VEC
D’ou

mp(A4)<|B| mS(D)(C) + Z my(D)(B)

yec

ou y(D) est la partie de H des éléments de la forme a(s(d)y)~'-d-o(y) ou d décrit
Pensemble D. En choisissant d’abord ¢ dans K dans M(s(D), ¢/2) et ensuite B
dans H qui appartienne a tous les M(y(D), ¢/2) le o-rectangle 4 appartient a
M(D,¢).

Pour montrer que la classe des groupes pavables est stable par extension, il
suffit de remarquer que si B est un pavé (un pavé fort) de H et ¢ un pavé (un

pavé fort) de K, le o-rectangle A=C-B est un pavé (un pavé fort) de G.
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