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I — Introduction

Les systémes infinis de particules ont &té introduits, entre autres, pour
contribuer 4 1'étude de la mécanique statistique sur un réseau : c'est le cas
en particulier des processus de spin-flip et d'évolutions avec exclusion
(voir par exemple LEDRAPPIER (8)).

Nous présentons ici un certain nombre d'outils qui permettent de formuler les
problémes de la maniére la plus générale. Nous espérons qu'une semblable analyse
permetiréd, par exemple, de trouver pour les théorémes d'existence de ces
processus des conditions moins reatrictiveé que celles de LIGGETT (11) ;

ces conditions sont bien sfir vérifiées par une classe importante de potentiels
ayant unsens physique mais le théoréme d'existence ne permet pas de comprendre
leur nécessité.

La notion de potentiel régulier que nous utilisons est celle de PRESTON (13)
et correspond & celle de cocycle continu.

Jusqu'ad présent, différents espaces de Banach ad hoc étaient introduits selon
les problémes & étudier. D;s potentiels physiquement intéressants , tels les
potentiels de paire, se irouvent vérifier toutes ces conditions.

La régularité du potentiel est par contre une hypothése guffisante : elle
permet de simplifier la démonstration des théorémes et par 12 méme de
comprendre mieux la nature mathématique des résultats.

L'utilisation de groupes d'invariance est formalisée par la notion de
B-moyennabilité. Cette notion nous parait la mieux adaptée pour utiliser les
idées de KIEFFER (7). On obtient alors la convergence en moyenne de l'entropie
indépendamment de toute idée de pavage.

Les rééultats obtenus pour l'entropie moyenne posséde un analogue pour
1'énergie. Nous introduisons différentes énergies locales pour un cocycle

continu,

La démonstration du cipe variationnel et du fait que les mesures

d'équilibre sont les mesures de Gib variantes utilise le gain d'informztion

moyen de FOLLMER (1) en 1'adaptant au cadre génd




II - Transformation de Fourier sur {O,l}s . Espace des ordres totaux .

1- Soit S un ensemble dénombrable. X = {O,I}S est le groupe compact
des applications de S dans Z/2Z (que 1'on peut considérer également comme
P(s) muni de la différence symétrique). La mesure de Haar sur X, notée dh,

est la mesure produit (1/2,1/2)8.

On note (\71 , Xx€S) la famille des fonctions coordonnées 7x(£) = ¥(x)

pour teX et on pose : th—:S -d.x B 21)1-—1 3 ce sont des
caractéres du groupe X.
Plus généralement si A est une partie finie de S,on pose G'A = ﬂ Sy
XeA

et on vérifie que 1l'ensemble des ( SA , A fini c S ) est le groupe des

caractéres de X. Ce groupe est isomorphe au groupe des parties finies de S,

%(s) , muni de la différence symétrique.

2- Soit C(X) 1'ensemblé des fonctions continues sur X & valeurs réelles.
Soit -2 e C(X), on note f(A) = jf.o‘A dh le coefficient de Fourier
correspondant au caractére ¢ A"

Proposition II.1.

Soit £ e C(X) . L'application A ¢ ¥(S) =1 = Zf(A) &

Ach
est uniformément continue de F(S) dans C(X) et se prolonge donc en une
application continue de $(S) dans C(X) , notée de la méme fagon.
Pour A dans 5’(5) ’ fA est une version continue de l'espérance
conditionnelle de f pour dh par rapport & la tribu RB(A) des boréligns

de X qui ne dépendent que des soordonnées dans A . En particulier fs Eotr ey

Démonstration

Soit f € C(X) ; on vérifie que pour Afini :

- s 1

()
den N 1 an®)




ou 1 =4 L S ﬂ (1 =M. ) (indicatrice du cylindre (4,A) )
A 2 .
(&,1) xeh *  yeh-p 7y

Pour A fixé, d'aprés (1) , 1'application g —» g est une application
linéaire contractante de C(X) : IIgAII < el -

Al)!\2 !\lf\t’\‘,2

D'autre part, on vérifie que : V Al, A2 (g g =

Puisque f est uniformément continue :

Yevo, e W), ¥ hiten 3(x) =x(x) si xe B > |£(})-£(x)| <t

Donc si A>B , |f“-—fﬂ<£.

= 1 B -
Considérons alors 1'entourage Ug = {(Al, A2) - /\1 NB = A,NB }
A A A,uB b BNl
Si (Al,Az)eUB Alors Fo ¥ o (f1 3 )1 .
A A ALUB A,uB AN uB A_UB
poan s leloe2fclel 22 Tfo et sl el <2

A
ce qui prouve l'uniforme continuité de l'application A _, f , f\e?(s)
et donc permet le prolongement.

On vérifie alors que les coefficients de Fourier de f sont donnés par :
fA(a) = f£(n) pour A fini ¢ A , £M4a) = 0 sinon

ce qui suffit pour montrer que fh est l'espérance conditionnelle de f par

rapport & B(A).

3- Cocycles

Soit x € S 3 on appelle ;0 1'homéomorphisme de X défini par :

Riel =) mydx & BT =130
(renversement de la coordonnée en x)
Définition (cf.(9))
On dit qu'une famille (VI , X € 8) de C(X) vérifie les relations de cocycle

g1 -1
Vxes, SR S R =)

Vx,yes, V') e e =Y ¥ Y ouv



Proposition 11.2;

Il existe une famille de coefficients J(A) , A € F{S) telle que :

Yxesq, VI(A) = -2J(A) si xeA et VX(A) =0 o3 -x¢ 4

Démonstration

Les relations de cocycle pour (Vx , X € S) se traduisent par-—:

Y 4 e ¥H(s) ‘}I(A) + (-1)‘5”"1%){(1;) .

JAn x|

\}I(A) + (-1 t}y(A) = ﬁy(a) s i GI(A)

De la premiére on déduit que si x g A , VX(A) = 0 et de la seconde
gl x et yo-42, Vx(A) = Vy(A) d'ol le résultat.

Dans toute la suite on posera J(¢) = 0 .

4- Ordres totaux de S

Soit T 1'ensemble des ordres totaux de S. C'est un sous—-espace fermé de
: SxS =A i :
1'espace compact {0,1}" ol A est la diagonale de SxS : en effet
on identifie un ordre total <« avec une fonction f de SxS = A dans{o,l}
de la fagon suivante :
LTy tinyed
et les conditions sur f qui définissent un ordre total sont fermées.
La topologie d'espace compact induite sur T peut également &tre définie

par la base de topologie suivante :

YF fini c s , Y t ordre total sur F ’ 0(F,t) = {'teT " tlF =1 }

Soit B le groupe des bijections de S. $ opére continuement sur T
de la maniére suivante : soit T7eT , be B3 alors

x.b(T).y = b-lx.t.b—ly

Soit ﬁﬂ.le sous—groupe de g3engendré par les transpositions de S, c'est

a dire le groupe des permutations finies de S.



Proposition I1I.3.

Il existe une unique probabilité 4r sur T invariante par ﬁﬂf .

Démonstration

Soit F une partie finie de S. Le groupe :fF des permutations de F permute

les ouverts O(F,t) ; on a donc nécessairement : T(0(F,t)) = =
H!
Puisque O(F,t) = U 0(Fua,t') ag P , la relation
£ o=t
F
(0(Fyt)) = ]%, est cohérente, cequi permet de définir une unique forme

linéaire positive de masse 1 sur la sous-algébre dense de C(T) des
fonctions qui ne dépendent que d'un nombre fini de coordonnées. donc une

unique probabilité (de Radon) invariante par 531‘ 2

Corollaire

T est invariante sous 1l'action de &.

!

Démonstration

$B normalise ﬁf , c'est 3 dire : Vove B,Vpe Jgf . bpb e -Qf 5

Voe B, Vre B, , b(m)(f) = T(£ob™l) = w(£.b% pebed L) = b(w)(£.571 pob)

Donc b(m) est Qf—invariante et b(m) =T ,

5= Soit x € S . On considére 1l'application T —>x, de T dans P(S-x)
définie par x, = {y e S-x , Yy.T.x} (passé strict de x pour T )
Cette application est continue et nous appelons vx 1'image de la

probabilité 7 par cette application.

Proposition II1.4.

Ona: v = / lp) gA ol v, est la mesure produit )"
0

sur P(S-x) et d) la mesure de Lebesgue sur (0,1) .




Démonstration

Soit A c S=x @t Rk =

On calcule : vx(A,I\) = m({rer / A (A,I\)] ) = _Z T(0(ANvux,t))

x_t=A

|A] ! 1(A=a)l!
(1Al + 1)1

On vérifie que vx(Ayz’Ayz) = yx(A’A) v ¥,% € S-x ot Ayz = Tyz(A)
et Tyz est la transposition échangeant y et z.

Donc ¥ est une probabilité échangeable.

D'aprés le théoréme de De Finetti (4) , v_ est de la forme fyadf‘())

o u est une probabilité sur (0,1) et v, la mesure produit (2, 1_))8—:( :

vx(A”\) = [MA;A!!_ = /1 d’&.()) 75“” (l__))IA—Al 3
0

(IAl+ 1)1
1 !
Donc  vérifie Vamyo , /a’u(/\)f (1-0)" = 'I(I:%,T)T
8 !

C'est alors un exercice facile de montrer que seule la mesure de Lebesgue

sur (0,1) vérifie ces relations.

Soit x €S et beB ., b induit un homéomorphisme de P(sS-x) sur P(s-b(x))

et on vérifie immédiatement que vb(x) = b(vx) >

6- B-moyennabilité

Soit B un groupe de bijections de S et de fagon naturelle un groupe
d'homéomorphismes de X.

Une hypothése sur 1l'action de B sur S sera toujours faite dans la suite :

B agit de fagon transitive sur S.

Il existe une suite An de partie finies de S vérifiant :

{xe A ,3beB,b(x )=x , BFcA '}l
ones,VFfinics : 1im, L 2 LR
n—= o0 [Anl

S est alors dit B-moyennable et !\n est appelée suite B-moyennante.



-Beow e, Bow @ 5 une suite B-moyennante est alors une suite de parties

de S qui tend vers 1'infini au sens de Van Hove ( voir (14) ch.2 )

- Sans entrer dans une analyse trés détaillée disons que la plupart des
réseaux réguliers dans R" avec leur groupe d'isométries sont B-moyennables.

Et que les arbres ne le sont pas.

On dit qu'une famille (fx s X € S) de C(X) est B-cohérente si :

Vxes,Vbes, el -ty

7.



III - Entropie

L'utilisation des ordres totaux pour démontrer la convergence de l'entropie

moyenne est une idée dfie & KIEFFER (7).

Soit A une partie finie de S , p une probabilité sur X ; on appelle

entropie de la partie A le nombre HF(A) = - 2: /a(B,A) Logfa(B,A)
BcA

H (A) est une fonction croissante de A (concavité de la fonection -x Log x ).

Iu

On appelle entropie conditionnelle d'une partie A par rapport & une partie

¢ finle ¢ HF(A/C) = H#(AUC) - H#(C) - Z m(DyC) H

DcC #D(A)

_ ~((B,a) n(D,C))
F s (D,0)

sachant que 1l'on a D dans C ).

ol ﬁD(B,A)

( Fp est la probabilité conditionnelle

L'entropie conditionnelle est fonction décroissante du conditionnement :

Ay ch, = H(4/M) 3 H(@/N)

Par passage & la limite décroissante, on peut donc définir l'entropie

conditionnelle par rapport i une partie quelconque. ( voir par exemple (15) ch.4).

Théoréme III.1.

Soit u une probabilité B-invariante sur X , An une suite B-moyennante

etl-x € 5, alers onp & 3

lim u\nl'1 Hr_(i\n) = -f_rp

Il < o9

= dvx(l\) Hrt(x/l\)

Démonstration

Soit T un ordre total ;3 on calcule :

ey

Bl ) = F5 wfly/h AN, ) ob 3y =i{seSf Ry siy)
2 ye:An I

1

- =1 5
Dlod ¢ [A 17 H (A ) = |A_| £

n

dr(r) H (y/ A_ny, )
yen, /'" F =

= -1 v
1Al 2 [’P(s-x) v (A) B, (3/ Ay A)

yenn



D'autre part :

A(S-x) dvx(l\) Hr_(x/f\ ) = lim jj’(s_x) dvx(f\) H (x/AnM)

M-—»> S-x

d'aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, c'est & dire :

Vz)O,-:']MO avec M > M =

'Iff’(s-—::) dvx(A) H (x/N) - /fP(S-x) dvx(!\) H (x/ANM) } <4

Puisque la suite An est B-moyennante , il existe n:

n> n, > |{yeA, ,IveB, b(x) =y, w50 -0ln ]

L
Notons l\n l'ensemble qui est dans le terme de gauche de 1l'inégalité.

On a
-l =1 z -1
B (A A : a H b (A )n A
Al ey 2] ye A fﬁ’(s—-x) o Bl
+ Mnrl z R car est B-invariante donc :
ye A - A
H/*(I/ b'l(An)nA) = f Hr(b(x)//\nn bA ) et h(vx) = “y (voir II.5.)

- 1
Puisque b l(l\n) SM (définition de N, ) ona:

=5 -
| /EP(S-I) dvx(l\) HI"‘(I/A) = -/ﬂ’(s—x) dvx(,\) Hf"(x/l\ nb (An)) 2§

D'autre part : Hrl(x/l\) < HF(I) £ Log 2 d'ou :

l “‘nl-l H‘u(/\n) - J.;f’(s—x) dvx(l\) HF(x/I\) < & +2¢log 2 .,

On appelle entropie d'une mesure B-invariante cette limite , indépendante

de la suite B-moyennante choisie, et on la note h(p).

La probabilité mw sur les ordres totaux de S et donc les mesures (”x’ x ¢ S)

sont définies indépendamment du groupe B .

I1 est donc possible pour une probabilité p sur X de définir la famille

des nombres hx(/u) = /( : dvx(f\) H,L(x/l\) I e D
S-x

On les appelle entropies locales de ,.L .




IV — Energies locales

1. Soit S un ensemble dénombrable B-moyennable et X = {O,I}S .
Soit (VI y X € S) une famille B-cohérente de fonctions de C(X)
ENVzael . Yoe 3, vb(x) = Vx.b_l ) vérifiant les relations de cocycle.
(J(a) , A finic S ) les coefficients apparaissant dans la décomposition

de Fourier des V_ (Proposition I1I.2.).

On appelle énergie de la partie finie A , la fonction de C(X) :

0= Z J(a) T

AcN

Théoréme IV.1.

Il existe une famille de fonctions continues (?x y X € S) B-cohérente
telle que :

a) les coefficients de Fourier de 9

;x(A) - AA)_

|A]

= sont donnés par :

si-x &l 5 s 0 8k ik

b) Pour toute probabilité B-invariante H et toute suite An
B-moyennante :
lim |A |--1
n

/"(UA ) = /‘[(?x)

N oo

Remarque Ce théoréme est entiérement analogue au théoréme III.1.

On note Ugu) la limite obtenue dans le b).

Démonstration

a) Existence de la famille (?x B}

Soit x ¢ S 3 la fonoction Vx de C(X) permet de définir une application

continue de %P(S-x) dans C(X) par :

e V:UX (Proposition II.1.)
A
La famille des ( qux

s N €P(s-x) ) est une famille éguicontinue.

S Ve désigne la probabilité sur P(S-x) introduite dans le paragraphe 1I.5.,

posons :
1 Aux
= -gjvx dvx(!\)

-2
B
I

10.



Montrons que les (?1 , X € S) répondent au probléme :

/X‘Fx(i) 6,(}) an(}) - _%/

X “P(s—x)

a ..-;- 4(5_30 av (1) /};v:“(;) ¢,(}) an(3)

or /v;‘““(;) 6,(%) an(3) = 7V (a) si 4cAux
X ; ,

v2UT3) 6, (3) av (n) an(¥)

X

= 0 sinon

D'ol ‘;x(“ = -%Gx(a). vx(A—x,A-x) = -% IAl-l \}x(A)

puisque : ‘DI(A-x,A-x) = |4A] S

Du fait de la B-cohérence des (VI s X €8) et des (vx s X €S) , la famille

(?x s X € 5) est B-cohérente.

b) La seconde partie du théoréme résulte de ce que :

\An[_l (U o = Z S :{ converge uniformément vers O .
n Xe A
On remarque : Z ( Z —(—)- 6' Y et x  fixé ,
o Xek=ADX
Ao\
Yeso , 3[\0 5 V!\:)!\,’" , ?x’\ | < ¢ (Proposition II.1l.)
‘ () o

Utilisant la B-moyennabilité de la suite I\n

Veso,3n; aypn o5 |xed ;3ven, sx)=x, A ch | (1-9

nl

et notons /\!'1 le sous-ensemble de I\n du terme de gauche,

Mnl"l,(%n- = ?x) i Z .

5
?x _?x) + |Axl xeh -

xen X € A;l n
Az (b )
Or pour XEAn = ? - (Pb(x) = 'Ph(xo)
-1 A
b = =
S . L AL
o o
=1 As k==K
Done |1Anl ¢ o, = L_. = Lil‘— £ + '_g_n\ 2llgll < &+ 2lglle .
n xe!\ = 'nl l‘\nl :

11,



12.

Remargue
Il est possible de montrer , ce qui aurait également permi de définir

la famille (?x, X € S) que :

- [ ] - ==
V X 8- ?:x - s fx Gi.Vx ¥ R ou R est la probabilité
1
sur P(s) définie par R fi[ Yy dA dont la transformée de Fourier
/2
1

est : R(A) = fdi‘x dR = TKIT-T

Les calculs de vérification sont laissés au lecteur courageux.

Ce résultat sera utile dans la suite.

2. Les coefficients K

La fonction U, a été utilisée par HOLLEY (5) pour définir 1'énergie
libre moyenne. I1 est beaucoup plus usuel en mécanique statistique
d'introduire d'autres définitions de 1l'énergie moyenne, par exemple voir
RUELLE (14) , PRESTON (13) .

Dans le cadre général adopté jusqu'ici il est également possible de les
définir et de montrer,hen un certain sens, leur équivalence avec celle du

paragraphe précédent.

Soit A une partie finie de S . Les relations de cocycle montrent que

la somme : zz: VI( ¢a x; ) est indépendante de l'ordre total t sur A.
X €A

On la note VA(E) .

On appelle EA la fonction : EA = 3%% 1(A,h) VA(¢)

De la fagon habituelle on note VA(¢) =Vv(a) .
Il existe une famille de coefficients ( K(B) , Be F(S) ) telle que :

YV 4 fini V(a) = :E: K(B) ( K(B) est souvent appelée énergie
BcA :
d'interaction de la partie finie B )

-

On obtient ces coefficients & partir des V(A) par la formule d'inversion

de Mo®bius K(B) = = (-1)B=Cly(c) .
ccB



Si on pose .7B = f] 7x s on obtient :

xeB

Théoréme IV.2.

I1 existe une famille de fonctions continues Ofx , X€ S ) B-cohérente

telle que : _
a) VA £ini =5 VI € 5 5 YJI(A) it Z B
Bax |Bl
BcA

b) Pour toute probabilité F_B-invariante et toute suite An

B-moyennante :

lim If\nl—lf.(EA ) = p(Y)
n

peRmAy.

On note qu) cette limite.

Démonstration

a) Existence de la famil}e (WI y XE S)
Considérons la famille ( Vx(Ar\.) , Ne(s-x) ) : c'est une famille

équicontinue et donc la fonction \Vx = ?I.jg(s—x) Vx(hf\-) dvx(h)

est une fonction continue.

Calculons yI(A) 4 2ol = wx(A) w0 =i T4 3

gi X € A : \’)I(A) =_/3)(S-x) VI(MA) dvx(n) = CCZA:—I vx(c) vx(C,A-x)
or vx(c) = V(cux) - V(C) = Z K(B)

BcCouox

Bax

‘IJX(A)= 2 K(B) Z vx(C,A—x) = Z K(B) vI(B—x,B-x)

BcA B-x ¢ C ¢ A-X BecA

B>x Bax
= o

Bec A B

Bax



b) La seconde partie de la démonstration est analogue & celle de la seconde
partie du théoréme IV.I. et utilise la B-cohérence des (yx s X €£58),

la B-moyennabilité de S et la propriété suivante :

ZE; E&El y tend uniformément vers Y quand A tend vers S.
B ¥

BeX B} P

a3y

On en déduit que =1An|_1 (E = ZE: (" x) tend uniformément vers 0
n XeN
'n

3 Dans ce paragraphe nous montrons l'équivalence des familles d'énergies

locales (?x y X€ S) et (Yx sy X € S) au sens suivant :

Théoréme IV.3.

Soit An une suite B-moyennante : li\n|"1 (EI\ - U A ) converge
n n

uniformément vers une constante a .

On en déduit : pour toute -probabilité p+ B-invariante /L(Yi) = (fx) T e

Démonstration !

Le calcul donne : SR )

VAfini, p'e - W Zt:(a). Hw) =5 (1-9,)

A Ach xeA ¥ ye A=A
sachant que 7x = +°;: 1 -?y = 1 =d
2 2
T\ B, = W2 =1 Zv(a) Z (--1)!(‘\"&)“0'5c
Ach CcA
= “\I-l 2 - 1IN Z (_l)lci% Z (_1)IA”C|v(A)
CcA Acp
avec V(A) = zzj K(B) il vient

Bch

W, - oWl M2l w2 (lanel,

CeN Be i BcAcp
On montre que S;~ 0 si Cn (A-B) # ¢

(—1)[CI 2"\'Bl CcB

E4 S



Dot : In"t E, = (A;"l Z 7 Z 2"'3‘1((13)
Cen CcBcA

W E =ﬁm'1 Edh + [N Z c2 lc|™ 6 Z 2~ 1Blg(8)

A xeAh C>x u C-cBeA
CcNh
Calculons I = Z )™t o Z 2"5‘1((13) = 0. Z 2““3}((13) Z
Cax CcBech Bax Cc B=x
Cch Bep
: db
Or d'aprés la remarque du paragraphe 1, cr+ 1 = O’C * R
o 6,
et donc Z‘ [(:fi- 1 = ( Z {c )*R
C c B=x C ¢cB=x
Z“c = Z B N (1+6) _2“3"1‘73_1
Cc B-x CecB-x yeC y ¥y € B-x y

> -1
Dot I = 2 o’x.( Z K(B)'?B_x)*ﬁ
Bax
_Bcf\

or Z K(B)?)B_x converge uniformément vers - & .V

Bax
Be A =
Donc I converge uniformément vers -2 ~6_ (o'xvx-wR )
Si A_ désigne une suite B-moyennante |A \-1 (E =1
n n l\n A

uniformément vers a -fk,}x ah—=,

4. Energies locales

X

= Px

) converge
n

Les résultats que nous avons obtenus dans les paragraphe précédents

-

conduisent & poser la définition suivante :

on appelle énergie locale une famille B-cohérente de

(91 , X € S) telle que : il existe une constante a avec
Y=, V/A B-invariante , f“(ex) = /L(?Jx) *
est équivalent : pour toute suite !\n B-moj ennante ,An\—

converge uniformément vers a .

fonctions continues

a ou ce qui

L2 6,
xc-hn

15.
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Nous introduisons dans le reste de ce paragraphe d'autres énergies locales
non B-cohérentes, correspondant & des conditions extérieures fixées et nous

précisons les rapports avec la famille (Px k& B)

Soit o un élément de X.

Posons T S Y;: =3 Vx[(l\ N.)U (o NS=A )] dvx(l\)

P(s-x)

si xeod %‘: - (1-9 )/s (An )U(dﬂS—A)]d\)(A)

ol o désigne le complémentaire de o .

o« est ce qu'on désigne habituellement par "condition extérieure" .

Proposition IV.4.

fyf"‘ dh(«) ou dh est la mesure de Haar sur P(s)

Démonstration

jy«;‘ ah() - féddh(d) o (-) p2(.)

- f )‘/g‘(s_x)dvx(l\)vx&l\n.)b(d nS— )]

ou dh' désigne la mesure induite de dh sur {a/ x g} : c'est la

S—x)

mesure de Haar sur P(S-x)

o = / j ah' (o) V_[(An ubas=A )
fy’x BT e 0 e T e

A
Le calcul donne alors f dh' (o) = [(hn JuenS— A )J qux( Lx = x)
P(s-x)
l\Ux I,\U X ~
& ¢ ¥ { Wx «x) = ¥ (-) d'od le résultat .
X X x




Erraztum

La démonstration de la réciproque dans le dernier théoréme (V.1l.b) est
fausse. L'allusion au résultat de Follmer est insuffisante pour permettre de
conclure dans le cadre général que nous avons adopté. Follmer utilise en

effet une méthode de pavage dans Zd.

I1 faut donc supprimer de ces notes les trois derniéres lignes de
l'introduction, l'affirmation "et réciproquement" du théorédme V.l.Db et

l'argument "fin de la démonstration" page 19 qui prétend 1'établir.

Nous ne savons pas montrer gue les seules mesures d'équilibre (H(KVP) =0)

sont les mesures de GCibbs invariantes.

Le meilleur résultat que nous pouvons obtenir dans cette voie oblige
& une restriction sur les potentiels du type que nous critiquons dans
l'introduction. En effet on peut appliquer le résultat sur la décroissance
de l'énergie libre pour les processus de spin-flip mais il faut pour cela

imposer au poientiel de satisfaire aux conditions de Liggett.
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V - Principe variationnel en mécanique statistique

Pression
Soit (Vx s X € S) une famille B-cohérente vérifiant les relations

de cocycle,

za exp V(&)

Ach

Posons : Z

Lemme

Soit w une probabilité sur X . Yacs , F( [M-l E,) + ]Arv,]{r(,\]su\rl Log Z,

Démonstration

D'aprés 1'inégalité de Jensem on a 3

p(By) + H(A) - Z/A(A,A) (v(a) - Log p(4y0)) <

Ach
Log exp(V(A C-Q.FoDo
AcAﬂ(A’A) FEA,AS

Soit A une suite B-moyennante ; on pose P = lim \Anl'l Log Zp
g n

Soit G(V) l'ensemble des mesures de Gibbs B-invariantes pour le potentiel

(VI s XE€S), c'lest & dire :

fLeG(V)@%- ¥Yfecx), ¥Yxes, p(£o rx) = fA(BvI.f)

et ﬂ. B-invariante.

Théoréme V.l.

a) Pour toute probabilité j- B-invariante : E(f) +h{n) < P

b) Sipe G(V) alors E() + h(r) = P -et—réciproquement .

Démonstration ( qui s'inspire de celle de FOLLMER (1).

a) résulte immédiatement du lemme et des théorémes III.l. et IV.2. qui
assure l'existence de h(F) et de EQL).
b) Soit une probabilité B-invariante

» -1 -1
iy " V‘n'lL"gZA - pl G )= ] H/L(An) =

n n
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— v(a)
= [{\n1 3 ACZ;\ /l(A,An) Logﬁ-i—:%'g— ou v(A,An) = ﬁB)
- Be A

Soit /Lee(v) :op admet les probabilités conditionnelles :

,u:(A,A) = . VA(E) = 1
2 exp Vy(3) 2. exp Vy(An})
BecA Bc A
et on a o= e /43 d.F( %) ol /u.— désigne la projection de p sur P(s=-A)

(voir (9) par exemple )

&
On constate d'autre part que V(AyA) = /LA(A,I\)

%
. -1 - /‘An(A’An)
D'ou I e 1 sup Log f (%) g {8.A )
f\n < | n 55 An d}“— f‘”\n A,An

' —l f(’}n(AQAn)
£ sup sup A Log
Ach §eP(s-A) nl AL
; :
Pag(8sh ) B;;A,n exp Vy(4) - exp V,(4)

e fLA;nzA,Ans 2 BZ/\ exp VB(AA‘S, ) > guff\ exp VB(AA‘G,)

e C n

SN
D'od I, < su sup sup | AL = IVB(A) - VB(A AT )|
n Ac A te P(s-A) BeA
n n n
Ilvient ensuite :
= =
Al |V(R) = V(A% ) < A Z pup sup v.(caz) - v (Cat,)

‘ n I B B l t nl xeB 'CCAn ii’zleg{s_An') X 1 X B

= ot R

XEN
n

Cette derniére expression tend vers O : de la maniére usuelle, on utilise

la continuité uniforme d'une fonction Vx s, la B-cohérence des (VI, x € 8)
o
et la B-moyennabilité de la suite A_ ( voir théoréme II.l. )

D'ou lim I!\ =@

N 5 o0 n




Corollaire

Ce résultat prouve que 1lim [An{'l Log Z A converge pour toute
n

Ny e

suite B-moyennante A , que la limite est indépendante de An et

et égale & P = E(m) + h(/».) pour /.LE.G(V)

Gorollaire

La proposition précédente montre que pour toute probabilité W€ a(v)

et toute probabilité m B-invariante :
m(A,An)

P -B(m) - h(m) = 1im [A |7 2 m(a,A,) VOB WA,

N o0 ACAn

Cette derniére expression est le gain d'information moyen de m par rapport

a4 une mesure de Gibbs p quelconque B-invariante, noté H(m‘a)

fin de la démon;;?atipn i

On nqntre alors de la m

fagon que FOLLMER (1) que H(m/x) = 0 =i

et seulement si m est une mesure Gibbs B-invariante qui admet les méme

caractéristiques locales que oty

Ce qui termine la démonstration du théoréme.

19.
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VI - Conclusion proviseire

Dans les paragraphe précédents nous avons montré que lorsque 1'espace S
posséde un groupe d'invariance s les fonctions thermodynamiques sbtenues
comme limites en moyenne peuvent &tire définies comme des objets locaux.

Or pour un potentiel sur {O,IBS s indépendamment de tout groupe d'invariance
on peut définir des énergies locales et une famille d'entropies locales
applicable & toute probabilité.

Ceci permet d’imaginer qu'il existe 1'équivalent local du principe
variationnel ; un tel résultat pourrait éventuellement permettre ,
dans le cadre de modaéles évolutifs appropriés , de montrer que seules les
mesures de Gibbs sont stationnaires.

Pour 1'instant nous n'avons aucun résultat dans cette vois .

C'est par une autre méthode que HOLLEY et STROOCK (6) ont montré que
pour les processus de spin-flip sur Zd y d =1et 2 , les seules mesures

stationnaires sont de Gibbs.
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