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Introduction

e Le probléme général de 1'équivalence des "ensembles" de la mécanique
sfatistique, tel qu'il est formulé par Ruelle (9), trouve une répense
satisfaisante dans le théoréme suivant:

Les mesures de Gibbs canoniques extrémales pour un potentiel V sont
les mesures de Gibbs pour la famille des potentiels V + )Vo s Ou

)‘[_“‘“,j est un potentiel chimique.

e Les mesures de Gibbs canoniques apparaissent comme mesures stationnaires
réversibles pour des processus d'exclusion avec changement de vitesse.

L'utilisation des systémes infinis de particules permet de démontrer
plus rapidement le théoréme que les méthodes de la mécanique statistique
d'éguilibre.

-

e Nous ferons largement appel & la caractérisation des mesures de Gibbs

et de Gibbs canonigues comme mesures quasi-invariantes (cf. paragr.2 ) .




1- Mesures de Gibbs et mesures de Gibbs canonigues

Soit S un ensemble dénombrable. On pose X = (O,I}S : muni de la topologie
produit, c'est un espace compact métrisable. “F(S) désigne 1l'ensemble des
parties finies de S ; comme sous—ensemble de X,‘FTS) est dense.

{0,1}* avec Acs est noté x, .
C(X) est 1'ensemble des fonctions continues sur X. F(X) est 1l'ensemble

des fonctions ne dépendant que d'un nombre fini de coordonnées dans S ,

dense dans C(X) .

Définition 1

On appelle interaction dans S une fonction J :¥(S)—sR vérifiant

J(¢g) =0 .

Le potentiel associé 3 cette interaction est également une fonction

V :(s)_,R définie par : V(a) = Z J(Y)
YcA

On retrouve J & partir de V par la formule d'inversion de Mo&bius.

On dit gu'un potentiel V est continu ou régulier si pour tout x de S,

la fonction A, , V(Au{x]) - V(A) est la restriction a ¥(S)

d'une fonction continue sur X : cette condition sera toujours supposée
vérifiée dans la suite.

Remarquons que dans ce cas il en est de méme des fonctions V(Au B) = V(A)
pour B donné dans F(S) et on notera sans vergogne V(AUB) - V(4) le

prolongement a X .

Définition 2

Soit Ae¥(s) , weXs_, 3 on définit une mesure m;)\.,-'sur X par :
mz (a) = eV (8vY) - V(y)

On note Trz la probabilité obtenue en divisant mz par sa masse totale.

L'ensemble ( Tr,? syAeF(S) ,1) eX ) est appelé spécification locale

S=A

associée 3 V .,




Définition 3

On appelle mesure de Gibbs associée au potentiel V une probabilité

sur X admettant les probabilités 1\-7\ comme mesures conditionnelles.

Théoréme (Preston(8) Proposition 5.2 p 37)
L'ensemble des mesures de Gibbs associées & un potentiel V continu

est un convexe compact non yide 3 la seule partie non triviale est de

montrer qu'il est non vide ; Preston obtient par exemple ce résultat en
montrant que les limites faibles de probabilités p7\ construites a

partir des vz sont des mesures de Gibbs. ( Voir également Appendice A)e

Définition 4

Soit AeF(s) , yeX, \ 0 <N < Card(A) 3 on définit une mesure

mA?N sur X par :
m/ZN(A) = ev(AU’)) -v() si CardA = N
=0 sinaén .
On note 'W/‘Z,N la probabilité obtenue en divisant m’\’N par sa masse
totale. La probabilité ) reste la m@me si on ajoute au potentiel

NN
V un potentiel )Vo , dit potentiel chimique , ou Vo est défini par

VO(A) = Card(A) , A€F(S) .
L'ensemble { "’X,N » ANeF(S) , 0¢ N < cCard(A) ,9e X5_ A } est

appelé spécification locale canonique associée a V .

On appelle potentiel canonique une classe d'équivalence de potentiel

pour la relation d'équivalence ci-dessus (voir en particulier Georgii (1)).

Définition 5

On appelle mesures de Gibbs canonique. associée & V une probabilité

sur X admettant les probabilités w comme mesures conditionnelles

9
AN
sur A, connaissant le nombre de particules dans A . ( c'est cette
propriété qui justifie 1'appellation canonique)

On désigne par GA la tribu engendrée par les ensembles de la forme



FNA ol F esh un borélien de Xs_p 6t & ={w/ll=1} .

C'est aussi la tribu des boréliens de Xg_ X [0,IAl] .

M est une mesure de Gibbs canonique si :

Y £ e c(x,) , E’u(f/ G\) = TI';:N(f) (%,N) [+-presque sfrement.

Remarque

L'ensemble de telles mesures est un convexe compact non vide car il
contient en particulier les mesures de Gibbs associées i tous les poten-—
tiels ( V + }Vo s AeR ) de la classe d'équivalence de V.

Il existe d'autre part deux mesures particuliéres qui sont cenoniques
pour tous les potentiels : les masses de Dirac en @ et en S : on peut

considérer qu'elle s correspondent aux cas limetes A= —o0 et A= + 00 .

But de ces exposés : il est de montrer que 1l'ensemble des mesures extrémales

canoniques associées & un potentiel V est la réumion pour —oo A (400

des mesures de Gibbs extrémales pour V + 7\V° .




- Mesures guasi-invariantes

e S0it x¢ S et tx la transformation de X dans lui-méme définie par =Ti(7) = vx
ou 7x est 1a~configuration obtenus a partir de‘7 en changeant la
coordonnée en x . t; est un homéomorphisme de X .

On note G le groupe des homéomorphismes de X engendré per les ( Ti,, X€S) :

ce sont les transformations modifiant un nombre fini de coordonnées.

e S0it T&y la transformation de X dans lui-m&me définie par Tiy(?) = ny
ou yxy est la configuration obtenue & partir de 7 en permutant les
coordonnées en x et y .

txy est un homéomorphisme de X . Restreinte & {‘\)/ n(x) = Y)(y)} 'Txy est

1'identité et 2 {9%/ 7(x) f‘v(y)} "txy -T oz& .

On note G 1le groupe des homéomorphismes de X engendré par les T&y o

Une transformation de G est une permutation sur un ensemble fini.

e On appelle probabilité quasi-invariante sous l'action d'un groupe H une

probabilité /A équivalente & toutes ses transformées sous l'action de H .

 a(h.f)
=

L'application h| = ah(.) est appelée module de gquasi-
invariance de e
Des conditions nécessaires pour gqu'une fonction h —>s ah(.) soit un module
de quasi-invariance sont :
VhkeH akoh“l(.).ah(.) = ahk(.) ( relations de compatibilité).
Si on connait une famille F de générateurs du groupe, il suffit de connaitre
les ( ah(.) , heF ) : les conditions de compatibilité entre ces fonctions
ah(.) résultent alors des relations entre les générateurs du groupe :

en particulier pour un groupe commutatif, les relations de compatibilité

sont : Y hykeF a.koh-l(.).ah(.) - ahok’l(.).ak(.) 5




Théoréme

a) une mesure de Gibbs pour un potentiel V est quasi-invariante sous l'action
du groupe G et admet comme module de quasi-invariance la fonction induite

par : ‘C‘x e ev(yx) £ V('))

b) et réciproguement .

Démonstration

a) Il suffit de vérifier :

V £ e€(X) /f(p) ev(?x) = V) d/u. - /f(yx) dp

si ® est une mesure de Gibbs et il suffit de le faire si f ne dépend que
des coordonnées dans A fini.

On peut supposer x dans A .

Jeop S =0 o,

0% eV(Aqu) - V(A\ff,)d g
oo [ 4( R W)

 Jgpen Ff 0 E0D ¥ - B ¥l gk

|

- - = -
Or /uA= TI’A E—/A presque sufement et TTfest la mesure quasi-invariante
pour (’t’x s XeA) pour le module de quasi-invariance :

T oy ev“"(Ax) - V5(4) avec Vy(A) = V(AUE) - V(§) .

5 : |1 -~
Donc (1) =)4(s-/\) 4 (%) [/?(A)f(Axui) %(A)] = /f(yx) de .

b) Soit /4,:' une version réguliére de la probabilité conditionnelle de /L
par rapport & la tribu des boréliens de XS-/\ s FS—A étant la projection
de/u sur X, e = //LAde(E) :

Pour montrer que /L est une mesure de Gibbs pour le potentiel v,

. ; 5 ¢ =

il suffit de montrer que : /aA = T, pour/uS_A- presque tout & .
Soit f une fonetion de la forme g(%)h(a) avec fe X _p 0 Ae Xy

/,f dp =/dF(E) &(%) /h(A) d/xf(A)

La mesure M étant quasi-invariante on peut écrire :

]df( £) g(Z)/h(Ax) d/t:;(A) = ]d/_«'(f) g(f)/h(A) eVu(Ay) - vZ(A}d/u,}(A)



Ceci est vrai pour toute fonction g de C(XS—A) donc :

t-p presque sfiremnt : /h(AI) d)u;(A) = /h(A) evE(Ax) - Vy(a) d{u:(A)

V xelh - Y e C(XA) : cette condition caractérise la mesure _“,?,

A .
Iu est donc une mesure de Gibbs.

Théoréme

a) une mesure de Gibbs canonique pour un potentiel V est gquasi-invariante

soug l'action du groupe G et admet comme module de quasi-invariagce

la fonction induite par Txy A ev(']nqy) = V(V)) 5

b) et réciproguement.

Démonstration

a) Il suffit de vérifier la propriété caractéristique pour f e C(X,) ;

on suppose x,y dans A .

ff(v) ev(')xy) =¥y dp = de (%) /f(A) ev"r(Axy) = dpz(A)

\Al
- j TYOREPAAINES ) JE ARl CIPPRETVENCY
Or /IAA}N = WA:"N Z-—TL presgue sfirement et 'ﬂ‘s est la mesure de

AN
;s X,ye A\) de module de quasi-invariance

txy -—-—7ev§(Axy) == V;(A) avec : V;(A) =V(Aauy) - V(%) .

gquasi-invariance par (T

a—ry

In)
= ¥ %
Donc : (1) =/d./4(¥,) . %:,AA(|AI= N). f(Axy) df’LA,N(A) = Jf(yxy) df*-

b) Soit feC(X,) E/(£/G,) est une fonction de (%,N) G,-mesurable.

A cause de la linéarité de l'espérance conditionnelle, il existe un:

ensemble G, -mesurable fLde /L—me sure 1 tel que :

V (Z’N) el

£ EF(£/G,)(%,N) est une probabilité : il suffit de

montrer que (%,N) u-presque partout elle est égale 2 TI:N ’
c'est 3 dire quasi-invariante pour (txy 3 X,y€A) et de module eV E(Axy)-v‘“k)’

Clest & dire V feC(X,), les fonctions G -mesurables

E (f,,TXy/G,\) et E (f.eVE(Axy) = VY(A) /G,) sont -presque partout égales.



Pour cela il faut et il suffit que pour toute fonction GA-mesurable g

B(e.2(for, /6,)) = E(e.Bl(r.e" o) “WA) 1)

. = = r £
Mais E(g.E (fct;y /G\)) E(g.fo1§y) car ge T, = & et

E(g.f evi(Axy) = “&A)) = E(g;fo'txy) : c'est la quasi-invariance. CQFD .

Soit G un groupe dénombrable quelconque et X un espace compact.
Le théoréme suivant propose une caractérisation des mesures extrémales du
convexe compact K des mesures quasi-invariantes pour un module donné

continu . On supposera K # ¢ .

Théoréme

po€ Ext(K) si et seulement si f+ est triviale sur la sous-tribu

IG des boréliens de X invariants par G .

Démonstration

= Soit A un ensemble G-invariant avec 0< #(A) <1

On définit /A.(B/A) = ’L;fLB et IM(B/(A) il if\ gﬁ.

ona g o=pa)pl . /a) + pl(a) pC o /(h)

Montrons que /A( RS BE S oF

Soit f mesurable bornée sur X , on a : /f(‘y) ag(y) d,u.(?) =jfog(9) d/u(y) :
Ve cG . onchoisit £(y) = 1,(n) h(y) avec h quelconque .

A est G-invariant donc 1 A(-7) =1 A(g‘))
/h(7) ag(—y) 1A(7) d/u(9)= jhog(-?) 1A(7)drl7) D'ol lA.I.LeK

Donc la probabilité —l—i 1 .fL € K Donc i n'est pas extrémale.
4(2) A & _

& Une fonction f ¢ Ll(X,/u) est dite invariante par G si VgeG :
f(x) = f(g.x)/p—presuqe partout.
Montrons alors que si ﬂ_est triviale sur IG , les fonctions de Ll(X,F)

G-invariantes sont les constantés (il suffit de considérer pour une fonction

G-invariante une fonction borélienne équivalente).



_Puigque le groupe G est dénombrable :

V g,h e G , il existe J borélien avec /u.( Il,gh) =1 et Vxeﬁgh

h

f(gx) = f(hx) 3 soit. Sl =f\ﬁgh on a ,A(IL) =1 et \leeﬂ,f(gx) = f(hx)

Vg,h cG . On pose alors f = f sur fl et £ = 0 ailleurs. Comme L est un
borélien invariant, T est une fonction strictement invariante

(Ve o ¥z e300 o tigx) )

Si acR f_l( [ a, +oo[) est un borélien invariant donc de mesure O ou 1.

On en déduit que f est constante [+ —presque stirement.

Supposons que /u-_~ 3/.4-1 + b/u.2 avec a + b=1 3 a,b>0 etltﬂl ,/LL2 e K.
Ona;/ul<</u et donc il existe feLl(_X,/u) avec p; = f.u
Mais nyec(x) : jf(x)Y«(x) d/-c(x) =]\')(x) d/Ll(x) d'une part et Ve ec
/f(gx) y(x) d(x) = /f(x) ple'x) af(x) - /f(x) (&7 x) 2, (x) aplx)
= jxy(g—lﬂ a,(x) duy(x) = /\y(X) a py(x) .
Donc Vg; e G f(x) = f(gx) f+=pp et donc f est G-invaraante, donc

constante. Puisque /u.et h sont deux probzbilités cela donne /u = /“1 .

Donc /u est extrémale dans K .

Ce théoréme permet de caractériser les extrémales parmi les mesures de Gibbs

et les mesures de Gibbs canonigues.

Remarques
18 1 = {0,1}z et G désigne le groupe des translations , on retrouve
un résultat classique de théorie ergodique : les mesures G-invaraintes - :7.
extrémales sont les mesures ergodiques.
2) Le théoréme permet également de caractériser les extrémales parmi les

mesures de Gibbs ( canoniques) invariantes par translations.
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- 3— Les mesures de Gibbs canoniques extrémales sont des mesures:-de Gibbs

Ce résultat, pour un potentiel 3 portée finie, se trouve dans Logan (7) 3
il est étendu i¢i aux potentiels continus avec la seule restriction :
les fonctions V(?X) - V(v) sont uniformément bornées en x . Cette
condition est également supposée vérifiée dans Georgii (1) ( elle 1'est

trivialement si le potentiel sur X ={O,1}z est invariant par translation).
En suivant Logan, nous allons démontrer le théoréme :

Théoréme
Soit u une mesure de Gibbs canonique extrémale avec 7 #,0, et /&;é 3,
il existe p € ]0,‘”[ tel que :

Veec ; j‘o(x) o {y) 2y )k - <» /{1 - @) 2(x) ap (1)
ev(vx) - v(y)

-

ol cx(v) =

Ce résultat est en effet équivalent au fait que f,est une mesure de Gibbs
pour le potentiel V + Logr.V0 3

Démonstration de 1'équivalence :

0. ()
P L - el e ofly)

d'od : (1) = (2) Ve fw;(X) c () £(n,) dpe =/[1 -*)(x)}f(y) ap
(@) V= tor, [feetna = b - yxlely,) ax
(e @) netcf  [yen() ak = [1 - nGlk,nuimax

Or u € Gibbs(V + Logp.V ) <> Vx e c(x) fk(v)cx(?)d/‘=/k(7x)d/a (11)

oV + Logp ¥ ) (9. ) - (—)(y)

L'équivalence résulte addrs de (2') et (2") & (1') ( k = (l - V(Ii]k +‘7(x)k:

La démonstration du théoréme comporte trois é&tapes :

- la construction de deux mesures vl et v2 a partir d'une mesure

canonique vérifiant (5) : d/ﬁ(x)g(qx)cx(v)dvz =’/1i —jﬂxi]g(?)dvl

- la démonstration du fait que YV, et VA sont des mesures canoniques.

1 2

— 1l'utilisation de 1l'extrémalité de/b pour montrer que vl et v2 lui

sont positivement colinéaires ;3 d'ou la conclusion.
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Etape 1

o Puisque x est canonique pour le pokentiel V :\/f «Cl¥) 5

jf(V)) eV(')xy) - v(y) dp = ff(f)xy) dp (3)
Posons f(v) = q(x)[l - h(yﬁ g(qx) ev(qx) = V(7xy) xfy ge0(X)
Appliquant (3) il vient : v’x,y x by e eClX)

]«;(::) (1 -9 elyy) op(y) ap - _/*)(y) [1 - y@]ely) eyt o (@)

On peut montrer en utilisant une décomposition de f que (4) = (3) :
(4) est donc caractéristique des mesures canoniques.
Posons V = c et v = |1 -
1 5= Jre gy 2 [ ')(y)]/u
les cx(.) étant uniformément bornés, lorsque Yp—>° il existe une sous-

suite, notée encore X telle que : vl’y;_;> vl et v2,y Sk v2 .

n
Si la fonction continue g ne dépend que d'un nombre fini de coordonnées
a4 partir d'un certain rang : g(vy) = g(v) .

Passant & la limite dans (4) il vient :

/7(1) g(ny) o (y) av, = /[1 = ?(x)]g(‘)) av, (5)
relation qui est alors vraie pour toute fonction continue.
Etape 2

e Appliquons (4) & 1la fonction g(7) = f(?) V(yn) o (7) avec x4y ity Fx
//,)(x) [1 -7(y)] . ) cyn(v)x) o () au =

/V(Y) [1 = 7(X)J f(7y) 7y(yn) cyn(?y) °y('7) s =

Nous passons & la limite en y_ en remplagant cy (71) par ¢, (7) et
n n

cy (7y) par cy (7) . I1 suffit pour cela de vérifier la convergence
n n
uniforme vers zéro de :

c.(v.) c_(M.)
= ( ? ot 1 - of ok lorsque tend vers 1'infini
y ;. cy }75 BO% Ya i
n c. (M.)
Cette convergence a lieu car : 1 - TS = 1-e - JV(x’yn)
°yn{7j

et Jv(x,yn) = V(vx) - V(?) - ¥(x) pour ¥ = {yn} —-> ¢ d'ou Jv(x,yn)-a-o .



-
e A la limite, on obtient que vl est une mesure de Gibbs canonique.,

D'une fagon analogue (plus simple) on montre que v2 est aussi une mesure

de Gibbs canonique. (dans chacun des deux cas c'est la relation (4)

que 1l'on vérifie ) .

Etape 3
= =Y
o Montrons que v, c - avec o 1(X) >
-s8ic, =0, c'est vrai .

S
- sinon il existe A>0 tel que ).v/v(x) cX(V/\.) < -;- 1 M s

et Xl o s ).Vl est une mesure positive de masse %- 3 par limite

faible ,elle est de plus Gibbs canonique.

Par extrémalité , /Lest proportionnelle & vl .

e De méme pour v2 .
e Si f—f 5; et p # 5& ¢, et ¢, sont non nulles :

sic, =0 d'aprés (5) , ¥

pour tout x et /L= fo

, » done [ est concentrée sur y(x) =0

de méme si c, = 0 , puisque cx(v) est minoré s o= 5& .

o D'ol le théoréme avec p = c,/c, .

Remarque

1- Georgii, dans (1), obtient le méme résultat, en utilisant les fonctions

thermodynamiques ( activité : 2(7) = lim inf, 1lim inf. lim inf.(§)
V—> S W— S AN—>S

§ = ZA-W,N(?NNQ(Ova—V) avec V. cWchAcS: et ZA,N(V)
2\t N () +1 O Y57

désigne la masse totale de la mesure mA')N de la définition 4 .
> 4

2- Avec la caractérisation des mesures extrémales du paragraphe précédent,

et 1l'inclusion des tribus I une mesure canonique extrémale,

¢ € IE' 5

puisqu'elle est de Gibbs est donc de Gibbs extrémale.
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. 4- Processus d'évolution

- Pour un processus de naissance et mort sur X dont les vitesses sont

-v(y)

données par cx(ﬂ) = ev(vx) , Logan (7) a montré que les probabilités
stetionnaires réversibles sont les mesures de Gibbs , si V est & portée fini.
Ledrappier (5) et Shiga (10) ont étendu ce résultat & V régulier.
- Pour un processus d'exclusion avec changement de vitesses définie sur
les fonctiorns ne dépendant que d'un nombre fini de coordonnées par :
agy) = % 70 (1 7)) p(x,3) e (9) [£(9,) - 2()]
Logan a également montré, pour un potentiel & portée fini, que les mesures
stationnaires réversibles sont les mesures de Gibbs canoniques.
- Nous nous proposons d'étendre ce résultat au cas ou V est un potentiel

continu, I1 faut tout de m&me conserver des conditions suffisantes d'exis-

tence du semi-groupe. Prenons celles-ci dues & Liggett (6) :

1) p(x,y) = p(y,x)
2) c (7)< ¥ Y x5
3) sup % S:A?p ‘cx(‘yu) = cx(‘))’ =+ 00

X

- La condition 3) est une restriction mais elle est vérifiée pour une
classe importante de potentiels : pour une interaction de pairezattractive,
3) est conséquence de 2) .

Probléme : Une condition suffisante du type 3) est-elle vérifiée pour la

claase plus large des potentiels supermodulaires ?

- Notation : on peut écrire le générateur infinitésimal :

ae(y) = 2 e () [6(9 ) - £(9) (1)

tx,4)
od e, (1) = p(x,¥) e,(9) si (x) =1 () =0

L}
"

p(y,x) cy(*)) si W(x) =0 %) =1

=1 sinon .
- Avec 1l'hypothése p(x,y) = p(y,x) , la somme ne porte que sur les
ensembles {x,y} tels que p(x,y) #0 .

On remarque gue 1'hypothése classique p irréductible est éauivalente a dire
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que les transformations Txy correspondantes- engendrent G ( cf. Appendice B)

- D'autre part c_ ™) = eV(')xy) - v(n) module de quasi-invariance
Cxy\Y

: Xy Ixy

qui est donc connu, puigoue connu pour unsystéme de générateurs de G .

- Enongons donc le théoréme :

Théoréme

Soit V un potentiel continu, tel que "V(7x> - V(q)” soit bornée en x.

Soit p(x,y) une matrice stochastioue irréductible symétrique.

Supposons d'autre part que l'opérateur SL défini sur les fonctions ne dépen-

dant que d'un nombre fini de coordonnées par la série (normalement convergente)

Slf(y) = ZZ. c_(v) [f(? ) - f(?)] s'étende dans le générateur

{')a'} xy Xy

d'un semi-groupe.

Alors les mesures stationnaires pour le processus sont les mesures de Gibbs

canoniques pour le potentiel V.

Remarques sur les hypothéses

- on a les conditions suffisantes deiLiggett.

- la borne uniforme est une condition d'un autre type (elle a déji servi)

- la convergence normale de la série en résulte et sera plusieurs fois
utilisée.

Démonstration

- On rappelle gu'une mesure réversible est une mesure telle que:
Ve o w0kl _/}.Ttg %M :
V£, ecdOr) /f.ﬂg dp = jg.SLf dp (Logan th. 3.1 ) (1)

J/é.th %u_ ce qui est équivalent a :

C'est en particulier une mesure stationnaire pour le processus.

- Gibbs canonique réversible :

-ﬁ(y)cm(v)g(ym) B n /g(*))cxy ey ) au Y £,eeccx (2)

c ()
car les deux membres snt égaux 3 : }[f(v)g(vxy)cxy(?xy) ;EXT%——T ka
: Xy /Xy

- Si f et g ne dépendent que d'un nombre fini de coordonnées f.flg - g.fLf

est somme d'une série normalement convergente et on obtient :

/f.ﬂg d/.k = /g..ﬂ.f d/u.
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- Par définition de /L ( densité , dans le graphe defl, des couples (f,fLf)
pour les f ne dépendant que d'un nombre fini de coordonnées ! ), cette

relation s'étend aux couples (f,g) des fonctions du domaine J () .

= Réciproguement

Soit (x,y) un couple tel que p(x,y) # O .

Soient f = X,y € N\ g =

Ty A) ltony, M7 N Sy

nf = g;igzt(v) [f(?zt) - f(y)] et la série est normalement convergente.

t.flg - g.iLf - {g}czt(«;) Letpen,,) - 209,,)e( ]

I1 suffit alors de remarquer que tous les crochets sont nuls sauf peut-
&tre quand {z,t} = {x,y} .
En effet, envisageons les divers cas :
- 81 X,ye¢ l\o ou x,ye - I\O alors f = g et tous les crochets
sont nuls .
- on peut supposer x e et ye A —/\o =

e 8i 2,1t € S=-A fyg sont invariantes par t;t et le crochet est nul.

- sizyzte f(y)el,,) - £(9,,0809) = o AP o ndy,zt()) =
1@0,A]zt lﬁo,A]xy(p) et le résultat est nul sauf si les

cylindres coincident c'est a dire {x,y)} = {z,t] et le crochet
est égal &3 (f - g)(y) :
b zéS-A, te A, un examen de tous les cas montre que tous les
crochets sont nuls.
D'ou pour toute fonction caractéristique de cylindre:=:

/cxy(n) [£(y) - f(‘)xy)]d/u =0

Par linéarité et densité cette relation est vraie pour toute fonction de C{X).

c (M)
On en déduit que/L est quasi-invarainte pour le module —51(2—* H
c )
xy\ )xy
c'est donc une mesure de Gibbs canonique.
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5— Caractérisation des mesures réversibles extrémales du processus d'évolution

e Soit ﬂ.une mesure réversible pour le semi-groupe de transformations

{2 » t70} de générateur N tel que : YV e a(0) Jf.f\.f d/u. <0
Un théoréme de Holley et Stroock (4) assure gu'alors il existe un
unique semi-groupe de contraction de L2(X,F) fortement continu -
auto-adjoint prolongeant le semi-groupe défini sur C(X) . Son générateur IH#

est le prolongement auto-adjoint de fL 3 LZ(X,fJ . Son domaine est noté&j(gf).
e Nous utiliserons ce théoréme pour démontrer le suivant :

Théoréme
f‘ réversible extrémale <« Toute fonction Tt—invariante de LZ(XUM)

est une constante.

La démonstration de cethéoréme résulte d'une suite de lemmes.

e Vérifions d'abord (fNf,f) < 0 pour feH(5) : il suffit de le vérifier

pour ¥ dans F(X)

/f..flf du = / =) 1) [f(y ) - f(-;))d/«
=% {E}/cxy(‘y){f(y)[f(vw) - f<9)]+ f(‘)xy) [f(y) - f(7,w)]}/k

car u est de Gibbs canonique

-3 (x, y}f () Lf(')xv ) =ty 2 e i

e Lemme

f Tt—invariante = f G-invariante .

- . 1 =
' 3 z s S = F _
d'aprés la relation précédente : J[f.Jlf %F— = 5 ¢© 1?(7 ) f(7) df«éo
V x,y et pour tout élément f de & (2,) par extension de (1)
? Iu

si f est T ,-invariante elle est dans le domaine de {l. et Jg#f =0

d'od : Y X,y p(x,y) # O ‘)fcxy(7) [f(?) = f(7xyf]2 %f~ = 0
et f(?) = f(yxy) - -presque partout .

les transformations T%y . p(x,y) # O engendrant 1le groupe G , f est

G invariante .
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e Réciproogue : démontrons d'abord le résultat suivant :
- lemme

Soit fe L2(X,/u) , f G-invariante alors Vg eF(x) , (f£f,0g) =0

Bnettet + (f,08) = 2 [o (o) 2(9) [ely,) - e(y) ap
la fonction h : h(?) = f(?)g(vxy) est dans Ll(X,fO ol }- est une
mesure de Gibbs canonique , donc J/cxy(v)[h(?xy) - h(7)]%ﬂ.= e
Puisque f est [ invariante, tous les termes de la série sont nuls,
d'ou le résultat.

/

Ceci permet de montrer alors que : E% (f,Ttg) =0 .
Donc : (f,Ttg) - (th,g) »{f,g)] ot i f e« T.f .
o Remarque
Shiga utilise une méthode complétement L2 faisant intervenir la racine
carré de l'opérateur positif ‘SHM 1
e Corollaire
M est extrémale si et esulement si toute fonction Tt invariante est

constante dans LZ(X,/Q.

Lemme
Soit/L'une mesure de Gibbs.

Si £ est Ttinvariante alors f est G-invariante.

Démonstration

Ceci a un sens puisque /;est une mesure de Gibbs canonique ;
puisque f est Tt invariante, d'aprés le lemme précédent, f est G invariante,

9@ 0 -y 2y, - f(y)]lL2= Y[ = peley) - 2]

d'ou :

fctiot’ - fat; l > ——> 0 car c'est en particulier vrai pour les

fonctions de F(X) et on peut passer 3 la limite car les transformations (T%)
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oy

forment une famille équicontinue dans LZ(X,ﬁJ ( de norme inférieure
Vi si o (y) <)
pow : Lin fox) [ - p)lleCy,) - f(7))| e (1)

L

Y—> o0

1]
(@

l -")(X)]')(y) (f(*)x) ~ f(v)))l 5 (2)

De mé&me on peut montrer que : lim
L

F> o2

Pour une mesure de Gibbs telle que : %- < cx(q) <M on peut majorer la

mesure de tous cylindre [Ao'A] par ——l——TlA‘: en particulier si J est
(3

M

une partie infinie de S : :Zj ~7(y) = jz, [1 --?(yj} = +00 MU-pp
yee=d yeld

D'aprés (1) il existe un ensemble A de/L-mesure 1 et une sous-suite =

tendant vers o tels que : ‘7(1)[1 - V(YnX][f(vx) - f(?i}—* 0 (3)

\VV e A3 il existe alors un ensemble B de/ﬂ-mesure 1 avec (3) et

;i [1 - V(yn)] = + 00 . Pour yeB , la suite de (3) prend donc une
infinité de fois la valeur 7(1)(f(7x) - f(y)] gui est donc nulle.
De méme : [1 - 7(xiﬂ?(7x) - f(y)] est presque partout nulle et

f(?x) - f(g) = 0 j«-presgue partout.

Corollaire ( réciproque du théoréme du § 3 )

Les mesures de Gibbs extrémales sont canoniques extrémales,

Si M est de Gibbs extrémale , toute fonction G-invariante est constante

(théoréme du § 2) Donc d'aprés le lemme toute fonction T -invariante est

constante. Donc d'aprés le corollaire de la page 17, /Lest une mesure de

Gibbs canonique extrémale.

Ceci achéve de démontrer le théoréme principal.
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Appendice A Théoréme d'existence des mesures de Gibbs

On sait que les mesures de Gibbs sont les mesures guasi-invariantes
pour le module a,(y) = ev(vﬁ) - v(9) ou A eF(S) et VA(x) =‘7(x)
six¢g A et 1-7(:) ot ¥ech oo,

Cette présentation nous permet de donner une démonstration de leur
existence.

Le groupe G peut &tre identifié a F(S) , Z/22 espace vectoriel .

Ve vérifie donc V£ e ¢(X) jf(')) a(v) dlu = /f( 9,\) dpe
c'est a dire Vg e=8L1) /g(7) d/u = /g( 9,\) 3,\(‘7) d/*
/L est donc une mesure invariante pour la transformation TA non ponctuelle :

T,\{g) - (gotA)'a'A(O)

Proposition 1

L'ensemble des transformations TA » NeF(S) forme un groupe isomorphe a G.

Démonstration
T w1 en effet :
T ) (@)= e Vin = ((g07, ap )oT, ).a
Ay A, AP Ay A, L h 1 N,

= (goT, oT, )(a, oT, )(a, )
o g Ao A A,

~ = 3
ko A By %0 “A, MAA,

-

On a donc ramené le probléme des mesures quasi-invariantes & celui des
mesures invariantes sous l'action d'un groupe abélien (donc moyennable)
de transformations.

L'existence de mesure de Gibbs résulte alors d'un théoréme de roint fixe
si on trouve un convexe compact de mesures sur:X, sur leguel le groupe

agit continument.
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Proposition 2

I1 est nécessaire et suffisant de montrer que 1l'ensemble des mesures

de probabilité sur X telles que f&(aA) =1 >Vﬁ\ est non vide.

- c'est nécessaire car les mesures de Gibbs ont cette propriété.

- c'est suffisant car le groupe des T, agit par dualité sur ce convexe

compact.

Théoréme 3

Il y a au moins une mesure de probabilité IS telle que fk(go =1 \/A.

En effet e probabilité < Vf e ClX) /.L(f) < o(f)

avec p(f) = sup f(x)
p est une fonctionnelle sous—additive positivement homogéne. Par le
théoréme de Hahn-Banach l'existence de furésulte de ce que sur le sous-
espace E engendré par les a, on trouve une (et une seule !) forme linéaire
M/E <P .

I1 suffit pour cela de¢ montrer : Ef«j_ < p(Zixia,\i)

\f dl, > §¥n Al’ ceemaily Z ce qui résulte de l'existence des
mesures de Gibbs sur 1'ensemble fini A = k)Ai avec une condition
extérieure.

Appendice B

Proposition

S5i p(x,y) est symétrique et irréductible, 1l'ensemble des transformations

txy avec p(x,y) # O engendre le groupe G .

Soit x,y € £ , puisque p est irréductible , il existe une suite

X, = X 5 X5 eee 9 X, =3 avec YV i p(xi,xi+1) #0
OI‘ T = ’C’x x Ot; 5 0 ....OT x ot; x ] .‘.oz; X L
= ol n-1"n  *n-2"n-1 01

ce qu'on obtient en décomposant de deux maniéres différentes la permutation

circulaire (xo""xn)“—’(xn’xo’°”xn-l)’ Le résultat suit puisque les T%y

engendrent -
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Appendice C
On peut démontrer le théoréme Ext CanV = U Ext G(V +.)Vo) dans

—0€ Ag +0 ;
toute sa généralité (c'est a dire avec la seule hypothése [v(yx) - V(j)'é M

en se servant du semi-groupe Ut = exp tH

. I =
HE Z/xy cry(D 18y, £(9) )
ou la série des >&y est convergente 3 H est continu mais le processus

ainsi construit n'est pas du type précédent.
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