Projet de DEA 2002/2003

Cours Calcul des Constructions Inductives

Présentation

L’objectif du projet est d’étudier diverses notions de réalisabilité pour les calculs des prédicats intui-
tionniste et classique. A titre d’exemple on comparera la réalisabilité de I'axiome de choix.
Les projets sont individuels. Toute question est & adresser & 'une des personnes suivantes :

Bruno.Barras@inria.fr, Christine.Paulin@Iri.fr, Hugo.Herbelin@inria.fr.

Le calcul des prédicats intuitionniste [/ PC¥

Les termes du calcul des prédicats d’ordre fonctionnel supérieur IPC* sont les A-termes non typés
(on note cet ensemble A).

tbu = x| At tu
Les formules de IPC% sont
AB = t=u|A—A|Vz.A| Iz A

Les régles d’inférence de I PCY sont définies par

t=pu F'Ft=u '+ Alt/x]

NAF A F'Ft=u 'k Alu/x]
I'AFB 'A—B TFA

I'-A— B I'+B
I'HA x pas libre dans I' I'FVe.A

TFVa2.A Tk Alt/z]
I+ Alt/x] AFC M+3z.4 x pas libre dans T

I'k3dz.A r-c

ot la substitution est sans capture de variable et les T' des ensembles de formules!.

Pour la gestion des variables liées et de la substitution, on pourra (en particulier) se référer a la
contribution CoC-in-Coq [?]. Pour les critéres de terminaison non structurels, on pourra éventuellement
consulter le fichier Logic/Wf.v de la bibliothéque standard de Coq.

Réalisabilité dans I PC¥

On réalise IPC¥ par les termes du A-calcul (non typé) modulo S-conversion. On définit (¢,b) comme
Af.ftb, m1(b) comme b(Axy.z) et m2(b) comme b(Azy.y). On définit a IF A de la maniére suivante :

blFt=u ssi t=pgu

blFkA— B ssi pour tout al- A, on a ba - B
alFVz. A ssi  pour tout A-terme ¢, on a at I Aft/x]
alF3z.A ssi ma(a)lk Alri(a)/z]

1On pourra prendre alternativement des suites de formules et ajouter une régle de contraction



1) Définir le prédicat ¢t = u en Coq.
2) Justifier la bonne fondation de la définition de a I+ A et définir le prédicat a I A en Coq.
3) Donner une preuve en Coq que I’axiome du choix sous sa forme fonctionnelle.

Vady.é(z,y) — 3fvré(z, fx)

est réalisable

4) Montrer que les formules (négatives) de la forme —A (on pose ~A = A — Azy.x = Azy.y) sont
pré-réalisables, c’est-a-dire qu’il existe a tel que s’il existe b qui réalise —A alors a aussi réalise —A.

5) Donner une preuve en Coq que le principe d’indépendance des prémisses pour les formules négatives
(z n’est pas libre dans A) est réalisable.

(~A = Jx.d()) — Fz(-A — ¢(x))
6) Formaliser IPC% et montrer que Ay, ...A, b A entraine lexistence de b (ayant x1, ..., x, comme

variables libres) tel que pour tout a; IF Ay, ... a, IF A,, on a blay /z4]...[an/x,] IF Al

Remarque : on pourra alternativement choisir comme ensemble de réalisateurs un sous-ensemble des
A-termes du méta-langage (c’est-a-dire Coq lui-méme). Typiquement, ce sera la réunion des types du
CCI engendrés par la grammaire

T == unit |T->T | A>T | AT

La (-conversion sera alors implicite.

Le calcul des prédicats classique PCY

On considére maintenant la version classique PC¥ de IPC¥. Le systéme de preuve est inchangé a
ceci prés que l'on autorise plusieurs formules & droite du symbole F.

t=pu F'Ft=uA - Aft/z], A

AR A A F't=u,A I'F Afu/z], A
I'AF BA 'HA— BA 'FAA

'-A— B A I'-B,A
'FAA x pas libre dans ', A 'V A A

I'-vz.A A TkHAlt/z], A
I Alt/z], A AR A Nt3dz.A4,A x pas libre dans T', A

IF3z.A A TFA

Réalisabilité classique dans PCY

La réalisabilité classique [?] met en jeu 3 types de réalisateurs. Les termes réalisent les conclusions,
les continuations (ou piles) réalisent les hypothéses et les commandes réalisent I’absurde.

On utilise le calcul classique de [?] ou les termes, continuations et commandes sont définies par
induction mutuelle (les variables de ce calcul sont notées z, 2/, ... par opposition aux variables du -
calcul dont parle la logique qui sont notées z, y, 2/, ...).

n= z | Az.a | Ax.a | pac| (t,a) termes
n= ala-e|t-e]|(z,2)—c continuations
c = axe commandes
La réalisabilité classique se définit relativement & un ensemble donné I de “réalisateurs de comman-

des”. Plutoét que de gérer explicitement I’évaluation dans la définition de la réalisabilité, on exige que 1L
soit clos par réduction inverse, ou les régles de réduction sont :



(Az.a)x(b-e) — alb/z]xe (B1)
(Ar.a)x(t-e) — alt/z]xe (B2)
(t,a)* ((z,2) —c) — clt/z]la/z] (paire)
(na.c)xe —  cle/al (1)
On définit mutuellement la réalisabilité d’'une hypothése A par une continuation e, noté e : A I, et

la réalisabilité d’une conclusion A par un terme a, noté a :IF A, de la maniére suivante

e:t=ulk ssi t#gu
a-e:A— Bl ssi a:l-Aete: Bl
t-e: Ve, AlF ssi e: Alt/z] IF
e:Jx. AlF ssi  pour tout ¢, pour tout a :I- Aft/z], on a (t,a) xe €L

a:lFA ssi pourtoute: Al-,onaaxecl

Noter que si on prend 1= ) alors, la réalisabilité classique coincide avec la vérité : une conclusion
est ou bien réalisable par n’importe quel terme ou bien réalisable par aucun terme.

On peut montrer par induction que Ay, ..., A, F By, ..., B, entraine 'existence d’une commande c tel
que pour tout ay Ik Ay, ... ap, :IF Ay eq : Brlby e s By Ik onaclar/z1]...[am/zm][e1/0a]...[em/am] €L
1.

En particulier, si on définit I comme ’ensemble des commandes normalisables, alors on peut démon-
trer que les réalisateurs tant d’une conclusion que d’une hypothése sont normalisables et ’on obtient un
théoréme de normalisation.

La formule ¢ = ¢t (méme si 1.# () est réalisée par n’importe quel terme, tandis que | = (A\z\y.x =
AzAy.y) n’est réalisée que par les termes de la forme pa.c avec ¢ € L.

En réalisabilité classique, la formule Vt, u.——t = u — t = u est réalisée. Un réalisateur est

d = v,y \z.pa.(zx (A" uB.(2" x a)) - 7))

car,si (t-u-a-¢e): Vt,u——t=u—t=ulr)aveca:lF -—t=wuet e:t=ulr, alors

dx(t-u-a-e) = ax((A\ .pb.(2 xe))-7)

Comme (\2'.uB.(2' x€)) xa” - e’ 5 a" x e quelque soit a” -t =u et ¢’ : LI et que a” Ikt =u
entraine a” xe €L, on a (\z'.uf.2" xe) :IF =t = u.

Comme a :IF ==t = u, on obtient a*x(Az".uf.2"xe) -y €1L. D’otu le résultat car L est clos par réduction
inverse.

1) Démontrer formellement en Coq que d :IF Vi, u.——t = u — ¢ = u.

2) Montrer formellement que F A implique 'existence d’un b tel que b :IF A.

3) Montrer informellement que I’axiome du choix n’est pas réalisable.

4) On change maintenant la réalisabilité des quantificateurs comme suit

e:t=ulk ssi t#gu

a-e:A— Bl ssi a:l-Aete: Bl
e:Vax.AlF ssi il existe ¢ tel que e : Aft/z] IF
e:dx.AlF ssi pour tout t on ae: Aft/x] IF

a:lFA ssi pourtoute: Al onaaxecl

Montrer informellement que ’axiome du choix est alors réalisable (& supposer que 'axiome du choix
soit vrai dans le méta-language).
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