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Chapitre 1

Introduction au Calcul des
Constructions Inductives

1.1 Motivations

Ce cours traite de la preuve formelle, comme discipline de I'informatique. Il prolonge donc le
cours de tronc commun « Fondements des systémes de preuves », mais en mettant 'accent sur
la construction effective de preuves formelles et de leur vérification sur ordinateur.

Si la logique mathématique, c’est-a-dire la formalisation compléte du raisonnement est une
discipline déja relativement ancienne, elle a été relativement bouleversée par 'arrivée de ’or-
dinateur: la capacité de la machine & manipuler rapidement de grosses expressions symboliques
permet de formaliser entiérement des raisonnements non-triviaux. La question que se pose le logi-
cien n’est alors plus tant « existe-t-il une formalisation de tel raisonnement ? » que de construire
et d’exhiber cette formalisation.

C’est avec cette observation a l’esprit que nous chercherons a traiter des points suivants:

Formalismes

Le choix du formalisme est important pour la pratique des mathématiques formelles. Non
seulement il doit étre capable d’exprimer la preuve concue par le mathématicien, mais il doit
permettre de le faire de la maniére la plus facile et la plus intuitive possible. De fait, les évolutions
récentes du Calcul des Constructions Inductives ont presque toujours été motivées par la pratique
et sont donc postérieures aux premiéres implémentations de CoC puis Coq.

Modélisation

Plus encore qu’en mathématiques usuelles, savoir bien énoncer les propositions que I’on espére
prouver est essentiel si 'on veut ultimement aboutir & une preuve formelle. Si ’on fait I’analogie
entre les activités de prouver et programmer, alors le choix de la modélisation correspond a celui
de la structure de représentation des données, avec les conséquences immédiates et évidentes sur
I’architecture du logiciel obtenu.

Plus généralement, il nous semble que les analogies entre les activités de preuves et de pro-
grammation sont nombreuses, et s’il existe un « art » de la bonne programmation, il en va de
méme pour les preuves formelles. De plus, a chaque couple formalisme/probléme, correspond un,
ou plusieurs, style de bonne preuve, tout comme il existe de bons styles de programmation pour
un probléme et un langage de programmation donné.

Nous nous attacherons particuliérement & la modélisation et la formalisation de problémes
informatiques ou la stireté est importante, et a la preuve de correction de programmes.
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Architecture des systémes

Enfin nous chercherons & décrire les grands principes d’un logiciel d’assistant & la démonstra-
tion. Poursuivant encore ’analogie avec la programmation, ceci correspondrait a la description
d’un compilateur. Nous nous intéresserons principalement au systéme de preuves Coq.

1.2 Quelques rappels sur les théories de types

Aujourd’hui, on désigne généralement par « théorie des types » un formalisme logique dont
les objets sont des A-termes typés. Il existe plusieurs formalismes rentrant dans cette catégorie,
et ils se distinguent essentiellement par le systéme de types plus ou moins riche des objets, ainsi
que par la logique pour parler de ces objets. On peut citer en particulier la logique d’ordre
supérieur de Church, la Théorie des Types de Martin-Lof, la logique du systéme PVS et le
Calcul des Constructions Inductives (CCI) dont les variantes implantées par Coq seront 'objet
et le support premier de ce cours.

Les objets de la logique d’ordre supérieur de Church sont les A-termes simplement typés.
Les trois autres formalismes utilisent essentiellement des variantes (ou plutdt des fragments) du
langage de programmation ML. Ils se distinguent par leur logique:

— PVS utilise un calcul des prédicats classique, sous forme de calcul des séquents; ses objets
sont un fragment fortement terminant de ML, enrichi par une notion de sous-type. Les
preuves en revanche ne sont pas un objet du formalisme.

— La théorie des types de Martin-Lof est une logique prédicative. Les preuves sont elles-
mémes des A-termes et 'accent est mis sur la constructivité.

— Le Calcul des Constructions Inductives est lui une extension de la logique d’ordre supérieur
et autorise la quantification imprédicative sur toutes les propositions.

Sur tous ces points, nous renvoyons bien stir au cours de tronc commun. La plupart seront par
ailleurs illustrés tout au long du cours.

Un point commun essentiel de CCI et de la théorie de Martin-Lof est bien stir qu’ils sont
construits sur la correspondance de Curry-Howard. Rappelons que cela signifie que:

— les preuves sont des objets,

— les propositions sont des types,

— une preuve d’'une proposition P est un objet p de type P.

En simplifiant, on peut dire que les avantages informatiques de cette approche sont:

— Une plus grande homogénéité preuves/objets, qui simplifie I'implémentation du systéme

de preuves.

— Un statut bien compris des preuves comme objets du formalisme; en conséquence, elles
ont également une représentation claire dans I'implémentation.

— Une articulation entre calcul et déduction qui permet des preuves particuliérement concises
dans certains cas (depuis l'exemple 2 + 2 = 4 ci-aprés aux preuves par réflexion comme
la tactique ring).

1.3 Un premier contact avec Coq: Curry-Howard en action

Le systéme Coq est un systéme de traitement de preuves pour une version prédicative du
Calcul des Constructions Inductives. Les composantes essentielles du systéme Coq sont:

— un noyau de vérification de types et de construction d’environnements bien typés

— un langage de développement de théories mathématiques: Gallina

— un outillage d’aide a la construction interactive de preuves par des tactiques de preuve
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1.3.1 Syntaxe de base du formalisme

Le formalisme implanté par Coq sera donc couramment appelé CCI. 11 s’agit pour 1’essentiel
d’une extension du Calcul de Constructions (CC) traité en tronc commun. Il nous faut dés
maintenant signaler quelques différences de notations avec la syntaxe employée jusqu’ici.

Tout d’abord, Coq est congu pour pouvoir étre utilisé par une interface en mode texte (ASCII
ou Unicode). Les notations de Coq pour Az : A.t et Iz : A.B sont:

— La A-abstraction est notée fun x:A => t. Cela désigne la fonction qui & un objet x de

type A associe l'objet t.

— La quantification universelle est notée forall x:A, B. Cet objet est le type des fonctions
qui & un objet x de type A associent un objet de type B. Comme en tronc commun, on
utilisera la fleche pour simplifier ’écriture de ce type lorsque x n’apparaitra pas dans B.
En ASCII cela donne A->B.

Par ailleurs, essentiellement pour des raisons historiques, les sortes portent d’autres noms en
Coq que dans le cours de tronc commun. Rappelons que les sortes sont des constantes particu-
liéres, qui sont les types des types. Dans le cours de tronc commun, on utilisait une sorte Type
qui est le type des types, et une sorte Kind qui était le type de Type. Cette derniére servant
essentiellement & énoncer les régles correspondant au polymorphisme.

Dans les versions de Coq antérieures & la version 8.0, Type est remplacée par deux sortes « ju-
melles », Prop et Set. Intuitivement, Set contient les types de données (objets « calculatoires »
qui sont pris en compte par le processus d’extraction de programmes de Coq — cf le chapitre
consacré) et Prop les énoncés « logiques » (qui sont « oubliés » par le processus d’extraction).

Depuis la version 8.0 de Coq, Prop garde le role joué par Type dans le Calcul des Constructions
traité dans le cours de tronc commun. Il reste une sorte nommée Set mais qui est une version
prédicative de Type. Typiquement, le type forall A:Set, A->A ne peut pas s’appliquer a lui-
méme en Coq version 8.0.

Pour ne rien arranger, la sorte Kind se trouve renommée Type dans Coq. Au lecteur qui serait
tenté de voir la une source de confusion, rappelons simplement que I'informatique est sans doute
la science de la bureaucratie et d’une vision un peu tyrannique de l'ordre et particuliérement du
renomimage. . .

1.3.2 Vérification et inférence de types

A partir de 14, nous pouvons taper nos premiéres commandes pour utiliser le vérificateur
de type. En syntaxe Coq, l'identité polymorphe est donc notée fun (A:Type) (a:A) => a. On
demande au systéme de vérifier la bonne-formation d’un objet par la commande Check; les
commandes Coq étant toujours terminées par un point, cela donne:

Coq < Check (fun (A:Type) (a:A) => a).
fun (A : Type) (a : A) => a
: forall A : Type, A -> A

Toutes les opérations de typage de Coq ont lieu dans un environnement global. Cet environ-
nement correspond au contexte I' des jugements de typage I' = ¢ : T. Il est donc possible de
pousser de nouvelles variables dans ’environnement:

Coq < Variable A : Prop.
A is assumed

Coq < Variable a : A.
a is assumed
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De plus, 'environnement de Coq peut également contenir des constantes, ou abréviations.
Pour cela, on associe un terme & un nom; de plus, I’environnement mémorise aussi un des types
du corps de la constante!.

Coq < Definition Id (B:Type) (b:B) := b.
Id is defined

Coq < Check Id.
Id
: forall B : Type, B -> B

Coq < Print Id.

Id = fun (B : Type) (b : B) => b
: forall B : Type, B -> B

Argument scopes are [type_scope _]

1.3.3 Deux tactiques de base

Construire une preuve revient, dans notre formalisme, & exhiber un A-terme du type attendu.
L’utilisateur dispose pour cela d’'un mode de preuve interactif. Les commandes de ce mode
interactif sont appelées tactiques de preuve. Voici une illustration sommaire de leur principe, sur
un exemple simple; on se donne trois variables propositionnelles A, B et C, puis 'on cherche a
prouver la tautologie suivante:

Coq < Variables A B C : Prop.
A is assumed
B is assumed
C is assumed

Coq < Lemma exempl : ((A ->B) ->C) -> B -> C.

1 subgoal
A : Prop
B : Prop
C : Prop

((A ->B) ->C) ->B ->C

On a alors le lemme comme seul but courant, sous la double barre. On peut commencer a
construire la preuve:

Coq < intros c b.
1 subgoal

: Prop
: Prop
: Prop
: (A->B) >¢C
: B

T 0 QW=

C

1. Rappelons qu’en raison de la régle de conversion, un terme bien-formé peut avoir plusieurs types dans CC
ou CCI.
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On voit que (A->B)->C et B ont été poussées comme hypothéses dans le contexte local, au-dessus
de la double barre. Elles ont été nommées comme demandé.

Du point de vue de la construction de la preuve, cette tactique correspond & la A-abstraction
comme on peut le voir en affichant la preuve partielle construite.

Coq < Show Proof.
(fun (¢ : (A ->B) ->C) (b : B) =>73)

Une preuve partielle peut comporter plusieurs points d’interrogations, c’est-a-dire que 'on peut
avoir plusieurs sous-buts simultanément, chacun avec son contexte local.
La tactique apply correspond & ’application:

Coq < apply c.
1 subgoal

: Prop
: Prop
: Prop
: (A ->B) >¢C
: B

T 0 QW=

A ->B

On est alors passé au terme de preuve partiel fun (c:(A->B)->C) (b:B) => ¢ 71 ou le but
courant est maintenant A->C. On finit donc la preuve par

Coq < intros a.
1 subgoal

: Prop
: Prop
: Prop
: (A->B) >¢C
: B
: A

P T 0O Q>

B

Coq < exact b.
No more subgoals.

La commande Qed (ou Save) permet alors d’ajouter a I’environnement global le terme exemp1
ainsi crée:

Coq < Qed.

intros c b.

apply c.

intros a.

exact b.

exempl is defined

Coq < Print exempl.

exempl =

fun (¢ : (A ->B) ->C) (b : B) =>c (fun _ : A => D)
(A ->B) ->C) >B ->C
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Rassurons enfin le lecteur: une preuve aussi simple peut, heureusement, également étre trou-
vée automatiquement par les tactiques de preuve plus évoluées dont dispose le systéme. Plus
généralement, ce document n’est d’ailleurs pas un manuel d’utilisateur, ni un cours de Coq.
Nous renvoyons pour cela a la documentation standard de Coq [Coq07].

1.4 Les Entiers Naturels dans CCI

1.4.1 Deéfinition

Le type des entiers naturels est le plus petit type contenant 0 et clos par le successeur S; une
telle définition par plus petit point fize est appelée une définition inductive.
La syntaxe en Coq d’une telle définition est:

Coq < Inductive nat : Set :=
Cog < | O : nat
Coq < | S : nat -> nat.

Cette commande ajoute & I'environnement du systéme les objets suivants:

— le type nat : Set

— les deux objets 0 : nat et S : nat -> nat appelés constructeurs de nat.

En général, cette définition (ainsi que la plupart de celles qui suivent) sont déja présentes
dans ’environnement du systéme au lancement.

Coq < Print nat.
Inductive nat : Set := 0 : nat | S : nat -> nat

Coq < Check nat.
nat
: Set

Coq < Check 0.
0
: nat

Coq < Check S.
S
: nat -> nat

Remarque Informellemment, le plus petit type ainsi défini est celui dont les habitants sont 0,
(8 0, (S (S D)), etc. On a donc bien une représentation de la notion mathématique d’entier
naturel.

Remarque La vision informatique est que cette définition est la version Coq du type concret
ML bien connu:

# type nat = 0 | S of nat;;

On peut remarquer au passage, qu'en Coq le constructeur S est fonctionnel et peut donc exister
sans son argument. Il s’agit 14 d’un point syntaxique, d’importance marginale.

Remarque D’un point de vue ensembliste, les entiers naturels sont le plus petit point fixe de
l'opérateur suivant:

F(X)={0}U{(S z),z € X}.
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Cet opérateur est monotone, et admet donc un plus petit point fixe. En effet, I'univers des
ensembles est un treillis complet par rapport a ’ordre d’inclusion.

Cette possibilité de voir la définition comme un plus petit point fixe sera commune a toutes
les définitions inductives. Par ailleurs on verra plus tard, comment ces points fixes apparaissent
également dans la sémantique de la théorie.

Dans ce chapitre, nous n’expliciterons pas les régles de typage qui sous-tendent les définitions
inductives. Elles seront explicitées en partie lors du cours 3.

1.4.2 Syntaxe alternative

Par défaut, les entiers de nat sont représentés en Coq via la notation standard en base 10.
Par exemple, la notation 3 désigne I'entier naturel (S(S(S 0))). Qu’il soit clair que ces deux
écritures désignent le méme terme et sont représentées de maniére identique dans le systéme.

On verra plus loin que les symboles infixes +, *, <=, ... désignent aussi par défaut en Coq les
opérations arithmétiques sur nat. A tout moment lors d'une session Coq, on peut désactiver les
notations évoluées telles que 3, +, <=, ... en utilisant la commande Set Printing All.

1.4.3 Fonctions sur les entiers
Deux exemples simples

Les entiers sont 'archétype du type de données récursif. Tout comme en ML, I’on calcule sur
ces entiers grace a des fonctions définies par deux mécanismes fondamentaux:

— le filtrage,

— la récursion.

Le premier exemple d’une telle fonction est en général ’addition. Voici sa définition en ML:

let rec plus n m =
match n with

0->m
| (S p) -> S(plus p m);;

et I’équivalent en syntaxe Coq:

Coq < Fixpoint plus (n m:nat) {struct n} : nat :=
Coq < match n with

Cog< | 0=>m

Cog < | 8p=>8 (plus p m)

Coq < end.

Et voici, de méme, une définition de la multiplication:

Coq < Fixpoint mult (n m:nat) {struct n} : nat :=

Coqg < match n with

Coq < | 0=>0

Cog < | S p =>plus m (mult p m)
Coq < end.

La notion de récursion structurelle

On comprend bien que la construction Fixpoint correspond & la définition d’une fonction
récursive, au méme titre que le let rec de ML. On note en revanche que le premier des deux
arguments de chacune des deux fonctions est syntaxiquement distingué par I’emploi du mot-clé
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struct. La raison en est simple: lorsque la théorie des types, comme ici, est utilisée en tant que
formalisme logique, la cohérence du formalisme est essentiellement assurée par la propriété de
normalisation, c’est-a-dire de la terminaison des calculs. Une sommaire justification informelle
pourrait étre donnée ainsi: supposons qu’il soit possible de définir la fonction suivante.

Coq < Fixpoint non_sens (n: nat) : nat := non_sens n.

Il est alors clair que l'objet (non_sens 0) ne correspond mathématiquement pas & un entier
naturel, et ne saurait étre accepté dans le formalisme.

On reviendra par la suite a I’étude de la propriété de normalisation, et renverra, pour l'instant,
au cours de tronc commun. Retenons pour l'instant que:

Toutes les fonctions récursives acceptées par le systéme doivent terminer.

Pour pouvoir définir des régles de typage, il importe donc d’isoler une classe de fonctions récur-
sives terminantes. Pour ce faire, on généralise la classe des fonctions définissables dans le systéme

T de Godel:

Définition 1 On considére un terme de type nat de la forme (8 n). Sont considérés comme
structurellement plus petit que (8 n) les termes suivants:

— n,

— tout terme structurellement plus petit que n.

Une fonction est structurellement récursive si ’on peut distinguer 'un de ses arguments, qui
décroit structurellement a chaque appel récursif.

En Coq, seules des fonctions structurellement récursives peuvent étre définies par Fixpoint.

Les fonctions plus et mult définies ci-dessus sont structurellement récursives par rapport a
leur premier argument. Bien str, la fonction non_sens est rejetée par le systéme.

Voici une définition alternative de I’addition, qui décroit par rapport a son second argument.

Coq < Fixpoint plus’ (n m:nat) {struct m} : nat :=
Coqg < match m with

Coq < | 0=>n

Cog < | Sp=>8 (plus’ n p)

Coq < end.

Fonctions plus complexes

Dans le systéme T, seul n est considéré comme structurellement plus petit que (S n). La
définition ci-dessus est plus souple, par exemple voici une définition possible en Coq du quotient
de la division entiére par deux:

Coq < Fixpoint div2 (n:nat) : nat :=
Coq < match n with

Cog< | 0=>0

Cog< | 1=>0

Cog < | (S (S p)) => (S (div2 p))
Coq < end.

Il faut noter que cette fonction pourrait également étre définie dans le systéme T, mais de
maniére un peu plus lourde. Il s’agit donc 1a d’un aménagement du formalisme qui n’étend pas
Iexpressivité du formalisme, mais juste son confort d’utilisation.

Dans un registre différent, le mécanisme de récursion structurelle permet la définition de
fonctions logiquement complexes, ¢’est-a-dire qui croissent trés vite. L’exemple le plus connu est
la fonction due & Ackermann, dont voici la définition ML:
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let rec ack = function
0,m -> S(m)
| S(n),0 -> ack(n, (S(0)))
| S(n),S(m) -> ack(n,ack(S(n),m));;

La terminaison de cette définition est assurée par une décroissance de la paire d’arguments vis-
a-vis de 'ordre lexicographique. En terme de récursion structurelle, ceci est codé par 'utilisation
de deux récursions emboitées. En Coq, la syntaxe est alors un peu plus complexe; la commande
fix jouant le role d’'un let rec...in:

Coq < Fixpoint ack (n:nat) : nat -> nat :=
Coq < match n with

Cog < | 0 => fun m:nat => S m

Cog < | Sn” =>

Coq < (fix aux (m:nat) : nat :=

Coq < match m with

Coq < | 0 => ack n’ (S 0)

Coq < | Sm’> => ack n’ (aux m’)
Coq < end)

Coq < end.

1.4.4 Calculer pour raisonner

Donnons un exemple simple (et classique) d’utilisation de la régle de conversion; il s’agit de
prouver 2 4+ 2 = 4 ol + est la notation infixe de Coq pour plus et 2 et 4 les représentations de
S (S 0)etS (S (S (S 0))). Ici, cette proposition s’énonce:

Coq < Lemma deux_et_deux : 2 + 2 = 4.
1 subgoal

2+2=4
Il suffit d’observer que le terme correspondant & 2 + 2 se réduit effectivement vers 4, et donc que
la proposition est logiquement identifiée a 4=4:
Coq < simpl.
1 subgoal

4 =4

Coq < reflexivity.
No more subgoals.

Remarquons que la tactique simpl, qui procéde donc a la S-normalisation du but courant, ne
construit pas de terme-preuve. Cela est dii & la forme de la régle de conversion qui, rappelons-le
est:

T'Ht: A I'B:s A=4B

Conv
I'-¢:B
On voit bien que les termes-preuves de la conclusion et de la prémisse principale sont identiques.
En conséquence, ’on pourrait dans ’exemple précédent, se passer complétement de simpl et
utiliser juste reflexivity, qui construit la preuve correspondant a la réflexivité de 1’égalité. La
définition exacte du prédicat d’égalité sera détaillée plus tard.
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Exercice 1 Prouver a partir de la, la commutativité de 'addition.

1.4.5 Le schéma de récurrence des entiers naturels

Le fait que nat est bien le plus petit type clos par ses deux constructeurs est exprimé par
le schéma de récurrence. 1l s’agit d’une propriété logique qui s’énonce ainsi: soit P un prédicat
sur les entiers; pour que la proposition P(n) soit vraie pour tout entier n, il suffit que les deux
conditions suffisantes soient vérifiées:

— P(0) est vrai,

— pour tout entier n, si P(n) est vraie, alors P(S(n)) l'est aussi.

Dans une logique d’ordre supérieur, ce schéma peut étre exprimé comme une proposition. En
syntaxe Coq:

forall (P: nat -> Prop),
(P 0O) >
(forall (m:nat), (P m)->(P (S m)))->
forall (n:nat), (P n)

De fait, la définition d’un type inductif génére automatiquement une preuve du schéma de
récurrence correspondant. Si le type inductif est nommé I, la preuve du schéma de récurrence
s’appellera I_ind; par exemple:

Coq < Check nat_ind.
nat_ind
: forall P : nat -> Prop,
PO -> (foralln : nat, Pn ->P (S n)) -> forall n : nat, Pn

L’utilisation du schéma de récurrence en Coq se fait grice aux tactiques elim et induction.

1.4.6 Une preuve par récurrence

Voici un autre exemple simple, combinant le calcul et le raisonnement par récurrence. Il s’agit
de prouver une premiére étape vers la commutativité de I’addition, & savoir:

Coq < Lemma comm_0O : forall n:nat, n =n + 0.
1 subgoal

forall n : nat, n =n + 0
Cette preuve se fait bien siir par récurrence sur n; le cas de base est trivial:

Coq < induction n.
2 subgoals

0=0+0
subgoal 2 is:
Sn=Sn+0

Coq < reflexivity.
1 subgoal

n : nat
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IHh : n=n + 0

Sn=Sn+0
Pour le cas par récurrence, on peut procéder a une étape de réduction:

Coq < simpl.
1 subgoal

n : nat
IHh : n=n + 0

Sn=S8(n+ 0)

11 suffit alors d’utiliser I’hypothése de récurrence pour remplacer dans le but courant, p+0 par p;
cela peut se faire par:

Coq < rewrite <- IHn.
1 subgoal

n : nat
IHn : n=n + 0

Sn=Sn

Coq < reflexivity.
No more subgoals.

1.5 D’autres types de données courants

Comme en ML, le principe de définitions inductives permet la construction de types de
données plus complexes que les entiers. Suivent quelques exemples courants.

1.5.1 Listes d’entiers

Il est sans doute inutile de rappeler la structure des listes, avec leurs deux constructeurs nil
et cons. La commande définissant les listes d’entiers naturels est bien sir:

Coq < Inductive list : Set :=
Coq < | nil : list
Cog < | cons : nat -> list -> list.

Une premiére remarque, marginale, est que contrairement a ML, les constructeurs peuvent avoir
plusieurs arguments: ici cons est curryfié.
1.5.2 Listes paramétrées

Il est préférable de remplacer la définition précédente par une autre ot le type des éléments
des listes est un paramétre. La bonne définition des listes est:

Coq < Inductive list (A:Set) : Set :=
Coq < | nil : list A
Cog < | cons : A -> list A -> list A.
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Il s’agit de la méme définition, mais paramétrée par le type A. Cette abstraction est possible
grice aux types fonctionnels:

Coq < Check list.
list
: Set -> Set
Coq < Check nil.
nil
: forall A : Set, list A
Coq < Check cons.

cons
: forall A : Set, A -> 1list A -> list A

A titre d’exemple, on écrira ainsi I’équivalent de l'objet ML [1;2; 3]:

Cog < Check (cons nat 1 (cons nat 2 (cons nat 3 (nil nat)))).
cons nat 1 (cons nat 2 (cons nat 3 (nil nat)))
: list nat

A condition de recourir & la définition définie dans le module List de la bibliothéque standard
de Coq, on peut aussi utiliser la notation suivante:

Coq < Require Import List.
Coq < Check (1 :: 2 :: 3 :: nil).
1 :: 2 :: 3 :: Datatypes.nil

: Datatypes.list nat

Le schéma de récurrence structurelle sur les listes est:

Coq < Check list_ind.
Datatypes.list_ind
: forall (A : Type) (P : Datatypes.list A -> Prop),
P Datatypes.nil ->
(forall (a : A) (1 : Datatypes.list A), P1 ->P (a :: 1)) ->
forall 1 : Datatypes.list A, P 1

On reconnait la méme structure que pour les entiers, avec toutefois 'argument supplémentaire
de cons et la paramétrisation par rapport a A.

1.5.3 Types somme et produit

Un exemple courant de type paramétré est le type somme:

Coq < Inductive sum (A B:Set) : Set :=
Cog < | inl : A -> sum A B
Cog < | inr : B -> sum A B.

Son schéma d’élimination est plus simple, puisque le type est non récursif; il s’agit juste d’ex-
primer que tout élément de (sum A B) ne peut étre construit qu’a partir de I'un des deux
constructeurs:

Coq < Check sum_ind.
sum_ind
: forall (A B : Set) (P : sum A B -> Prop),
(forall a : A, P (inl A B a)) ->
(forall b : B, P (inr AB b)) -> forall s : sum A B, P s
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1.6 Types inductifs plus complexes

Dans tous les exemples de types récursifs vus jusqu’ici, 'ordre correspondant & la récursion
(et la récurrence) structurelle se confondait avec la relation de sous-terme. Le mécanisme des
types inductifs autorise toutefois des constructions plus générales.

1.6.1 Ordinaux

La définition qui suit est souvent appelé « type des ordinaux » par abus de langage. Il s’agit
en fait d’une notation ordinale, qui ne permet que la représentation d’un fragment des ordinaux
constructible dans CCI. Il s’agit d’une copie du type des entiers naturels, étendue par un nouveau
constructeur correspondant a la limite ordinale:

Coq < Inductive 0Ord : Set :=

Coq < | Oo : Ord

Coqg < | So : Ord -> Ord

Coq < | lim : (nat -> Ord) -> Ord.

On remarque que le constructeur 1im est récursif, mais que son argument est une suite entiére
d’ordinaux.

L’ordre de la récursion structurelle est alors généralisé de la maniére suivante: quel que soit les
termes n de type nat et f de type nat — ord, (f n) est structurellement plus petit que (limit f).

Voici une définition légale de fonction sur ce type des ordinaux:

Cette vision de la récursion structurelle est également reflétée dans 1’énoncé du schéma de
récurrence du type:

Coq < Check Ord_ind.
Ord_ind
: forall P : Ord -> Prop,
P 0o ->
(forall o : Ord, P o -> P (So 0)) ->
(forall o : nat -> Ord, (forall n : nat, P (o n)) -> P (1im o)) ->
forall o : Ord, P o

C’est-a-dire que pour appliquer le schéma spécialisé a un prédicat P, il faut vérifier que si:
— étant donnée f de type nat — ord telle que
— pour tout entier n, (f n) vérifie P

alors (lim f) vérifie également P.

1.6.2 Arbres arbitrairement branchants

On peut utiliser I'idée précédente pour définir un type d’arbre trés général: en utilisant le
polymorphisme on s’autorise a indexer les fils de chaque noeud par un type arbitraire.

Coq < Inductive Inf_tree : Type :=

Cog < Node : forall A:Set, (A -> Inf_tree) -> Inf_tree.
Inf_tree is defined

Inf_tree_rect is defined

Inf_tree_ind is defined

Inf_tree_rec is defined

Ce type est trés peu intuitif. Il utilise et combine toutes les ressources du formalismes et permet
ainsi la construction de trés nombreux éléments. De fait, le logicien anglais Peter Aczel a prouvé
qu’il était possible d’encoder les éléments de la théorie des ensembles dans ce type.
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1.7 Prédicats inductifs

Nous avons vu comment construire des objets concrets. Le mécanisme de définitions induc-
tives permet également la définition d’objets plus logiques, et en particulier de prédicats. En
particulier, ce sera en général la maniére la plus commode d’isoler une partie des éléments d’un
type inductif.

1.7.1 Entiers pairs

En théorie des ensembles, une définition possible de ’ensemble des entiers pairs est de dire
que c’est le plus petit ensemble tel que:

— 0 est pair

— pour tout entier n, si n est pair, alors n + 2 est pair.

La méme définition est possible dans CCI. Le prédicat even, « étre pair », étant un objet de
type nat — Prop. Les deux clauses de la définition ci-dessus correspondant aux deux construc-
teurs du prédicat inductif. En Coq:

Coq < Inductive even : nat -> Prop :=
Coq < | evenD : even O
Coq < | evenS : forall n:nat, even n -> even (S (S n)).

On voit bien que la structure d’'une preuve de parité est récursive, a I'image de la structure
d’un terme de type nat. Ceci est reflété dans le schéma de récurrence qui permet de prouver des
propriétés d’entiers pairs:

Coq < Check even_ind.

even_ind
: forall P : nat -> Prop,
PO ->

(forall n : nat, even n ->Pn ->P (S (Sn))) ->
forall n : nat, even n -> P n

1.7.2 L’ordre sur les entiers

Un exemple essentiel est 'ordre sur les entiers:

Coq < Inductive le (n:nat) : nat -> Prop :=
Cog < | len : lenn
Coq < | le_S : forall m:nat, lenm -> len (S m.

Son principe de récurrence:

Coq < Check le_ind.
le_ind
: forall (n : nat) (P : nat -> Prop),
Pn->
(forallm : nat, lenm ->Pm ->P (Sm)) ->
forall nO : nat, le n n0O -> P n0

Exercice Prouver:

forall (n m:nat), (le n m)->(le (S n) (S m))
forall (n:nat), (le O n)
forall (n m:nat), (le n m)->(le m p)->(le n p)
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1.7.3 Un exemple dangereux

Voici un exemple pour illustrer les subtilités propres aux mathématiques formelles. On peut
proposer une définition alternative a le:

Coq < Inductive le_a : nat -> nat -> Prop :=
Coq < | le_aD : forall n:nat, le_a O n
Cog < | le_aS : forall n m:nat, le_anm -> le_a (Sn) (Sm.

Or cette définition, qui semble raisonnable et est mathématiquement saine, est peu prati-
cable telle quelle. En particulier la preuve de la transitivité est trés pénible; on peut utiliser
cette définition, mais pour certaines propriétés, il vaut mieux commencer par prouver d’abord
I’équivalence avec la définition précédente. L’on risque sinon de s’ensabler rapidement.



Chapitre 2

Exemple de développement Gallina :
Sémantique d’un mini-langage

Le but de ce cours est d’illustrer sur un exemple les fonctionnalités du langage de spécifi-
cation Gallina associé au Calcul des Constructions Inductives et implanté dans l'assistant a la
démonstration Coq.

L’exemple choisi traite de la sémantique d’un mini-langage de programmation impératif (ty-
page, évaluation et sémantique axiomatique). Plusieurs solutions & la modélisation des différentes
notions sont proposées. Les différentes constructions utilisées dans ce chapitre seront expliquées
plus en détail dans les prochains cours.

2.1 Introduction

Gallina est le nom donné au langage de spécification de I'assistant Coq. Il permet de définir:

— des types de données structurés,

— des fonctions qui peuvent étre récursives sur la structure des données,

— des relations spécifiées inductivement par un ensemble de propriétés de fermeture,

— des formules du calcul des prédicats d’ordre supérieur.

Ces caractéristiques du langage le rendent particuliérement adapté a la formalisation des
mathématiques et notamment de 'informatique théorique.

On pourra notamment se faire une opinion sur ce slogan en consultant sur la page de Coq la
liste des développements réalisés par les utilisateurs.

Les définitions intervenant en sémantique des langages se représentent particuliérement bien

en Gallina:

— les arbres de syntaxe abstraite se codent naturellement comme des types de données
structurés,

— l’ordre supérieur permettra de manipuler aisément les mémoires qui pourront étre repré-
sentées par des fonctions ou bien les assertions qui sont des prédicats sur la mémoire,

— les définitions sémantiques telles que le typage ou I’évaluation, lorsqu’elles sont présen-
tées par un ensemble de régles d’inférence se traduisent immédiatement en définitions
inductives.

Nous détaillons ici la formalisation de la sémantique d’'un petit langage de programmation

dans le style impératif.

Ce genre de formalisation (aussi appelé plongement profond) constitue une alternative a la

preuve de programme impératif. Une autre alternative est le plongement simple (aussi appelé
plongement superficiel) qui simule les propriétés des programmes impératifs a partir de leur

21
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interprétation dans un langage purement fonctionnel. La sémantique est alors implicite dans la
traduction. Cette question sera évoquée dans le chapitre traitant de la preuve de programmes
impératifs.

2.2 Présentation du probléme
Notre langage comprend les commandes suivantes, & partir d’'un ensemble de variables X :

C = skip
| X:=E

| C1;Cs

| if E then C) else (5
| while F do C

FIGURE 2.1 — Syntaxe des commandes

Les expressions sont formées de constructions entiéres et booléennes simples et sont données
par la syntaxe de la figure 2.2.

E = X Variables sortées

| true | false Constantes booléennes

| Ey xor Ej Ou exclusif

| n Constantes entiéres

| null £ Teste si un entier est nul

| Ei op Es Opération binaire sur les entiers
s:= nat | bool
op:== +| — | x| ...

FIGURE 2.2 — Syntaxe des expressions

On cherche a définir des sémantiques statiques, opérationnelles naturelles et axiomatiques
pour ce langage. Toutes sont représentées en sémantique naturelle par la définition d’une relation
entre un programme et des “valeurs”. Cette relation sera décrite a ’aide des régles d’inférence.

2.2.1 Sémantique statique

Il s’agit de déterminer de maniére statique sans I’exécuter qu'un programme est bien formé.
Ici il faut vérifier que dans les expressions conditionnelles ou de boucle, les tests sont faits sur
des expressions booléennes. Cela nous ameéne a définir une relation de typage sur les expressions.
Les deux valeurs seront les deux sortes nat et bool.

La relation de typage F : s est définie par les axiomes et régles de la figure 2.3.

X%:s  true: bool false : bool n:nat
Eq : bool E5: bool FE :nat Eqi:nat Ey:nat
E; xor E5 : bool null E : bool E; op Es : nat

FIGURE 2.3 — Sémantique statique des expressions

Pour les commandes, on définit la relation C' : ok par les régles de la figure 2.4.
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Skip . ok E:s Cl ok 02 ok
X:=F: ok C1;Cy: ok
FE :bool C;: ok Cs: ok FE :bool C: ok
if E then Cf else (5 : ok while ' do C : ok

FIGURE 2.4 — Sémantique statique des commandes

2.2.2 Sémantique opérationnelle

La sémantique opérationnelle définit le programme comme une transformation de ’état de
la mémoire. Cette mémoire associe a chaque variable et sorte une valeur qui sera une constante
entiére n ou booléenne b. Les deux opérations utiles sur la mémoire sont la lecture et la mise &
jour: si x est une variable et s une sorte alors m(x, s) représente la valeur de la mémoire pour la
variable x et la sorte s, si v est une valeur alors m[x < v] représente la mémoire ou la variable
x a été mise & jour par la valeur v. On a choisi de ne pas indiquer explicitement la sorte de la
variable affectée, celle-ci sera déduite de la sorte de la valeur v.

Sémantique des expressions

On a besoin de la relation qui associe & chaque mémoire m et expression FE une valeur v
représentant le résultat de ’évaluation de £ dans la mémoire m. On note cette relation m - Epwv.
On utilisera des constantes et des fonctions sur le domaine des valeurs réalisant les opérations
booléennes et arithmétiques. Elles seront notées en italique en utilisant le méme identificateur
que dans la syntaxe: ainsi, & la construction syntaxique xor correspond la fonction sémantique
zor.

mbX°>m(X,s) mk truep>true mt falseb false mbEnbn

m|—E1l>b1 ml—EQDbg mbE Ep>n m|—E1I>TL1 ml_E2l>’I’L2
m b Ey xor Eo1>by xor by mbnull E>null n m bt FE1 op Ea>ng op na

FIGURE 2.5 — Sémantique des expressions

Sémantique des commandes

La relation m = C > m’ exprime que la commande C s’évalue dans une mémoire m qu’elle
transforme en une mémoire m’. On la définit par les régles d’inférence de la figure 2.6.

m - skip b m mbEEpv mbECi>m; mi F Cypm/
mb X:=Ep>m[X + v] m Cp;Ca>m/
mtEE>true mbECiom mb Ev false mb Cy>m/
m F if E then C7 else Co>m/ m bt if E then C7 else Co>m/
mbEE>true mbC>mq mq b while £ do C>m/ m b E > false
mF while F do C>m/ m bt while E do Cp>m

FIGURE 2.6 — Sémantique des commandes
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2.2.3 Sémantique axiomatique

Il s’agit d’interpréter les commandes comme des transformations de prédicats, ces prédicats
spécifiant des propriétés de la mémoire. Si P et (Q sont deux tels prédicats et C' une commande,
alors on définit une relation { P}C{Q} dont I'interprétation est : 'exécution de C' & partir d’une
mémoire vérifiant P conduit & une mémoire vérifiant Q.

Nous aurons besoin de transformateurs de prédicats particuliers. La conjonction et I'implica-
tion de deux prédicats seront notés par PAQ et P = @, si x est une variable et F/ une expression
alors Pz <— E] représente le prédicat qui a toute mémoire m associe P(m[x <— v]) ol v est la
valeur telle que m - E >wv. Si w est une valeur alors £/ = w représente le prédicat qui a tout m
associe la propriété v = w ol v est la valeur telle que m - E > wv.

La définition de cette relation est donnée par les régles d’inférence de la figure 2.7.

{PiCi{P} {P1}1C{Q}
{P}C1; C2{Q}

{PA(E = true)}C{Q}  {P N (E = false) }Co{Q}
{P}if E then (] else C2{Q}

{P A (E = true)}C{P}
{P}while E do C{P A (E = false)}
P=P {P}C{Q1} Qi=0q
{Pre{Q}

FIGURE 2.7 — Sémantique axiomatique des commandes

(Pskip{P} {P[X « E|}X:=E{P}

On remarque que toutes ces définitions font intervenir des notions définies dans le méta-
langage telles que la mémoire, les domaines sémantiques, les opérations sur ces domaines,. . .

2.2.4 Quelques propriétés

Parmi les propriétés intéressantes & montrer on a:

— Décidabilité de la correction par rapport a la sémantique statique (algorithme de typage).

— Toute expression correctement typée admet une valeur.

— Correction de la sémantique axiomatique. Si {P}C{Q} est vérifié alors toute évaluation
de C dans une mémoire qui vérifie P conduit & une mémoire qui vérifie Q.

2.3 Spécification Gallina

Nous montrons comment représenter la théorie précédente en Gallina.

2.3.1 Les expressions
Définitions

On choisit de représenter les variables et les opérateurs binaires par des ensembles paramé-
triques qui pourront étre instanciés dans un second temps. Par contre, les fonctions booléennes
sont représentées de maniére concréte par un constructeur du type de données. Ce choix permet
d’illustrer deux traitements possibles des opérations du langage que 1’on cherche & modéliser.

Coq < Parameter name : Set.

Coq < Inductive sort : Set :=
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Coq < | Sbool : sort
Cog < | Snat : sort.

Coq < Parameter op : Set.

Coq < Inductive expr : Set :=

Coq < | Var : name -> sort -> expr

Cog < | Tr : expr

Coq < | Fa : expr

Coq < | Xor : expr -> expr -> expr

Cog < | Num : nat -> expr

Coq < | Null : expr -> expr

Cog < | Opn : op -> expr -> expr -> expr.

Expressions correctes

Le prédicat exprcorrect traduit la relation décrite dans la figure 2.3. Chaque régle d’inférence
définissant la relation est traduite en un constructeur de la définition inductive. Les variables
libres des définitions deviennent des variables quantifiées universellement dans les constructeurs.

Coq < Inductive exprcorrect : sort -> expr -> Prop :=

Coq < | corvar : forall (n:name) (s:sort), exprcorrect s (Var n s)
Coq < | cortr : exprcorrect Sbool Tr

Coq < | corfa : exprcorrect Sbool Fa

Coq < | corxor :

Coq < forall b c:expr,

Coq < exprcorrect Sbool b ->

Coq < exprcorrect Sbool ¢ -> exprcorrect Sbool (Xor b c)
Coq < | cornum : forall n:nat, exprcorrect Snat (Num n)

Coq < | cornull :

Coq < forall e:expr, exprcorrect Snat e -> exprcorrect Sbool (Null e)
Coq < | corop :

Coq < forall (o:op) (e f:expr),

Coq < exprcorrect Snat e ->

Coq < exprcorrect Snat f -> exprcorrect Snat (Opn o e f).

Domaines sémantiques

Il s’agit de représenter le domaine sémantique des variables, & chaque sorte de variable cor-
respond un ensemble au sens mathématique qui sera représenté par un type de données Coq ici
le type des booléens ou des entiers. Le domaine sémantique des valeurs semval est représenté
par la somme disjointe des deux types.

Coq < Inductive semval : Set :=
Cog < | Bool : bool -> semval
Coq < | Nat : nat -> semval.

Interprétation des fonctions

Les fonctions sémantiques correspondant aux opérateurs concrets peuvent étre explicitement
programmées. Par contre la sémantique des opérations arithmétiques (qui sont vues de maniére
paramétrique) doit étre fournie comme un parameétre.
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Coq < Definition boolxor (bl b2:bool) : bool :=
Coq < if bl then if b2 then false else true else b2.

Coq < Definition iszero (m:nat) : bool :=
Coqg < match n with

Cog < | 0 => true

Coq < | S n=> false

Coq < end.

Coq < Parameter semop : op -> nat -> nat -> nat.

Compatibilité entre sortes et valeurs

Il nous faudra relier la sorte des expressions et le type de leur interprétation sémantique. Pour
cela, on définit sort_val une fonction des domaines sémantiques dans les sortes qui & chaque
valeur sémantique associe la sorte correspondante.

Coq < Definition sort_val (v:semval) : sort :=

Coqg < match v with

Coq < | Bool b => Sbool
Cog < | Nat n => Snat
Coq < end.

On utilisera également une relation compat entre les valeurs et les sortes telle que (compat Sbool v)
soit équivalent & 3b : bool.v = (Bool b) (défini par le prédicat valbool) et (compat Snat v) soit
équivalent a In : nat.v = (Nat n) (défini par le prédicat valnat).

Coq < Inductive valbool : semval -> Prop :=

Coq < valbool_intro : forall b:bool, valbool (Bool b).
Coq < Inductive valnat : semval -> Prop :=

Coq < valnat_intro : forall n:nat, valnat (Nat n).

Coq < Definition compat (s:sort) (v:semval) : Prop :=

Coqg < match s with

Coqg < | Sbool => valbool v

Coq < | Snat => valnat v

Coq < end.

On remarque que le définition inductive de valbool est un codage inductif direct de la propo-
sition fun z:semval => exists b:bool, z=Bool b. On peut aisément montrer la correspon-
dance entre compat et sort_val.

Coq < Theorem compat_sort_val :
Coq < forall (s:sort) (v:semval), compat s v -> s = sort_val v.

Une alternative est de représenter la notion de compatibilité par un prédicat inductif :

Coq < Inductive compatl : sort -> semval -> Prop :=
Coq < | compat_bool : forall b:bool, compatl Sbool (Bool b)
Coq < | compat_nat : forall n:nat, compatl Smat (Nat n).

Les deux définitions sont équivalentes, remarquons que dans le second cas la propriété
(compatl Snat v) — In :nat.v = (Nat n)

nécessite une inversion du prédicat inductif alors que dans le cas de compat c’est une simple
conséquence du calcul de 'expression Cases et de la définition de valnat.
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La mémoire

La mémoire est représentée comme une fonction qui & toute variable et sorte associe une
valeur sémantique, il faudra de plus supposer que cette valeur est compatible avec la sorte.

Coq < Definition memory := name -> sort -> semval.

Valeur d’une expression

Pour construire la relation entre une expression et sa valeur, on peut se donner une mémoire
comme paramétre dans une “Section”; lorsque la section est fermée, les notions introduites seront
automatiquement abstraites par rapport aux parameétres dont elles dépendent.

Coq < Section Valexpr.
Coq < Variable memstate : memory.

Coq < Hypothesis memstate_correct
Coq < forall (n:name) (s:sort), compat s (memstate n s).

La définition exprval formalise la sémantique des expressions telle qu’elle est présentée a la
figure 2.5.

Coq < Inductive exprval : expr -> semval -> Prop :=

Coq < | valvar : forall (n:name) (s:sort), exprval (Var n s) (memstate n s)
Coq < | valtr : exprval Tr (Bool true)

Coq < | valfa : exprval Fa (Bool false)

Coq < | valxor :

Coq < forall (f g:expr) (bf bg:bool),

Coq < exprval f (Bool bf) ->

Coq < exprval g (Bool bg) -> exprval (Xor f g) (Bool (boolxor bf bg))
Coq < | valnum : forall n:nat, exprval (Num n) (Nat n)

Coq < | valtzero :

Coq < forall (f:expr) (nf:nat),

Coq < exprval f (Nat nf) -> exprval (Null f) (Bool (iszero nf))

Coq < | valopn :

Coq < forall (o:op) (f g:expr) (nf ng:nat),

Coq < exprval f (Nat nf) ->

Coq < exprval g (Nat ng) -> exprval (Opn o f g) (Nat (semop o nf ng)).

On peut maintenant énoncer le théoréme qui dit que toute expression correctement typée admet
une valeur.

Coq < Theorem expr_val_cor : forall (E:expr) (s:sort),
Coq < exprcorrect s E -> exists v : semval, exprval E v.

La preuve par récurrence nécessite un lemme plus fort qui dit que la valeur calculée est compatible
avec la sorte de I'expression.

Coq < Lemma expr_val_cor_dom : forall (E:expr) (s:sort),
Coq < exprcorrect s E -> exists2 v : semval, compat s v & exprval E v.



7 février 2014 28

Représentation de la mémoire a ’aide de types dépendants

Le traitement de la relation entre la sorte de I'’expression et le domaine de la valeur sémantique
est lourd. On peut profiter de l'expressivité du langage de spécification de Coq pour utiliser
d’autres formalisations. On construit une famille dépendante sval (dont le type est sort — Set)
qui a la sorte Sbool associe le type bool et & Snat associe le type nat. Le domaine sémantique
semval pourrait étre représenté par un couple formé d’une sorte s et d’un objet de type (sval s),
ceci revient juste a coder une somme disjointe explicitement & ’aide d’un sélecteur s et d'un
champ dont le type varie suivant le sélecteur.

On peut tirer partie de cette représentation pour simplifier la formalisation en rendant im-
plicite dans la définition de la mémoire la notion de compatibilité.

Coq < Definition sval (s:sort) : Set :=

Coqg < match s with

Cog < | Sbool => bool

Cog < | Snat => nat

Coq < end.

Coq < Definition memoryl := name -> forall s:sort, sval s.

On définit alors:

Coq < Parameter memstatel : memoryl.

Coq < Inductive exprvall : expr -> forall s:sort, sval s -> Prop :=

Coq < | valvarl

Coq < forall (n:name) (s:sort), exprvall (Var n s) s (memstatel n s)
Coq < | valtrl : exprvall Tr Sbool true

Coq < | valfal : exprvall Fa Sbool false

Coq < | valxoril

Coq < forall (f g:expr) (bf bg:bool),

Coq < exprvall f Sbool bf ->

Coq < exprvall g Sbool bg -> exprvall (Xor f g) Sbool (boolxor bf bg)
Coq < | valnuml : forall n:nat, exprvall (Num n) Snat n

Coq < | valtzerol

Coq < forall (f:expr) (nf:nat),

Coq < exprvall f Snat nf -> exprvall (Null f) Sbool (iszero nf)

Coq < | valopnl

Coq < forall (o:op) (f g:expr) (nf ng:nat),

Coq < exprvall f Snat nf ->

Coq < exprvall g Snat ng -> exprvall (Opn o f g) Snat (semop o nf ng).

Le lemme de correction de I’évaluation s’énonce alors simplement :

Coq < Theorem expr_val_corl : forall (E:expr) (s:sort),
Coq < exprcorrect s E -> exists v : sval s, exprvall E s v.

La formalisation et la preuve sont plus simples cependant ['usage de types dépendants rendra la
formalisation de la fonction d’écriture sur la mémoire plus complexe en effet on doit avoir avec
n:name,s:sort,v: (sval s),mem:memoryl

Coq < Definition update : forall (m:nat) (s’:sort), sval s’.

Le simple fait de savoir que s = s’ ne suffit pas a assurer que le terme v de type (sval s) est
aussi de type (sval s’). Il faudra utiliser une analyse par cas suivant les valeurs de s et s’. Une
telle analyse n’aurait pas été possible si ’ensemble des sortes était resté paramétrique.
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De maniére générale, en présence de types dépendants, I'usage de ’égalité devient délicat. 11
n’est pas possible par exemple d’écrire v = v' avec v : (sval s) et v’ : (sval §') sauf lorsque s
et s’ sont convertibles, la présence d’une hypothése s = s’ est insuffisante. Il faudra utiliser des
notions plus complexes d’égalité.

2.3.2 Vérification du type et évaluation constructive

On pourrait définir le fait qu’une expression e est mal formée comme la propriété :
Vs : sort.—(exprcorrect s e)

En fait il est plus aisé de manipuler des définitions positives et donc de définir une notion
constructive d’expression erronée en énumérant les cas d’échec possibles. Si on s’intéresse a
'interprétation constructive des preuves (que nous verrons plus tard) on remarque qu’une preuve
que l'expression erronée permet de retrouver exactement la nature de ’erreur a savoir dans quel
sous terme un opérateur a été appliqué a une expression d’une sorte non adaptée.

Coq < Inductive exprerr : expr -> Prop :=

Coq < | errxorl : forall b c:expr, exprcorrect Snat b -> exprerr (Xor b c)
Coq < | errxorr : forall b c:expr, exprcorrect Snat c -> exprerr (Xor b c)
Coq < | errtzero : forall b:expr, exprcorrect Sbool b -> exprerr (Null b)
Coq < | erropl

Coq < forall (op:op) (b c:expr),

Coq < exprcorrect Sbool b -> exprerr (Opn op b ¢)

Coq < | erropr :

Coq < forall (op:op) (b c:expr),

Coq < exprcorrect Sbool ¢ -> exprerr (Opn op b c)

Coq < | errcongxorl : forall b c:expr, exprerr b -> exprerr (Xor b c)

Coq < | errcongxorr : forall b c:expr, exprerr c -> exprerr (Xor b c)

Coq < | errcongtzero : forall b:expr, exprerr b -> exprerr (Null b)

Coq < | errcongopl

Coq < forall (op:op) (b c:expr), exprerr b -> exprerr (Opn op b c)
Coq < | errcongopr :

Coq < forall (op:op) (b c:expr), exprerr c -> exprerr (Opn op b c).

Le théoréme exprimant la décidabilité du typage et de ’évaluation est juste une preuve du fait
que pour toute expression F, soit il est possible de construire une valeur v de I'expression dont
la sorte est la sorte de I'expression soit il est possible de prouver que l’expression E est mal
formée. Le fait d’utiliser une interprétation constructive de la disjonction et de ’existentielle
assure l’existence d’un algorithme permettant de décider dans quel cas on est et de calculer
effectivement la valeur. On établit un résultat de décidabilité sans avoir a représenter une notion
de calculabilité.

Coq < Theorem expr_val_check_proof : forall E:expr,
Coq < {v : semval | exprval E v & exprcorrect (sort_val v) E} + {exprerr E}.

Si on ne s’intéresse qu’a la partie calcul de cette preuve alors on a une fonction eval_prog qui &
toute expression associe une valeur ou rien du tout. Cette fonction peut également se représenter
dans Gallina en utilisant le type option de Coq.

Coq < Print option.
Inductive option (A : Type) : Type :=
Some : A -> option A | None : option A
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For Some: Argument A is implicit

For None: Argument A is implicit and maximally inserted
For option: Argument scope is [type_scope]

For Some: Argument scopes are [type_scope _]

For None: Argument scope is [type_scope]

Coq < Implicit Arguments Some [A].
Warning: Implicit Arguments is deprecated; use Arguments instead

La fonction eval_prog se calcule par point fixe structurel sur 'expression.

Coq < Fixpoint eval_prog (e:expr) : option semval :=
Coqg < match e with

Coq < | Var n s => Some (memstate n s)

Coq < | Tr => Some (Bool true)

Coq < | Fa => Some (Bool false)

Coqg < | Xor f g =>

Coq < match eval_prog f, eval_prog g with

Coq < | Some (Bool bf), Some (Bool bg) => Some (Bool (boolxor bf bg))
Coq < | _, _ => None (A:=semval)

Coq < end

Coq < | Num n => Some (Nat n)

Coq < | Null £ =>

Coq < match eval_prog f with

Coq < | Some (Nat nf) => Some (Bool (iszero nf))
Coq < | _ => None (A:=semval)

Coq < end

Cog < | Opn o f g=>

Coq < match eval_prog f, eval_prog g with

Coq < | Some (Nat nf), Some (Nat ng) => Some (Nat (semop o nf ng))
Coq < | _, _ => None (A:=semval)

Coq < end

Coq < end.

La section Valexpr, ouverte page 27 est alors fermée ce qui a pour effet d’abstraire les définitions
effectuées dans la section par rapport & memstate et & I’hypothése memstate_correct lorsqu’elle
est utilisée.

Coq < End Valexpr.

Coq < Check eval_prog.
eval_prog
: memory -> expr -> option semval

2.3.3 Les commandes
La représentation de la syntaxe et de la sémantique statique des commandes suit les définitions
des figures 2.1 et 2.4.

Syntaxe

Coq < Inductive com : Set :=
Coq < | skip : com
Coq < | aff : name -> expr -> com
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Coq < | seq : com -> com -> com
Cog < | cond : expr -> com -> com -> com
Coq < | while : expr -> com -> com.

Sémantique statique

Coq < Inductive comcorrect : com -> Prop :=

Coq < | corskip : comcorrect skip

Coq < | coraff

Coq < forall (n:name) (e:expr) (s:sort),

Coq < exprcorrect s e -> comcorrect (aff n e)

Coq < | corseq :

Coq < forall c d:com,

Coq < comcorrect ¢ -> comcorrect d -> comcorrect (seq ¢ d)
Coq < | corcond :

Coq < forall (b:expr) (c d:com),

Coq < exprcorrect Sbool b ->

Coq < comcorrect ¢ -> comcorrect d -> comcorrect (cond b ¢ d)
Coq < | corwhile

Coq < forall (b:expr) (c:com),

Coq < exprcorrect Sbool b -> comcorrect ¢ -> comcorrect (while b c).

2.3.4 Mise a jour de la mémoire

Nous définissons maintenant la fonction d’écriture dans la mémoire. Elle utilise la décida-
bilité de 1'égalité sur les variables, qui vient de la décidabilité de I’égalité sur les noms (prise
comme axiome puisque I’ensemble des noms n’est pas spécifié) et de celle sur les sortes qui peut
explicitement étre construite.

Pour montrer la décidabilité de I'égalité sur un ensemble A, on peut construire une fonction
booléenne f de type A — A — bool et démontrer que c’est la fonction caractéristique de ’égalité
(f © y) = true & x = y. On choisit une autre solution qui est de construire un terme fdec de
type Vo, y : A, {z =y} + {—-(x = y)} qui & tous z et y associe soit un objet (left h) avec h une
preuve de x = y soit un objet (right h) avec h une preuve de —(z = y).

Une expression “if a = b then p else ¢’ s’écrira dans Coq:

match (fdec a b) with left _ => p | right _ => q end.
Ou de maniére équivalente :
ifdec (fdec a b) p q

On oublie I'information de preuve pour construire ’expression mais celle-ci pourra étre facilement
utilisée lorsqu’il s’agira de montrer des propriétés de cette expression.

Nous commencons par poser en axiome la décidabilité de ’égalité sur I’ensemble des noms et
nous prouvons la décidabilité de I’égalité sur I’ensemble des sortes.

Coq < Parameter eq_name_dec : forall n m:name, {n = m} + {n <> m}.
Coq < Lemma eq_sort_dec : forall s s’:sort, {s = s’} + {s <> s’}.
Coq < decide equality.

Coq < Defined.
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Nous pouvons définir maintenant ’opération update de mise a jour de la mémoire qui se fait
dans une section introduisant le nom de la variable z, la valeur & affecter a cette variable v et la
mémoire m. La sorte de la valeur est localement nommée s.

Coq < Section Update.
Coq < Variable x : name.
Coq < Variable v : semval.

Coq < Variable mem : memory.

Coq < Let s := sort_val v.

Coq < Definition update : memory :=

Cog < fun (m:name) (s’:sort) =>

Coq < ifdec (eq_sort_dec s s’) (ifdec (eq_name_dec x m) v (mem m s’))
Coq < (mem m s’).

On montre ensuite les propriétés de base de cette fonction :

Coq < Theorem update_eq : v = update x s.

Coq < Theorem update_diff_name :
Coq forall (m:name) (s’:sort), x <> m -> mem m s’ = update m s’.

N

Coq < Theorem update_diff_sort :
Coq forall (m:name) (s’:sort), s <> s’ -> mem m s’ = update m s’.

N

Aprés avoir prouvé les lemmes, la section peut étre refermée, les constructions sont alors para-
métrées par x,v et m.

Coq < End Update.

2.3.5 Sémantique opérationnelle

La déclaration suivante implémente la relation décrivant la sémantique opérationnelle du
langage de commande telle qu’elle est décrite dans la figure 2.6.

| semwhiletr :
forall (m m’:memory) (e:expr) (c:com),

Coq
Coq

Coq < Inductive semcom : memory -> com -> memory -> Prop :=
Coq < | semskip : forall m:memory, semcom m skip m
Coq < | semaff
Coq < forall (m:memory) (nm:name) (v:semval) (e:expr),
Coq < exprval m e v -> semcom m (aff n e) (update n v m)
Coq < | semseq :
Coq < forall (m ml m’:memory) (c d:com),
Coq < semcom m ¢ ml -> semcom ml d m’ -> semcom m (seq ¢ d) m’
Coq < | semcondtr :
Coq < forall (m m’:memory) (e:expr) (c d:com),
Coq < exprval m e (Bool true) ->
Coq < semcom m ¢ m’ -> semcom m (cond e ¢ d) m’
Coq < | semcondfa :
Coq < forall (m m’:memory) (e:expr) (c d:com),
Coq < exprval m e (Bool false) ->
Coq < semcom m d m’ -> semcom m (cond e ¢ d) m’
<
<
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Coq < exprval m e (Bool true) ->

Coq < forall ml:memory,

Coq < semcom m ¢ ml ->

Coq < semcom ml (while e ¢) m’ -> semcom m (while e c) m’
Coq < | semwhilefa :

Coq < forall (m:memory) (e:expr) (c:com),

Coq < exprval m e (Bool false) -> semcom m (while e c¢) m.

2.3.6 Sémantique axiomatique

Nous nous intéressons finalement a la sémantique axiomatique. Une assertion est une propriété
de la mémoire, représentée par un prédicat unaire. En logique de Hoare, ce prédicat unaire sera
défini concrétement par une formule logique utilisant les variables du programme pour représenter
les valeurs correspondantes de la mémoire.

Coq < Definition Assertion := memory -> Prop.

Transformations de prédicats

On étend les opérations usuelles de la logique & des transformations d’assertion:

N

Definition Istrue (E:expr) : Assertion :=
fun m:memory => exprval m E (Bool true).

Coq
Coq

N

N

Definition Isfalse (E:expr) : Assertion :=
fun m:memory => exprval m E (Bool false).

Coq
Coq

N

N

Inductive AndAss (P Q:Assertion) (m:memory) : Prop :=
Conjass : Pm -> Q m -> AndAss P Q m.

Coq
Coq

N

N

Coq < Definition ImplAss (P Q:Assertion) : Prop := forall m:memory, P m -> Q m.

Le transformateur suivant correspond a ce que nous avons noté P[X < E]. Le terme (memupdate x E P)
représente le prédicat qui est vrai en m si P(m[X < v]) est vérifié avec v la valeur de I’expression
E dans la mémoire m.

Coq < Definition memupdate (x:name) (e:expr) (P:Assertion) : Assertion :=
Coq < fun m:memory => forall v:semval, exprval m e v -> P (update x v m).
Définition de {P}c{Q}

On définit le prédicat (trueform P ¢ Q) correspondant a {P}C{Q} telle qu’il est décrit
dans la figure 2.7.

Coq < Inductive trueform : Assertion -> com -> Assertion -> Prop :=
Coq < | trueskip : forall P:Assertion, trueform P skip P

Coq < | trueaff

Coq < forall (P:Assertion) (m:name) (e:expr),

Coq < trueform (memupdate n e P) (aff n e) P

Coq < | trueseq :

Coq < forall (P Q R:Assertion) (c d:com),

Coq < trueform P ¢ R -> trueform R d Q -> trueform P (seq c d) Q
Coq < | truecond :

Coq < forall (P Q:Assertion) (e:expr) (c d:com),

Coq < trueform (AndAss P (Istrue e)) c Q ->
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Coq < trueform (AndAss P (Isfalse e)) d Q -> trueform P (cond e ¢ d) Q
Coq < | truewhile :

Coq < forall (P:Assertion) (e:expr) (c:com),

Coq < trueform (AndAss P (Istrue e)) ¢ P ->

Coq < trueform P (while e c) (AndAss P (Isfalse e))

Coq < | truecons :

Coq < forall (P P1 Q Ql:Assertion) (c:com),

Coq < ImplAss P P1 ->

Coq < trueform P1 ¢ Q1 -> ImplAss Q1 Q -> trueform P c Q.

Lemme de correction

Le théoréme suivant énonce la correction de la relation donnée {P}c{Q} par rapport a la
sémantique.

Coq < Theorem truecorrect : forall (P Q:Assertion) (c:com),
Coq < trueform P ¢ Q -> forall ml m2:memory, semcom ml ¢ m2 -> P ml1 -> Q m2.

2.4 Pour en savoir plus

2.4.1 Sémantique des langages et compilateurs

Les logiques d’ordre supérieur comme le Calcul des Constructions Inductives se prétent bien
aux formalisations de notions sémantiques et logiques. Une des premiéres preuves de cette nature
a été effectuée par Samuel Boutin. Il s’agissait du schéma de compilation d’un mini-ml vers la
CAM (Categorical Abstract Machine) tel qu’il était décrit dans l'article [CDDKS86|. Yves Bertot
a étudié la preuve du compilateur d’un langage impératif vers un langage assembleur [Ber98|.

Des preuves de compilateurs plus conséquents ont ensuite été entreprises: Delphine Ter-
rasse |Ter92| a ébauché la preuve d’un compilateur Esterel, Pablo Argon [Arg98| a extrait le
noyau du compilateur du langage Electre exprimé comme l’exécution des régles de la séman-
tique, des équipes de recherche de Dassault et Aérospatiale ont étudié la formalisation d’un
compilateur pour le langage Lustre tel qu’il est implanté dans l'outil Scade, une partie de ces
développements est disponible domme contribution au systéme Coq. On trouvera également dans
les contributions des formalisations de plusieurs calculs de processus, en particulier le w-calcul
ainsi que des modélisations de logique temporelle.

2.4.2 Logique de Hoare

La formalisation de la logique de Hoare a été effectuée par Thomas Kleymann-Schreiber [Sch97,
Kle98| dans l'assistant LEGO dont le langage s’apparente au Calcul des Constructions Induc-
tives. Une formalisation dans l'outil HOL a également été réalisée par Peter Homeier, I'objectif
principal de ces développements est de justifier les propriétés fondamentales de la sémantique
axiomatique comme la correction et la complétude, ce qui n’est pas évident dés que le langage
comporte des constructions avancées comme des appels de procédure.

2.4.3 Preuve de programmes Java

Un domaine actif de recherche est actuellement 1’étude des propriétés de sécurité des pro-
grammes Java, qu’ils soient utilisés sur U'internet ou les cartes a puce. Pour garantir de telles
propriétés, il est essentiel d’avoir une description précise de la sémantique de ce langage, au niveau
du code source ou du byte-code, que ce soit la sémantique statique, dynamique ou axiomatique.
Le projet Bali http://isabelle.in.tum.de/Balihttp://isabelle.in.tum.de/Bali a l'université
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de Munich formalise ces notions dans I'outil Isabelle/HOL. Des développements analogues sont
réalisés a l'aide de Coq en France, dans le projet Lemme & 'INRIA Sophia-Antipolis, dans le
projet Lande & 'IRISA ou par la société Trusted Logic. Les définitions inductives sont utilisées
de maniére intensive dans ces développements.

2.4.4 Plongement superficiel ou profond

Lorsqu’on veut étudier les programmes d’un langage X, on peut procéder de deux maniéres.
La premiére, appelée plongement profond (deep embedding en anglais), consiste & introduire
un type concret dans Coq pour représenter les arbres de syntaxe abstraite du langage X. La
seconde appelée plongement superficiel (shallow embedding en anglais), consiste a représenter
directement un programme de X par sa sémantique exprimée dans le langage mathématique du
systéme Coq.

Plongement profond Dans le plongement profond, on dispose d’un type concret Y qui repré-
sente les arbres de syntaxe abstraite du langage X. On peut ensuite construire des fonctions et
des relations sur ce type. On pourra ainsi parler des expressions bien formées, construire des al-
gorithmes de typage, représenter la sémantique du langage. Un programme écrit dans le langage
X pourra étre représenté par un objet Coq de type Y, les propriétés de cet objet seront établies
en utilisant différentes sémantiques.

Dans notre exemple, les programmes sont représentés par un plongement profond.

Plongement superficiel Dans le plongement superficiel, un programme est directement tra-
duit en sa sémantique. Par exemple, on pourrait commencer par introduire une notion de mémoire
et identifier un programme & une fonction de transformation des mémoires. La séquence de deux
programmes pourrait étre définie comme la composition des mémoires les représentant. Les re-
lations sur les programmes comme les sémantiques opérationnelle ou axiomatique peuvent étre
définies en faisant référence a la sémantique des programmes. Les régles d’inférence deviennent
alors des théorémes qui peuvent étre utilisés pour prouver des propriétés de programmes. La
représentation des propriétés dans la sémantique axiomatique utilise un plongement superficiel
(on n’introduit pas la syntaxe des formules).

Cette représentation peut permettre de raisonner rapidement sur les propriétés de pro-
grammes particuliers. Par contre, elle ne permet pas de construire des programmes ou de faire
des preuves par récurrence sur la structure des programmes. Elle n’est donc pas adaptée a I’étude
méta-théorique des propriétés du langage.



Chapitre 3

Types inductifs

Ce chapitre décrit la théorie des types inductifs. Dans une premiére partie, nous nous inté-
ressons aux définitions non récursives puis nous aborderons les définitions récursives. Dans ce
document, pour simplifier les notations, les symboles V et A seront utilisés a la place des mots-clé
de Coq forall et fun.

3.1 Généralités

3.1.1 Forme générale

Une déclaration inductive dans Coq a la forme suivante :

Inductive nom (21 : Py)... (2 : Px) : V(a1 : A1) ... (a;: A1), s

=cop:Y(z! :C}) ... (@™ C7Y), (nom 21 ... zx t1... )
|cop:V(:El:C;)...(x"P:C’gp),(nomzl cee 2k tllj...tfn).

Vocabulaire On introduit les notations suivantes :

— On appelle paramétres les variables : z1 : Pi;...;z5 : Py.

— Onnotera A =V(ay : A1)...(a;: A), s, ce type est appelé [’arité de la définition inductive
et s est la sorte de la définition inductive.

— La terminologie pour les variables a; : Ajy;...;a; : A; n’est pas stable: dans certains
contextes on les appelle index, dans d’autres on les appelle parameétres de prédicat, auquel
cas les paramétres z1 : Pi;...;z, : P, sont plus spécifiquement appelées paramétres de
famille. On verra aussi certains locuteurs utiliser les termes arguments, contraintes ou
parametres réels pour les variables a1 : Aq;...;a; : A;.

— co1,...,cop sont les noms des p constructeurs de la déclaration, on peut avoir p = 0. On
notera Cp, = V(2! : CL)... (2" : Cm), (nom 21 ... 2z, t}h ... tL.) et ce terme est appelé
le type du m-éme constructeur de la déclaration nom. On appellera type d’argument de
constructeur les types C},. On appelle arité du constructeur le nombre n,, d’arguments
du constructeur.

— Dans une application (nom uy ... ug tho.. tl), les termes uy ... uy sont appelés arguments
de famille et les termes t} ... tﬁn sont appelés soit indexr soit arguments de prédicat.

Déclaration récursive On dira que la déclaration est récursive si nom apparait dans I'un des
types d’argument de constructeur C7),. On dira qu’elle est non-récursive sinon.

36
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3.1.2 Forme abstraite

Une déclaration inductive dans Coq introduit de nouveaux noms. Sur le plan théorique, il est
parfois plus commode d’avoir une représentation abstraite des définitions inductives.

On ne garde alors que les éléments essentiels : 'arité A de la déclaration inductive et les types
des constructeurs Cy,. Dans le cas ou il n’y a pas de paramétre, une notation possible pour la
définition inductive est :

Ind(nom : A){C4;...;Cp}

et pour le k-éme constructeur :
Constr(k,Ind(nom : A){Cy;...;Cp})

nom peut étre vu comme un lieur dans la déclaration de I'inductif ce qui permet d’identifier des
déclarations inductives isomorphes (méme arité, méme nombre de constructeurs avec les mémes
types d’argument).

Dans cette approche, si toutes les occurrences de nom dans les types d’arguments sont appli-
quées aux parametres 21, . .., z, alors les paramétres peuvent étre vus comme des abstractions. On
construit de nouveaux types de constructeur C}, en remplagant dans chaque type de constructeur
C} le terme (nom 2 . .. z,) par le nouvel identificateur nom’ et on retrouve la définition inductive
générale a l'aide des définitions suivantes.

nom := A(z1:Pr)... (2 : Py) = Ind(nom’ : A){CY;...;C}}
cop = Az1: P1)... (2 : Py) = Constr(k,Ind(nom’ : A){C7;...;C})

Une déclaration inductive avec paramétres peut se voir comme une famille de définitions induc-
tives.

3.2 Les déclarations non-récursives

Beaucoup des difficultés concernant les définitions inductives apparaissent déja au niveau
des définitions non-récursives que nous étudions en premier. Dans un premier temps, nous ne
précisons pas la sorte de déclaration de la définition inductive. Nous considérons également des
définitions inductives sans parameétres car ceux-ci ne jouent pas de role essentiel.

3.2.1 Les déclarations de base

Les définitions de base non récursives sont :

— La déclaration vide Zero (arité s, pas de constructeur)

— La déclaration unitaire Un (arité s, un constructeur de type Un)

— Les types sommes (aussi appelés X-type) Yz : A.B (arité s, un constructeur de type
V(z:A),B— Xx: A.B)

— Les sommes disjointes A + B : (arité s, deux constructeurs de type A — A + B et
B — A+ B)

— Egalité £ =4 y : (un paramétre z : A, arité A — s, un constructeur de type x =4 )

Si on suppose que l'on a un Y-type : Yz : A.B avec deux projections : 71 : Yz : A.B — A et

o (p: ¥z : A.B)B{x := (71 p)} alors il est ais¢ de définir une somme n-aire :

(g Ars.xn s Ap)

avec un constructeur de type V(x1 : A1) ... (zy : Ap), 2(x1 : A1;... 52, ¢ Ay) et n projections 7y, :
Vo X(xy r Ars.esmn s Ap)y (Ag{z, ..o xp—1 == (71 p),. .., (mk—1 p)}. On notera (aq,...,an,)
I'élément de X(zq : Ay;...;2, @ Ay) défini & 'aide du constructeur. Cette somme se définit par
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récurrence sur n. On pose X() = Un, X(x : A) = A, et X(x : Ajaq : Ay 5my 0 Ay) = 3o
AX(x1: Ay A).

De méme on peut définir une disjonction n-aire A; + --- + A, comme étant Zero si n = 0,
Aysin=1letdanslecasn>1A+ A1+ A, = A+ (41 +--- Ap).

A partir de ces constructions de base, on peut trouver un équivalent & toute définition induc-
tive non récursive. En reprenant les notations données en 3.1.1 et en introduisant la notation XA
pour X(aq : Ay;...5an : Ay) avec A =V(aq : A1) ... (ay : Ay), s Varité de la définition inductive :

nom:= A(al: Ay)...(a;: 4) =

Yt C . a™ O (an, . ap) =sa (B, ..., 1))
+...+

St Cliosa  Cpti(ar, .. @) =sa (G, .., 1h)

Exemple 1 Le type des booléens est équivalent & Un+ Un.

Opérateurs primitifs, vs schéma général On peut choisir d’introduire dans un formalisme
les constructions de base (c’est le cas d’un systéme comme NuPrl ou dans des présentations ca-
tégoriques) ou bien introduire un schéma général de définition inductive. Le second choix permet
d’utiliser I'uniformité des principes d’introduction et d’élimination des différents opérateurs. 11
permet également de représenter de maniére concise des propriétés qui nécessiteraient une imbri-
cation profonde de connecteurs. L’introduction ou I’élimination de ces propriétés peuvent alors se
faire en une seule étape ce qui permet d’avoir des preuves plus directes. Par contre, la généralité
du schéma complique les raisonnements par cas sur la forme des définitions inductives : on ne
peut pas juste traiter les cas Zero, Un, Y-type, somme disjointe et égalité, il faut raisonner sur
la structure interne des définitions inductives et traiter de maniére générale des suites finies de
termes ou de types; cela introduit une lourdeur & la fois au niveau de la programmation et de la
présentation théorique.

Exemple 2 On suppose donné un type U : Set et un prédicat P : U — Prop. On se propose
de définir une relation dec portant sur un booléen b tel que (dec b) soit vérifié si b = true et
Vo : U, (P x) est prouvable ou bien si b= false et 3z : U,~(P x) est prouvable.

On peut bien sir introduire dec comme :

AU : Set)(P : U — Prop)(b: bool) =
(Vx : U, (P x)) Nb= true) + ((Jx : U,~(P z)) ANb = false)

Mais on peut également introduire une définition inductive avec U et P comme paramétres.

Inductive dec (U:Set) (P:U—Prop) : bool — Prop
isTrue : (V x:U,(P x)) — (dec U P true)
| isFalse : V x:U,”(P x) — (dec U P false).

3.2.2 Reégles de formation et d’introduction

Une déclaration inductive va introduire de nouveaux objets dans la théorie. Dans un cadre de
déduction naturelle, on va trouver des régles d’introduction (une par constructeur) et des régles
d’élimination. Il faut ajouter une régle de bonne formation pour la définition elle-méme.

Régle de formation

En reprenant les notations de 3.1.1, la régle de formation donne le typage de la définition in-
ductive. La condition est que chaque type de constructeur soit bien formé dans un environnement
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comportant les paramétres :
Finom: AFCp:s (mel.p) s sorte de arité A
I'+nom: A

Cette régle impose un lien entre la sorte de 'inductif et celles des types d’argument de construc-
teur dans le cas ou la sorte s est prédicative.

Exemple 3 On peut introduire X : Prop, X de type Prop qui représente la propriété 3X. X
(quantification existentielle du second ordre). Par contre XX : Type;, X représente le type des
types non vides et sera bien typé de type Type; . Finalement dans un systeme avec Set prédicatif,
le type XX : Set, X est forcément de type Type alors qu’il peut étre de type Set, si cette sorte
est imprédicative.

Régle d’introduction

Il y a une régle d’introduction par constructeur (donc pas de régle d’introduction pour le type
inductif sans constructeur), la précondition est juste la bonne formation des types de construc-

teurs.
Finom: AFCp:s (mel.p) s sorte de arité A

I'kcoy,: Cn

3.2.3 Schémas d’élimination

Les régles d’introduction nous disent comment former des objets dans une définition inductive.
Les régles d’élimination indiquent comment utiliser un objet x : (nom w; ...u;). Il y a plusieurs
maniéres d’exprimer cette propriété.

Le schéma d’élimination minimal

L’interprétation usuelle des définitions inductives est que les valeurs (objets clos normaux)
dans une instance de la définition inductive sont exactement ceux formés a partir des construc-
teurs.

Donc si on a un objet = dans la définition inductive (nom g ...w;) et que 'on veut montrer
une propriété C, il suffit de regarder les cas ou = = (co,, 1 ... 2y, ) avec x; quelconque du type
approprié. 11 suffit donc de montrer pour chaque m :

Yzt CL). . (@™ O, (g, x) = (Lt (cop 2t 2™m)) = C

Cependant faire intervenir des n-uplets et 1’égalité qui ne sont pas des notions primitives parait
peu intuitif (il faudrait commencer par préciser les régles pour ces deux types inductifs). Pour
éviter cela, on peut intégrer le raisonnement égalitaire dans le schéma d’élimination.

On suppose que l'on a une propriété P de type V(ay : A1)...(a; : A)),(nom ay ... @) = .
Pour prouver Y(a; : A1)...(a;: A1), (z: (nomay ... a;))(P a1 ... a; x), il suffit de montrer pour
chaque constructeur co,,, la propriété :

V(zl:CL).. (@™ oy, (P tL .t (cop bl z™™))

On obtient donc le schéma d’élimination suivant qui est paramétré par la sorte s’ de la propriété
a prouver :

FFaz:(nomuy... ) TFHP:V(a:Ar)...(a:4),(nomay... a) = s
Tk fr:V(t:OL). . (g™ . Cnm), (P th ... th (copm x'...2"™)) (m € 1.p)
't Case(P,z, fi,..., fp) : (Pui... wx)

Ou Case est un nouveau constructeur de terme.
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Réduction Comme toute régle d’élimination, celle-ci se combine avec les régles d’introduction
pour former une réduction. Si la fonction d’élimination est appliquée au m-iéme constructeur
alors elle se réduit en la m-éme branche instanciée par les arguments du constructeur. On vérifie
que le type est préservé. Cette réduction est appelée la (-réduction et s’écrit :

Case(P, (com ' ...a™), fi, .oy o) — (fn @t 2™)

On remarque que cette construction est analogue & une déclaration par filtrage, dans laquelle on
examine dans I'ordre les constructeurs et on n’a que des motifs de la forme (co,, z'...2") avec

co,, un constructeur et z¥ une variable. On peut utiliser la notation :

AMai A1) ... (ap: A)(z: (nomay ... q)) =
match z with ~ (coy #'...2™) = (f; z...2™)

..
1

| (cop at...a™) = (fm al...2™)

end

Elimination non dépendante Un cas particulier souvent utilisé¢ de I’élimination est celui ot
le prédicat P ne dépend pas de 'objet éliminé. On parle alors d’élimination non-dépendante. La
régle devient :

'Fz:(nomay... qy) T FP:V(ay:Ar)...(a;:4),s
TF fon Y :CL) . (@™ omm) (P tL ... th) (m e l.p)
't Case(P,z, fi,...,fp) : (P ai... ap)

Codage imprédicatif Les définitions inductives peuvent étre vues comme de nouveaux objets
ajoutés a la théorie, ou bien on peut essayer de les coder, c’est-a-dire, étant donné une théorie
fixée, et une déclaration inductive de la forme 3.1.1, peut-on trouver des termes nom, co,, et Case
qui ont les types appropriés et satisfont les régles de réduction.

Un des attraits des logiques d’ordre supérieur est qu’elles sont assez puissantes pour coder
les définitions inductives. C’est d’ailleurs ce qui est fait dans les systémes HOL, ot les défini-
tions inductives sont juste des packages plus ou moins puissants automatisant la définition de
propriétés.

Dans le Calcul des Constructions Pures, il est possible de coder les définitions inductives. On
introduit les définitions suivantes :

nom = A(a;:A4)...(a;: A) =
VP: A,Ci{nom:= P} — - - = Cp{nom:= P} —» (P ay...q)
com =Nz : CL) ... (2, : C1m)
(P:A)(f1:Ci{nom:= P})...(fn: Cp{nom:= P}) = (fi z1...2n,,)
Case = A(P:A)(a;:A1)...(q;: A)(x: (nomay ...q))
(fi:Ci{nom:=P})...(fn: Cp{nom:=P}) = (x P f1 ... fn)

On vérifie que les objets introduits sont bien typés du type attendu sauf dans le cas du schéma
d’élimination Case ol le type est plus faible que celui que nous avons proposé précédemment. En
effet on intégre dans le schéma le fait que dans chaque branche (ay, ..., a;) est égal a (t} ...t )
mais pas le fait que z lui-méme est égal a (co,, ' ...2™). On appelle le schéma ainsi obtenu le
schéma itératif. Dans le cas non récursif, ce schéma est le méme que le schéma non-dépendant. On
remarque également que le schéma d’élimination que nous avons codé a une sorte d’élimination
qui est la méme que la sorte de la définition inductive.

Cette représentation imprédicative a 'avantage de ne pas nécessiter d’extension de la théorie
et donc de ne pas poser de probléme théorique supplémentaire. Cependant, la faiblesse du schéma
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d’élimination fait que certaines propriétés logiquement trés fortes et pourtant attendues ne sont
pas prouvables.

On peut construire le type des booléens : bool :=VC : Set,C' — C' — C avec true := A(C :
Set)(t f: C) =t et false := A(C : Set)(¢t f : C) = f mais il n’est pas possible de prouver
true # false et il n’est pas possible de montrer :

Vb : bool, ((b = true) V (b = false))

Il devient alors difficile de raisonner sur les booléens sauf a ajouter ces propriétés comme axiome.
cependant, on perd alors la correspondance entre le calcul et le raisonnement.

Une autre difficulté du codage imprédicatif est qu’il y a plus de termes normaux clos dans le
codage du type inductif que ceux construits & partir des constructeurs.

L’exemple le plus simple illustrant ce phénoméne consiste & prendre le type inductif I des
singletons avec un seul constructeur ¢ : (Un — Un) — I. Le codage imprédicatif donne :

Un :=VC:Set,C —C
I :=VC:Set,(ln—Un)—C)—C
:=A(f:Un— Un)(C :8et)(h: (Un—Un) - C)=(h f)

Il n’est pas difficile de construire un terme normal clos de type I qui ne peut s’écrire sous la
forme (c f) avec f un terme normal clos de type Un — Un.

On distingue une classe de types appelés « types de données » qui correspondent & des
codages de définitions inductives dans lesquelles tous les types d’arguments des constructeurs
sont eux-mémes récursivement des « types de données » (il est surtout essentiel qu’il n’y ait
pas de quantification d’ordre supérieur en position négative). Pour les types de données, il est
possible d’établir un théoréme de représentation & savoir que tous les termes clos normaux sont
[B-équivalent & un constructeur appliqué a des arguments clos du bon type. Cependant, méme
pour les types de données, le schéma qui dit que les seuls objets dans le type sont ceux obtenus
via les constructeurs n’est pas démontrable.

Définition de types par cas/ Elimination forte

On appelle schéma d’élimination forte, le schéma d’élimination d’un inductif d’une sorte
imprédicative (par exemple Prop mais aussi Set dans le calcul des constructions avec Set impré-
dicatif) vers des prédicats de sorte Type.

Si on reprend I'exemple des booléens, le schéma d’élimination forte a la forme suivante :

b:bool P :bool — Type f: (P true) g: (P false)

On peut en particulier instancier ce schéma avec P := A\b : bool = Prop, on obtient

f :Prop g:Prop
Ab :bool = Case(P,b.f,g) : bool — Prop

En prenant pour f la propriété toujours vrai True et pour g la propriété toujours fausse False on
obtient une propriété ¢ de type bool — Prop telle que (¢ true) est équivalent & True et (¢ false)
équivalent a False. Cette propriété P nous permet de réfuter le fait que true = false.

On peut également prendre P := Ab : bool = Set, f := nat et g := bool, on pourra
alors définir un type ¢ de type bool — Set tel que (¢ true) est équivalent & nat et (¢ false)
équivalent & false. Pour construire un objet dans ce type, il est encore nécessaire d’utiliser le
schéma d’élimination de bool en prenant cette fois-ci P := 1, f : nat et g : bool. On a alors :

Case(4,b, f,9) : (¥ D)
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Ces fonctions sortent du cadre de ce qui peut étre typé dans un langage & la ML, elles sont
pourtant trés utiles dans les techniques de preuve a base de réflexion pour interpréter les objets
d’un type concret de proposition vers des propriétés Coq.

Nous verrons dans la partie 3.2.4 que I’élimination forte ne peut étre autorisée pour tous les
types inductifs sans risque de rendre le systéme incohérent.

Types dépendants

Les définitions inductives permettent de définir des familles de type I : V(ay : A1) ... (ay :
Ap), s. Par exemple, on peut définir une relation neq sur les booléens par :

Inductive neq : bool — bool — Prop
:=neq, : (neq true false)
| neq, : (neq false true).

Le schéma d’élimination permet de montrer des propriétés de la forme :
V(21 x9 : bool), (neq x1 x2) = (P 1 x2)

Il est étrangement plus complexe de construire une preuve de (neq by be) = P lorsque by et
bs sont des termes et plus seulement des variables distinctes. C’est le cas par exemple si on veut
montrer (neq true true) = L ou (b: bool)(neq b b) = L.

En fait pour pouvoir utiliser le schéma d’élimination il faut pouvoir généraliser la propriété a
montrer en : V(z1 z2 : bool), (neq x1 z2) = (Q 1 x2). puis 'appliquer & by et be. Les exemples
ci-dessus montrent qu’une généralisation naive ne fonctionne pas en général. Une maniére systé-
matique de résoudre ce probléme est de renforcer la propriété a prouver en :

V(z1 x2 : bool), (neq x1 z3) = x1 = by => 29 =by = P

puis d’utiliser I’élimination standard et de simplifier les égalités. Certaines correspondent & des
hypothéses absurdes, d’autres vont donner lieu & des simplifications, on obtiendra de nouvelles
égalités qui pourront étre propagées.

Tactiques d’inversion Le travail décrit ci-dessus est (partiellement) automatisé par les tac-
tiques d’inversion. Cependant la preuve engendrée est loin d’étre atomique. Il faut donc éviter
autant que possible d’avoir recours aux schémas d’inversion. Pour cela, il est utile de mettre ex-
plicitement en paramétre tout argument qui n’est pas instancié dans les constructeurs (juste une
variable liée). L’ordre dans lequel on réalise les éliminations, et des généralisations appropriées
permettent parfois d’éviter 'utilisation de 'inversion. Finalement, il peut étre utile d’engendrer
des principes d’élimination ad-hoc pour certaines instances de définition inductive, ce qui permet
d’éviter I'utilisation multiple de I’inversion.

Egalité

On suppose fixé un type A : Set.
L’égalité inductive est définie par

Inductive eq (z : A) : A — Prop :=refl: (eq z x)

On note z = y le terme (eq z y). Le schéma d’élimination exprime que toute preuve de x = y
est de la forme (refl z), il a la forme suivante :
e:(z=y) P:Vy:A,r=y—s p:(Px(reflx))
Case(P,e,p) : (P ye)
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I vérifie la régle de réduction :
Case(P, (refl z),p) —, p

Cette égalité permet de comparer deux objets du méme type. Cependant, on est parfois
amenés & devoir comparer des objets dans des types différents.
Un exemple est la définition du type (récursif) des listes de longueur n :

Inductive 1ist :nat — Prop
:=nil: (list 0) | cons : Vn : nat, A — (list n) — (list (S n)).

Une propriété attendue est VI : (1ist 0),! = nil. Pour la montrer, en utilisant la généralisation
pour l'inversion, on voudrait se ramener a montrer : V(n : nat)(l : (1ist n)),n =0 — [ = nil.
Malheureusement, cette propriété ne peut étre énoncée car la propriété [ = nil est mal formée
puisque [ : (1ist n) et nil: (1ist 0) sont de type différents non convertibles. Le fait qu’il existe
une preuve e de n = 0 dans le contexte permet juste d’appliquer une transformation a [ pour en
faire un objet de type (1ist 0). Mais I’énoncé devient

V(n :nat)(l: (1ist n))(e : n = 0), Case(1list,e,l) =nil
On peut ensuite faire une preuve par cas sur [, cependant on se retrouve a devoir montrer :
V(e:0=0),Case(list,e,nil) = nil

On souhaiterait alors utiliser le fait que toute preuve de 0 = 0 est de la forme (refl 0), en
remplacant e par cette valeur, on doit montrer

Case(list, (refl 0),nil) = nil

En utilisant la ¢ réduction, on aboutit & la trivialité nil = nil. Malheureusement, le remplace-
ment de e : 0 = 0 par (refl 0) ne peut se faire. En effet, il faut utiliser le schéma d’élimination
qui demande de généraliser le but sous la forme d’un prédicat de type Vy : nat, (0 = y) — Prop
or les dépendances nous empéchent de généraliser comme on le souhaiterait :

A(y : nat)(e: 0 = y) = Case(list,e,nil) = nil

n’est pas un terme bien typé.

Cette « pathologie » a été mise en évidence par Thierry Coquand. Thomas Streicher et
Martin Hofmann [HS98] ont exhibé des modéles de la théorie des types, pour lesquels il y a des
preuves de x = x qui ne sont pas convertibles & (refl z). Cependant, s’il existe une égalité
décidable sur A (ce qui est le cas de tous les types de données usuels), alors cette propriété est
démontrable mais la construction est complexe (idée originale est due a Michael Hedberg, elle a
été codée dans LEGO par Thomas Kleymann et reprise dans Coq par Bruno Barras, cf le fichier
theories/Logic/Eqdep_dec.v).

L’axiome K de Streicher Thomas Streicher a proposé d’ajouter un principe d’élimination
plus puissant pour ’égalité qui capture exactement que toute preuve de x = x est une preuve
par réflexivité :
e:(x=x) P:x=xz—s p:(P (reflx))
Casex (P, e,p) : (P e)

Ce nouvel opérateur satisfait une régle de ¢-réduction :

Casex (P, (refl x),p) —>, p
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Il existe de nombreuses formes équivalentes de cet axiome. La théorie EqDep de Coq introduit un
axiome qui dit que :

V(e:xz=2x)(p: (P z)),Case(P,e,p) =p

qui ne dit pas que e est égal a (refl x) mais qu'il se comporte calculatoirement de maniére
identique.

Egalité de John Major C. McBride [McB99] a introduit une égalité qui permet de comparer
deux objets dans des types quelconques. De maniére inductive, cette égalité se définit par :

Inductive eq (A : Set)(z: A) : VB : Set, B — Prop :=refl:(eq A A z x).

On peut facilement prouver que cette égalité est réflexive. symétrique et transitive en utilisant
le schéma général des définitions inductives. Par contre, ce schéma impose une généralisation du
but sous la forme d’un prédicat de type VB : Set, B — Prop, ce qui est en général malaisé.

C. McBride propose d’introduire un schéma d’élimination renforcé, analogue (et prouvable-
ment équivalent) a axiome K de Streicher. Ce schéma d’élimination dit que si deux objets de
méme type sont égaux selon 1’égalité de John Major, alors on peut remplacer I'un par l'autre
(autrement dit, ils sont égaux au sens de 1’égalité de Leibniz).

P:A—s e:(eqAxzAy) q:(Pux)
Case(Pre.q) (P 3)

Cette égalité est commode car si on a n : nat et [ : (list n) ainsi que n’ : nat et I’ : (1ist n’),
on pourra simplement écrire (eq nat n nat n’) et (eq (list n) I (1ist n’) I'). Comme n et n’
sont du méme type, on pourra remplacer n par n’ en particulier dans le type de [, ensuite [ et I’
seront du méme type (1ist n’) et on pourra remplacer [ par . Cette égalité évite de passer par
un codage de paires assez lourd.

3.2.4 Types inductifs et sortes
Nous n’avons pour l'instant pas préciser les sortes pour lesquelles I’élimination d’une définition
inductive était possible.

Les types de données prédicatifs

Les types de données prédicatifs sont ceux pour lesquels les types des arguments des construc-
teurs sont dans la méme sorte que I'inductif. C’est forcément le cas si le type inductif est dans
Type ou bien dans Set dans le cas oil cette sorte est aussi prédicative.

Les types de données imprédicatifs

Un type de données est imprédicatif s’il est défini dans Prop (ou aussi dans Set, si on se place
dans la version de Coq avec Set imprédicatif) et si au moins un des types d’argument est dans
la sorte Type. C’est le cas de la définition :

Inductive prop : Prop := in: Prop — prop.
Si on autorisait, pour cette définition, une élimination forte alors on pourrait définir :
out(p : prop) : Prop := match p with (in P) = P end

On vérifie de plus que (out (in P)) ~ P. On a donc prop : Prop qui est isomorphe & Prop : Type
ce qui introduit deux niveaux d’imprédicativité et donne un systéme incohérent.
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Une possibilité est d’interdire les définitions imprédicatives, celles-ci peuvent étre représentées
par un codage a l'ordre supérieur. Dans Coq, de telles définitions sont autorisées, on peut utiliser
le schéma d’élimination usuel sur la sorte imprédicative de la définition inductive par contre
I’élimination forte (sur un prédicat dont la sorte est Type) ne peut pas leur étre appliquée.

De telles définitions inductives sont utiles pour coder des existentielles du second ordre qui
servent elle-méme a coder des types abstraits : on sait qu’il existe un type avec certaines opéra-
tions sur ce type mais on ne peut pas accéder & 'implantation de ce type. Un exemple de telle
utilisation est la définition nu dans contribs/Lyon/GFP.v qui code un plus grand point-fixe d’un
opérateur monotone sur les types.

La distinction entre Prop et Set

Les sortes Prop et Set sont toutes les deux de type Type. Leur interprétation différe vis-a-vis
de l'extraction de programmes a partir de preuves. Un terme de preuve est dit logique s’il est
de type P : Prop; le typage garantit qu’il ne servira pas de maniére calculatoire pour construire
un terme de preuve calculatoire de type S : Set. Ceci permet d’éliminer les termes de preuve
logique qui sont toujours en position de code mort dans les termes calculatoires.

Si un type inductif est de type Prop alors on ne peut pas en général autoriser une élimination
sur la sorte Set. En effet la régle d’élimination est :

FFz:(nomay... ) THP:V(ag:A41)...(a;: A),(nomay... aj) = s
Tk fr:V(t:OL). . (g™ . Cnm), (P th ... th (com 2'...2"™)) (m € 1..p)
't Case(P,z, f1,...,fp) : (P ai... a x)

Si z est logique, il doit disparaitre a ’extraction, par contre si s’ est de type Set on doit étre en
mesure de fournir une réalisation de (P aj ... a; ). On a beau pouvoir extraire chaque branche
fi, en I'absence de x, il est difficile de les combiner.

On aboutit & la régle suivante : un inductif de sorte Prop ne peut s’éliminer sur un prédicat
de sorte Set. Il ne peut pas non plus s’éliminer sur un prédicat de sorte Type, car tout objet dans
Set est également un objet de la sorte Type, donc I’élimination sur Type implique I’élimination
sur Set.

De plus I'élimination sur Type permet de montrer qu’il existe une propriété A : Prop et
a,b: A tel que a # b est prouvable (par analogie avec la preuve de true # false). Or du fait de
notre interprétation non calculatoire des propositions logiques, supposer que toutes les preuves
d’une méme proposition logique sont égales est parfois utile. C’est également une propriété que
Pon dérive a partir d’autres axiomes tel que celui de la logique classique VA : Prop, AV —A ou
de lextensionnalité VA B : Prop, (A <> B) - A = B.

Les types singletons 1l existe deux cas particuliers d’inductif définis dans Prop pour lesquels
I’élimination sur la sorte Set ne pose pas de difficulté. Il s’agit tout d’abord de la définition induc-
tive vide. Dans une situation ou ’absurde est prouvable, n’importe quel objet est un programme
correct par rapport & n’importe quelle définition inductive.

Le second cas est plus intéressant. Nous appelons type singleton, un type qui n’a qu’un
constructeur dont tous les types d’arguments sont de type Prop. L’élimination ne comporte donc
qu’'une seule branche et on montre aisément que si la propriété est vérifiée alors le programme
extrait de cette branche est correct par rapport a la propriété de la conclusion. L’extraction de
la définition par cas est alors définie comme ’extraction de I'unique branche, I’élément sur lequel
se fait le Case n’intervient donc pas dans le calcul. On peut montrer que pour de tels types, dés
que l'on a I'élimination vers Set et que ces types sont prédicatifs, alors I’élimination vers Type
peut également étre simulée et est donc valide.



7 février 2014 46

Les types conjonctions de propriétés logiques sont des types singletons, bien que définis dans
Prop ils admettent une élimination pour toutes les sortes, il en est de méme du prédicat d’égalité
que nous avons défini plus haut.

La condition que tous les types d’arguments de constructeur sont de nature purement pro-
positionnelle est essentielle. Un exemple de type a un seul constructeur qui ne vérifie pas cette
condition est un type I avec un seul constructeur ¢ avec un argument de type bool. La régle
d’élimination :

x:1 P:I—8Set f:Vb:bool,(P (cbh))
Case(P,x, f): (P z)
Sur le plan calculatoire, la preuve z est essentielle pour décider I'instance de la branche & choisir
(f true) ou bien (f false).

3.3 Les types inductifs récursifs

3.3.1 Exemples

La définition inductive récursive de base est bien entendu celle des entiers :
Inductive nat : Set := 0 : nat | S: nat — nat.
A peine plus compliquée est celle des listes, qui peut étre paramétrée par le type des éléments :
Inductive 1ist(A : Set) : Set :=nil: (list A) | cons: A — (list A) — (1list A).

On construit aisément sur le méme modéle le type des arbres ou de maniére plus générale de
toute structure de terme algébrique.

Un exemple un peu plus sophistiqué est celui des notations ordinales (du second ordre). Il se
construit comme le type des entiers, mais on ajoute un constructeur de limite qui correspond &
un branchement infini paramétré par des entiers. Cette structure infinie se représente de maniére
finie par une fonction des entiers vers les ordinaux.

Inductive ord : Set :=0:ord | S:ord — ord | lim: (nat — ord) — ord.

En suivant le méme modéle, on peut définir un type générique d’arbre ou les branchements
sont indicés par un premier type de données A (il y a autant de type de branchements possibles
que d’éléments dans A) et ou l'arité de chaque branchement est donnée par un type B qui
dépend de I'indice du branchement : Ce type a été initialement introduit par Per Martin-Lof et
est traditionnellement écrit W. Il se définit en Coq par :

Inductive W(A : Set)(B: A — Set) : Set :=node : Vz : A,((B z) - (WA B)) — (W A B).

Ce type est suffisant pour coder les autres définitions inductives. Par exemple, pour représenter
les entiers, on remarque qu’il nous faut deux types de branchement (I'un pour 0 qui est d’arité
nulle et 'autre pour S qui est d’arité un). Il suffit donc de prendre A = bool et B définie par
(B true) = False et (B false) = True. On pose alors : nat = (W A B) On peut alors introduire
0 = (node true At : False = Case(nat,t)) et S = An : nat = (node false A\t : True = n) dont
on vérifie qu’ils ont le bon type.

Un autre type récursif intéressant est la définition d’un élément bien fondé x : A pour une
relation R : A — A — Prop. On dit que x est bien fondé si tous les éléments en relation avec x
sont eux-mémes bien fondés. Cela s’écrit :

Inductive wf (A : Set)(R: A— A — Prop) : A — Prop
=wf_intro:Vz: A, (Vy: A, (Ryz) — (wf ARvy)) — (wf AR z)
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3.3.2 Condition de positivité
Positivité large

Un type inductif qui comporterait une occurrence récursive négative, permet de construire
des objets qui bouclent sans utiliser de récursivité. Supposons que 'on puisse définir :

Inductive L : Set := lam: (L — L) — L.

et que I’élimination sur la sorte Set soit permise. Ce type est habité puisqu’il contient au moins
le terme (lam [z : L]x) On peut également définir :

Definition app (/1 Iz : L) : L := match {3 with (1am f) = (f l2) end
La réduction suivante est satisfaite :

(app (am f) 1) —, (f 1)

On construit alors :
Definition ¢ : L := (lam Az : L = (app « z))

On vérifie alors que le terme (app d §) se réduit en une étape de ¢ réduction vers lui-méme et
donc que ce terme n’est pas normalisable.

Cet exemple peut étre aisément codé en ML. Par contre, il explique pourquoi les définitions
inductives doivent imposer une condition de positivité.

Une définition inductive I est positive si les seules occurrences de I dans des types d’argu-
ments de constructeur se font de maniére positive, c’est-a-dire & la gauche d’un nombre pair
(éventuellement nul) de produits avec la définition suivante : Dans le terme Va : A, B, le terme
B est a gauche de 0 produit, un sous-terme C' de B qui est & gauche de n produits dans B est
également a gauche de n produits dans Vx : A, B. Le terme A est & gauche d’un produit dans
Vz : A, B et un sous-terme C' de A qui est a gauche de n produits dans A est également a gauche
de n + 1 produits dans Vx : A, B.

Des exemples de type de constructeur positif pour I sont :

— A — I avec I qui n’apparait pas dans A

— (I - A) — B avec I qui n’apparait pas dans A mais peut apparaitre positivement dans

B

Un type d’argument C' qui dépend de I de maniére positive satisfait une condition de mono-
tonicité, c’est-a-dire que si I C J (autrement dit s’il existe un terme de type V(a; : A1) ... (a; :
A, (I ay...a;) = (J ay...a)) alors on peut construire un terme de type C — C{I := J}.
Cette condition de monotonicité suffit a garantir l’existence d’un plus petit point fixe qui peut
étre codé de maniére imprédicative.

Par contre, cette positivité au sens large ne convient pas lorsqu’il s’agit de définir un type
inductif au niveau prédicatif Type. Th. Coquand [CPM90| a montré que accepter la définition
inductive suivante conduisait & un paradoxe :

Inductive X : Type := in: ((X — Prop) — Prop) — X.

En effet, pour tout Y, il existe une application ¢ de Y dans Y — Prop qui & y : Y associe le
prédicat A\y’ = y = /. On en déduit une application ¢ de X — Prop dans X qui a P de type
X — Prop associe (in AP'.P = P’). On vérifie que ¢ est une injection : ¢(P) = ¢p(P') — P = P'.
I1 suffit alors de considérer le prédicat Py = A\x.3P, ¢(P) = x A—=(P x) et de prendre zg = ¢(F).
On vérifie alors aisément que (Py zg) est equivalent & =(Py z¢) d’olt une incohérence.
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Positivité stricte

Les définitions inductives de Coq ne permettent pas de la positivité large (c’est-a-dire une
occurrence de la définition inductive a la gauche d’au moins un produit).

Le schéma général est que si la définition inductive I apparait dans un type d’argument d’un
constructeur alors ce type d’argument a la forme :

V(Zl ZDl)... (Zm : Dm),([ ul ul)

et I n’apparait ni dans les D; ni dans les u;.
On vérifiera que toutes les définitions inductives données en exemple satisfont cette condition
de positivité.

Récursivité emboitée La positivité stricte n’interdit pas a priori que 'argument récursif se
trouve comme paramétre d’une autre définition inductive. De fait, si un type de constructeur de la
définition inductive I a pour type (AxI) — I ou AxI est la définition inductive pour le produit de
A et de I alors, I est équivalente & une définition J ot le type de constructeur serait A — J — J
et donc strictement positif. De méme si le constructeur est (A+1) — I alors on peut le remplacer
par deux constructeurs strictement positifs de type A — J et J — J. Cela fonctionne méme si
la définition imbriquée est récursive, il faut alors définir deux types mutuellement récursifs. Si
le type de constructeur est (1ist I) — I on remplace I par une définition J définie de maniére
mutuellement récursive avec L qui représente (list I). Le constructeur de type (list I) — I
devient un constructeur de type L — J, les constructeurs de L sont ceux de (1ist I) soit nily, : L
et consy, :J > L — L.

Cette transformation nous montre qu’il est possible d’autoriser une occurrence récursive de
Iinductif I comme paramétre d’une autre définition inductive J. Cependant certaines conditions
doivent étre vérifiée. L’occurrence de I doit apparaitre strictement positivement en position de
paramétre de la définition inductive J, et ce paramétre doit lui-méme apparaitre strictement
positivement dans les types d’arguments de J. On peut donc avoir un type de constructeur de 1
de la forme (list (A + I)) — I par contre si on introduit

Inductive neg (X : Prop) : Prop := in: (X — False) — (neg X).

Alors définir un inductif I dont un type de constructeur est (neg I) — I est non valide.

3.3.3 Schéma d’élimination récursif primitif

Supposons que 'on définisse un inductif récursif qui vérifie la condition de stricte positivité
sans imbrication. Alors le schéma d’élimination peut étre renforcé pour prendre en compte le fait
que la propriété que 'on cherche & montrer est récursivement satisfaite pour les sous-termes du
type approprié.

On peut donc renforcer le schéma d’élimination en prenant sa forme récursive :

F'kz:(nomay... a) I‘l—P:V(al c A1) ... (a;: A)),(nomay ... a;) = §
(m € 1.p) Ch, ... ,Cp™ types d’arguments récursifs
TF fon: V(2! :CL) .. (™ . Onm), G [P 2] — - Coy [Py afrm] — (P t), .. th, (com 2! 2

")

I' - Rec(P,z, f1,..., fp) : (Pai... a x)

Si C est un type d’argument récursif strictement positif et sans imbrication alors il est de la
forme :
V(z1:D1)...(2n: Dy), (nom uy ... 1up)
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si  : C' on définit :
ClPz)=V(21:D1)...(2n: Dn),(Puy...uy (x 21 ...23))

On voit que ce schéma d’élimination est plus général que le schéma non récursif préalablement
introduit. Il implique en particulier que l'ordre structurel sur le type inductif est bien fondé. Nos
objets dans le type inductif ne représentent que des structures qui peuvent étre infinies mais dont
toutes les branches récursives sont finies.

Les schémas d’élimination récursive sont engendrés automatiquement par Coq au moment de
la définition inductive. Dans le cas d’une définition de sorte Prop, le schéma déclaré correspond
& une élimination non dépendante. Les schémas dépendants peuvent étre introduits & ’aide de
la commande de vernaculaire Scheme.

Dans le cas de définition inductive imbriquée, la forme du schéma d’élimination récursive
n’est pas aussi simple a formuler. Coq ne fournit pas de facilité pour les introduire, c’est a
I'utilisateur de concevoir un schéma adapté et de le démontrer & ’aide de I’élimination récursive
et des constructions par point fixe que nous allons maintenant introduire.

3.3.4 Condition de garde

Le schéma d’élimination récursive était proposé par P. Martin-Lof comme la construction
d’élimination de base des définitions inductives. Il permet de capturer la notion de fonctionnelle
définie de maniére primitive récursive ainsi que la notion de preuve par récurrence structurelle.

Cependant, Th. Coquand a suggéré une approche alternative, oti comme dans les langages
de programmation fonctionnelle, les notions primitives sont I’élimination non récursive (qui cor-
respond a l'analyse par cas) et les définitions par point fixe. Evidemment, on ne peut autoriser
n’importe quel point fixe sous peine de construire des termes non normalisables et d’aboutir &
une incohérence. Une condition syntaxique de garde permet d’accepter les définitions qui suivent
un schéma primitif récursif et de préserver la terminaison.

Pour cela, une fonction f peut étre définie par point fixe si un de ses arguments x a pour
type une définition inductive et si dans le corps de f tous les appels récursifs a f se font avec en
place de z un terme ¢ que 'on reconnait syntaxiquement comme étant plus petit que x.

La régle principale pour étre structurellement plus petit que x est d’apparaitre dans une
branche d’un Case sur x et d’étre 'un des sous-termes de x. Mais cette définition peut étre
étendue. Par exemple un Case est reconnu plus petit que x si chacune de ses branches est plus
petite que = (en particulier s’il n’y a aucune branche dans le cas de I’élimination d’une condition
absurde). De méme étre plus petit est une opération transitive.

Les points fixes de Coq sont représentés de maniére anonyme par un terme :

Fix(f/m:T:=1)
dans lequel f est une variable liée et n est un entier positif ou nul. La régle de typage est :

O,f:THt:T festgardée dans t par le n + 1léme argument
PEFix(f/n:T:=t):T

La régle de réduction de point fixe est :

si anp4+1 commence par un constructeur alors :

(Fix(f/m:T:=t)ay... apny1) —, H{f:=Fix(f/n:T:=t)} a1... apt1)

La régle de réduction est également gardée par la condition que 'argument de décroissance
commence par un constructeur. Ceci permet d’éviter de poursuivre la réduction du point fixe a
I'intérieur du terme ce qui violerait la terminaison forte.
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On définit aisément & ’aide du point fixe la fonction qui calcule le minimum de deux entiers :
Fix(min/0 : nat — nat — nat := An.Am.Case(nat, n, 0, An'.Case(nat, m, 0, Am’.(S (min n’ m')))))

Par contre la fonction d’Ackermann spécifiée par les équations :

ack 0 m = 8m
ack (Sn') 0 = ackn (S0)
ack (Sn') (8m/) = ackn' (ack (Sn') m')

nécessite 'utilisation de deux points fixes imbriqués :

Fix(ack/0 : nat — nat — nat :=
An.Case(nat, n,
S7
An'.Fix(ackn/0 : nat — nat :=
Am.Case(nat, m, (ack n’ (8 0)), \m’.(ack n’ (ackn m’))))

)

L’exigence que 'argument de décroissance soit de type inductif est essentielle. En effet, du fait
de la présence d’imprédicativité, on peut construire des types pour lesquels certains sous-arbres
sont plus « grands » que l'objet initial. Ainsi si on introduit un type I avec un constructeur
(non-récursif) ¢ de type (VA : Set, A — A) — I. On introduit l'objet t = A(A : Set)(z : A) = =
de type VA : Set, A — A. L’objet (c t) est de type I. Soit une fonction f de type I — I définie
par

fleax)=f(x1(ct))
On pourrait penser que appel récursif qui se fait sur un sous-terme x de (¢ x) est bien fondé.
Ce n’est pas le cas. En effet (f (c t)) se réduit en (f (¢t I (c t))) qui se réduit en (f (c t)) et donc
se terme ne se normalise pas.

3.3.5 Récurrence structurelle versus récurrence bien fondée

La définition primitive par point fixe permet de capturer certaines fonctions récursives mais
évidemment toutes les fonctions ne suivent pas ce critére de décroissance structurel. Un exemple
classique est la fonction quicksort sur les listes qui s’appelle récursivement sur deux sous-listes
qui sont de longueur plus petite. Evidemment, on sait ramener cette décroissance a un point-fixe
structurel sur un argument supplémentaire représentant la longueur de la liste. Mais on voudrait
également pouvoir justifier la définition par point fixe, en utilisant uniquement un argument de
bonne fondation de la relation avoir une longueur strictement plus petite.

Ceci est possible en Coq en utilisant notre définition d’étre bien fondé.

On suppose que 'on dispose d’une fonction split : A — list — list x 1list qui sépare une
liste [ suivant un pivot a en deux listes [; et lo telle que la longueur de [; est inférieure ou égale
a la longueur de [. On notera |I| la longueur de I, qui vérifie les propriétés :

lnil| =0 |cons a I| =8 ||

On peut alors définir une fonction de tri quick : V(I : list)(n : nat),|l] < n — list de
maniére structurelle sur n. La définition de quick suit le schéma suivant :

quick nil n = M :|nil| < n = nil
quick (cons a ) 0 = Ah : |cons a [| < 0 = absurd hg
quick (cons al) (Sn) =Ah:|consall<Sn=
let (I1,l2) = split al
in append (quick Iy n hy) (cons a (quick ly n hy))
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Avec hg, hy et hg des preuves de L, |l1| < n et |lo| < n. Pour obtenir une fonction de tri de type
list — list il suffit de prendre une valeur initiale de n égale & la longueur de [. Cependant,
d’un point de vue calculatoire, 'argument entier n qui a été ajouté apparait superflu.
L’alternative consiste a utiliser une preuve du fait que la relation R = Al,m : list = |I| < |m|
est bien fondée.
Le programme se construit alors comme un terme quickwf de type :
Vil :1list, (wf list R [) — list. Cette preuve suit le schéma suivant :

quickwf nil = A(h :wf list R nil) = nil
quickwf (cons al) = A(h:wf list R (cons al)) =
let ({1,l2) = split al
in append (quickwf /; h1) (cons a (quickwf ls h))

Avec hy et hg des preuves de (wf list R [;) et (wf list R l3) qui sont structurellement plus
petites que h. Ces preuves sont construites de la maniére suivante. Il est possible de définir
wf_inv de type V(A : Set)(R: A — A — Prop)(z: A),wf ARx -Vy: A Ryx —wf ARy
par :

wi_inv A Rz (wf_intro A Rx h)=h

On remarque que (wf_inv A R x H) est structurellement plus petit que H car obtenu en prenant
un sous-terme structurel de H.

Pour obtenir une fonction de type list—1ist il suffit d’utiliser une preuve que R est bien
fondée, c’est-a-dire d’une preuve de Vi : list, (wf list R [).

L’avantage de cette définition est que la propriété wf peut étre définie dans la sorte Prop.
Donc le comportement calculatoire de la fonction quickwf a lextraction est le comportement
attendu. Par contre, il est compliqué de réduire la fonction quickwf dans Coq car cette réduction
ne peut avoir lieu que si la preuve h de (wf list R [) commence par un constructeur. Pour
raisonner sur de telles fonctions, il est préférable d’établir des équations de point fixe. Cependant
ces équations ne sont pas immédiates a établir. Ce probléme a été étudié en détail dans la thése
de Antonia Baala [Bal02|. Des théorémes dans la bibliothéque Init/Wf permettent de faciliter
les constructions de fonctions par point fixe.

3.3.6 Définitions mutuellement inductives

Coq accepte de maniére primitive les définitions mutuellement récursives. En fait de telles
définitions peuvent simplement étre codées en faisant de la définition inductive une famille de
définitions inductives. On introduit un type A qui fait la somme disjointe des arités des diffé-
rentes définitions inductives. Les définitions mutuellement inductives I seront remplacées par
une famille inductive d’arité A — s dans laquelle s est la sorte des définitions inductives. On
remplace dans les types de constructeur chaque mention & une des définitions mutuellement in-
ductives (I aj ... a;) par la référence a l'instance appropriée de I, c’est-a-dire (I (ing ag ... aqp)).
Le schéma d’élimination mutuellement récursif des définitions I peut également se déduire du
schéma général pour 1.

Exemple 4 Inductive arbre (A:Set) : Set :=
| node : A — (foret A) — (arbre A)
with foret (A:Set) : Set :=
| vide : (foret A)
| add : (arbre A) — (foret A) — (foret A).

est équivalent a
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Inductive arbre_foret (A:Set) : bool — Set :=
| node : A — (arbre_foret A false) — (arbre_foret A true)
| vide : (arbre_foret A false)
| add : (arbre_foret A true) — (arbre_foret A false)
— (arbre_foret A false).
Definition arbre (A:Set) arbre_foret A true.
Definition foret (A:Set) arbre_foret A false.

Dans le cas de définitions mutuellement récursives, Coq engendre automatiquement un principe
d’élimination récursive pour chaque type qui ne tient pas compte des appels aux autres inductifs
de la famille. Par contre la commande Scheme permet d’engendrer automatiquement les schémas
d’élimination mutuellement récursifs dans le cas de positivité non imbriquée. Ces schémas peuvent
ensuite étre utilisés par la tactique

Elim term using theorem with instances

en instanciant de maniére appropriée les propriétés & montrer pour les types auxiliaires.
Dans le cas de 'exemple des arbres et des foréts, la commande Inductive introduit en parti-
culier le schéma suivant qui n’utilise pas la structure récursive de foret :

arbre_ind
: V(A:Set) (P: (arbre A)—Prop),
(V(a:A) (f:foret A), P (node A a f))—Va:(arbre A), P a

Pour définir arbre_foret_ind qui permet de prouver une propriété P sur les arbres en utilisant
une propriété @Q sur les foréts prouvée de maniére mutuellement récursive, on utilise :

Scheme arbre_foret_rec := Induction for arbre Sort Prop
with foret_arbre_rec := Induction for foret Sort Prop.

On obtient alors :

arbre_foret_ind :
V(A:Set) (P: (arbre A)—Prop) (Q: (foret A)—Prop),
(V(a:A) (f:(foret A)),(Q f)— P (node A a f))
— (PO (vide A))
— (Va: (arbre A),(P a)—Vf:(foret A),(Q £)—Q (add A a f))
—Va: (arbre A), P a

3.4 Extensions

Les définitions inductives du Calcul des Constructions Inductives permettent une représen-
tation directe des types de données concrets et des relations inductives définies comme les plus
petites propriétés satisfaisant un ensemble de conditions de stabilité.

Cependant, cette notion est insuffisante pour représenter certaines structures qui apparaissent
naturellement dans les développements mathématiques et informatiques.

3.4.1 Structures infinies

Il s’agit en particulier des structures potentiellement infinies comme les streams (suites in-
finies), les séries mathématiques ou les expressions de processus. Il est possible d’utiliser des
fonctions pour représenter de tels objets mais on aimerait une représentation plus proche de la
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structure concréte de ces objets. Les définitions co-inductives ont une structure duale des défi-
nitions inductives. Elles ont été ajoutées au Calcul des Constructions Inductives et intégrées a
Coq par Eduardo Giménez. L’approche suivie avait été suggérée par Th. Coquand. Les défini-
tions co-inductives admettent comme schéma d’élimination la définition par cas et comme régle
d’introduction, en complément des constructeurs, des définitions par point fixe.

3.4.2 Structures quotients

Les définitions (co)-inductives sont des structures libres, il est donc possible de prouver que
deux constructeurs d’'un type inductif dans Set ou Type ont des images disjointes. Supposer
qu’une équation entre constructeurs est satisfaite conduit a une théorie inconsistante. Pourtant
les structures quotients sont trés utilisées (représentation des rationnels, des réels ou des lambda-
termes). Plusieurs solutions ont été proposées pour ajouter des types quotients a une théorie des
types, en particulier par R. Backhouse, M. Hofmann, S. Boutin, G. Barthe et plus récemment par
P. Courtieu. A part NuPrl, les assistants de preuve ne proposent pas de type inductif quotient.
C’est a l'utilisateur de gérer & la main une égalité ad-hoc et des conditions de compatibilité.

3.4.3 Reéductions généralisées

Les types inductifs de Coq permettent de définir aisément une addition sur les entiers qui
vérifie les axiomes de Peano 0+x = z et (S y) + 2 = (S(x+y)) comme des régles de conversion.
Par contre la propriété x +0 = x ou I'associativité de ’addition sont prouvables mais ne sont pas
des conversions et doivent donc étre traités manuellement alors que les systémes de réécriture
savent parfaitement traiter ses égalités de maniére automatique. Pour pallier cette difficulté, on
étudie depuis quelques années des systémes qui combinent la réécriture et le lambda-calcul typé.
Une difficulté est de garantir la confluence et terminaison du systéme résultant. Pour cela, il faut
bien entendu restreindre la forme des réécritures applicables. Les travaux récents de F. Blanqui
dans la lignée de ceux de J.-P. Jouannaud et M. Okada proposent un cadre qui capture un trés
large sous-ensemble des définitions inductives de Coq et permet de définir des fonctions par des
systémes de réécriture vérifiant un certain schéma. De maniére alternative, J.-P. Jouannaud, A.
Rubio et D. Walukiewicz-Chrzaszcz proposent un ordre RPO applicable aux termes du Calcul
des Constructions qui garantit la préservation par ajout de régles de réécriture.



Chapitre 4

Types coinductifs dans Coq

4.1 Introduction

4.1.1 Types concrets

On appellera type concret un type I spécifié par la donnée d’un ensemble fini de constructeurs
qui sont des constantes dont le type a pour conclusion une instance de I.

On attend d’un type concret la propriété suivante : tout terme clos de ce type se réduit en
un terme commencant par un constructeur.

4.1.2 Types récursifs positifs

Lorsque le type I apparait dans un type d’un argument d’un constructeur alors le type est
dit récursif.

Si de plus les occurrences de I sont positives dans les arguments des constructeurs alors on
dira que le type concret est positif.

Un modéle de ces types est donné par des arbres dont les noeuds sont indicés par les construc-
teurs et dont certaines branches peuvent étre des fonctions renvoyant des familles d’arbres de
méme nature ce qui permet de représenter par un terme fini un branchement infini. C’est le cas
par exemple des notations ordinales introduites dans le paragraphe 3.3.1.

On peut vouloir se restreindre aux structures dont chaque branche est finie (méme si du fait
des branchements infinis, la structure elle-méme n’est pas finie). On parlera alors d’objet bien
fondé dans le type positif. Lorsqu’on se restreint & ces objets bien fondés, on peut disposer de
principes de récurrence pour le type, soit sous la forme d’une récurrence structurelle généralisée,
soit en disant que l'ordre sous-terme est bien fondé.

Mais il peut étre intéressant de disposer aussi d’'un type qui pourrait contenir des arbres
dont les branches sont potentiellement infinies. Il ne s’agit pas alors de se donner un principe de
récurrence pour raisonner sur ces objets mais au contraire des opérateurs pour construire de tels
objets infinis, en effet 'application des seuls constructeurs ne construira que des objets finis.

4.2 Exemple des listes infinies

L’exemple de base qui est donné pour de tels types infinis est celui des listes !:

Coq < Variable A : Set.

1. on pourra trouver la définition de Streams dans la bibliothéque theories/Lists

o4
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Coq < CoInductive ListI : Set := NilI : ListI | ConsI : A -> ListI -> ListI.

Coq < CoInductive Stream : Set := Cons : A -> Stream -> Stream.

Dans le cas de ListI les listes peuvent étre finies ou infinies, dans le cas de Stream, il n’y a
que des listes infinies dans ce type.

Exercice: Montrer que si on définit le type Stream de maniére inductive et pas coinductive
alors ce type est vide, c’est-d-dire que 'on a une preuve de Stream — False.

4.2.1 Principe de destructivité

Il faut garder & I'esprit que ’on cherche & préserver la propriété des types concrets que chaque
terme clos se réduira vers un terme qui commence par un constructeur.

Dans le cas des streams, cela revient a dire que tout terme de type Stream est égal a (Cons a 1)
pour un certain a : A et [ : Stream ce qui peut s’écrire:

Coq < Lemma Stream_destr : forall P:Stream -> Set,
Coq < (forall (a:A) (1:Stream), P (Cons a 1)) -> forall s:Stream, P s.

D’un point de vue plus opérationnel, si toute valeur de type Stream peut étre réduite vers un
terme construit avec Cons alors on peut utiliser un opérateur de définition par filtrage:

Coq < Variable C : Set.
Coq < Variable f : A -> Stream -> C.

Coq < Check (fun s:Stream => match s with
Coq < | Cons al=>fal
Coq < end) .
fun s : Stream => match s with
| Cons al=>fal
end
: Stream -> C

et on a la réduction suivante:

Coq < Eval compute in

Coq < (fun (b:A) (s:Stream) => match Cons b s with
Coq < | Cons al=>fal
Coq < end) .

= fun (b : A) (s : Stream) => f b s
: A -> Stream -> C

Ceci permet de définir les fonctions d’accés au premier élément de la liste ainsi qu’a sa queue:

Coq < Definition head (x:Stream) := match x with

Coq < | Cons a _ => a
Coq < end.

Coq < Definition tail (x:Stream) := match x with

Coq < | Cons _ s => s
Coq < end.

En combinant ces deux fonctions et par récurrence structurelle sur n il est possible de définir la
fonction d’accés au n-éme élément d’une liste.
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Coq < Fixpoint nth (n:nat) (s:Stream) {struct n} : A :=
Coq < match n with

Coq < | 0 => head s

Coq < | Sm =>nth m (tail s)

Coq < end.

4.2.2 Principe de co-itération

Tout comme les branchements infinis étaient en fait représentés par des fonctions qui sont une
notation finie pour représenter une infinité de valeurs, les branches infinies seront représentées
intentionnellement par des programmes permettant de les développer aussi loin que nécessaire.

Le principe dit de co-itération a le type suivant:

Coq < Definition Stream_coiter : forall X:Set, (X -> A) -> (X -> X) -> X -> Stream.

Le principe de base pour représenter un liste infinie par un objet fini est de se donner un type X
quelconque, une fonction out de type X — A une fonction tran de type X — X et un objet z
de type X. Ces composantes permettent de construire un processus dont 1’état est composé d’un
registre de type X dont la valeur initiale est x et des deux fonctions out et tran. On obtient
alors une stream (Stream_coiter out tran x) que 'on notera également (X,out,tran,z). On
peut interpréter cette stream comme un processus : A chaque étape ce processus a une valeur
x dans son registre il peut émettre une valeur de type A donnée par (out z) et transformer son
registre en la valeur (tran z). Si on appelle p la fonction qui prend en entrée la valeur z du
registre et renvoie la stream (X, out,tran,x) alors on a :

(p ) = (Cons (out z) (p (tran z))) (4.1)

Tout comme il existe plusieurs algorithmes qui implantent la méme fonction, la méme liste infinie
pourra étre engendrée par des processus trés différents.

Par exemple on peut engendrer la suite des puissances successives de n: 1 nn? ...nF... des
deux maniéres suivantes en prenant dans les deux cas un registre de type entier:

— Pour tran la fonction successeur: (tran k) = k + 1, pour out la fonction (out k) = n et

pour valeur initiale 0.
— Pour fonction tran la fonction (tran k) = k x n pour out la fonction identité: (out k) = k
et pour valeur initiale 1.
S’il faut calculer un segment de cette suite alors la seconde méthode sera plus efficace.

En général si on se donne une fonction f : nat — A alors celle-ci peut étre implantée par une
stream de registre entier initialisée a 0 de fonction out égale a f et de fonction tran égale a la
fonction successeur. Si cette stream permet de calculer toutes les valeurs successives de f, elle
ne tient pas compte des calculs précédents pour le faire.

Les streams définies par co-itération peuvent véritablement se voir comme des petits circuits
séquentiels.

4.2.3 Principe de co-récursion

Dans le principe de co-itération, le processus fournit des valeurs successives en mettant a jour
le registre mais ne modifie jamais sa structure interne (type du registre, ou fonctions de sortie
ou de transition).

Ce n’est pas théoriquement un probléme. En effet supposons que ’on veuille faire évoluer un
processus (X7, outy, trany, 1) vers un processus (Xs,outo, trany, xs) il suffit de le prévoir en
avance et d’appliquer le principe de coitération & un registre de type la somme disjointe X1 + X5
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de X; et Xs, la fonction de sortie qui utilise outy lorsque le registre est dans 1’état Xy et outs
lorsque le registre est dans ’état Xo, quant & la fonction de transition elle peut choisir de laisser
le processus dans ’état X7 ou X5 ou au contraire d’effectuer une transition d’un état X; dans
un état X9 ou inversement.

Il y a une maniére systématique de capturer cette possibilité de transformation dans I'im-
plantation d’une stream, c’est le principe de co-récursion:

Coq < Definition Stream_corec :
Coq < forall X:Set, (X -> A) -> (X -> X + Stream) -> X -> Stream.

La fonction de transition peut soit choisir de renvoyer un processus de méme implantation,
soit choisir de transformer le processus en un nouvel objet de type Stream pouvant avoir une
implantation complétement différente.

Exercice: Montrer que la propriété de corécursion Stream_corec se déduit de la coitération
Stream_coiter.

La propriété attendue pour 'opérateur de co-récursion est la suivante :

(p x) = (Cons (out z) Cases (tran z) of (inl ') = (p 2) | (inr s) = s end) (4.2)

4.2.4 Définitions par points fixes

Dans les langages de programmation fonctionnels qui manipulent des structures infinies (par
exemple les langages de la famille ML paresseux tels que Haskell), il n’est pas question d’opé-
rateur de co-itération, on utilise simplement le point fixe général du langage et la paresse de
I’évaluation pour construire des structures infinies. En reprenant les équations définissant les
propriétés des streams définies par coitération ou corécursion, on voit que ces streams auraient
pu étre directement définies par les équations récursives 4.1 ou 4.2.

Cependant dans notre approche, nous avons supposé a priori que toute liste était infinie et
en particulier possédait un objet de téte. Il ne sera donc pas possible d’accepter n’importe quelle
définition de point fixe.

L’exemple classique de liste problématique est la fonction qui filtre une liste infinie en ne
gardant que les objets qui vérifient une condition P. Dans un langage de programmation on
écrirait comme corps de la définition de (filtre P s):

Cases s of (Cons al) = if (P a) then (Cons a (filtre P [)) else (filtre P [) end

Cette définition n’est pas correcte sans information supplémentaire, en effet si la liste ne pos-
séde plus & partir d’un certain rang d’éléments qui vérifie P alors la liste (filtre P s) n’est pas
infinie. Renvoyer le résultat dans le type des listes finies ou infinies ne solutionne pas le probléme
puisqu’on ne sais pas décider si la liste s’arréte ou pas en ayant examiné un fragment initial. Le
méme probléme se pose d’ailleurs si les listes infinies sont représentées par des fonctions totales.

Pour contourner cette difficulté on peut adopter plusieurs approches comme par exemple
introduire un constructeur silencieux pour les listes résultats qui sera introduit dans le cas ou
I’élément ne vérifie pas P. On peut aussi ajouter un élément de preuve qui va garantir que P est
vrai infiniment souvent dans s.

4.3 Définition des types co-inductifs dans Coq

Nous montrons maintenant les différentes constructions disponibles dans Coq pour manipuler
les structures infinies.
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4.3.1 Types de données infinis

Ceux-ci se spécifient & I'aide d’une construction analogue a celle des définitions inductives
mais utilisant le mot clé CoInductive. On a vu la définition du type des listes.

L’opéateur de destruction par filtrage Cases traite de la méme maniére les définitions induc-
tives et coinductives. Il exprime juste qu'une valeur dans le type concret est formé a partir de
I'un des constructeurs du type.

4.3.2 Conditions de gardes

Les définitions d’objets infinis se font & ’aide d’un point fixe gardé par des constructeurs,
il n’y a pas besoin de spécifier d’argument de décroissance comme dans le cas de définition
inductive.

Exemples de streams sur les entiers

Coq < CoFixpoint zeros : Stream nat := Cons 0O zeros.
zeros is corecursively defined

Coq < CoFixpoint from (n:nat) : Stream nat := Cons n (from (S n)).
from is corecursively defined

Coq < Parameter n : nat.
n is assumed

Coq < CoFixpoint puis (nk:nat) : Stream nat := Cons nk (puis (nk * n)).
puis is corecursively defined

Définitions des opérateurs de co-itération et co-récursion

Coq < Variables A X : Set.
A is assumed
X is assumed

Coq < Variable out : X -> A.
out is assumed

Coq < Variable tran : X -> X.
tran is assumed

Coq < CoFixpoint Stream_coiter (x:X) : Stream A :=
Coq < Cons (out x) (Stream_coiter (tran x)).
Stream_coiter is corecursively defined

Coq < Variable tran_rec : X -> X + Stream A.
tran_rec is assumed

Coq < CoFixpoint Stream_corec (x:X) : Stream A :=

Coq < Cons (out x)

Coq < match tran_rec x with

Coq < | inl x’ => Stream_corec x’
Coq < | inr s => s

Coq < end.

Stream_corec is corecursively defined
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La condition de garde stipule qu'un appel récursif ne peut avoir lieu que sous au moins
un constructeur (et il doit alors étre en position d’argument récursif) et sous uniquement des
constructeurs, en particulier un appel récursif ne doit pas se trouver en position d’argument d’un
symbole de fonction ou dans la partie principale d’un filtrage, par contre il peut étre dans la
branche d’'une définition par cas. Par exemple pour définir la fonction map sur les streams.

Coq < Variable B : Set.

B is assumed

Coq < Variable f : A -> B.
f is assumed

Coq < CoFixpoint map (s:Stream A) : Stream B :

Coq < match s with
Coq < | Cons a 1 => Cons (f a) (map 1)
Coq < end.

map is corecursively defined

Exemples de définitions mal formées On vérifie que la fonction filter n’est pas acceptée.

Coq < Parameter P : A -> bool.
P is assumed

Coq < CoFixpoint filtre (s:Stream A) : Stream A :=

Coq < match s with

Coq < | Cons a 1 => if P a then Cons a (filtre 1) else filtre 1
Coq < end.

Error:

Recursive definition of filtre is ill-formed.
In environment

A : Set

X : Set

out : X -> A

tran : X -> X

tran_rec : X -> X + Stream A
B : Set

f:A->B

filtre : Stream A -> Stream A
s : Stream A

a: A

1l : Stream A

Unguarded recursive call in "filtre 1".
Recursive definition is:
"fun s : Stream A =>
match s with

| Cons a 1 => if P a then Cons a (filtre 1) else filtre 1

end".

Cependant, certaines définitions qui sont sémantiquement productives ne sont pas acceptées par

ce critére essentiellement syntaxique :

Coq

< CoFixpoint bad : Stream nat

Error:

:= Cons O (map S bad).
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Recursive definition of bad is ill-formed.

In environment

bad : Stream nat

Unguarded recursive call in

"cofix map (s : Stream nat) : Stream nat :=
match s with
| Cons a 1 => Cons (S a) (map 1)
end".

Recursive definition is: "Cons O (map S bad)".

D’autres systémes [Gim97| permettent une tolérance plus grande vis-a-vis de ces définitions.

4.3.3 Réduction

Comme dans le cas des définitions co-inductives, il est nécessaire de "garder" également la
réduction afin de ne pas perdre la normalisation forte.
Un point fixe est une forme normale :

Coq < Eval compute in zeros.
= cofix zeros : Stream nat := Cons O zeros
: Stream nat

Coq < Eval compute in (from 0).
= (cofix from (n : nat) : Stream nat := Cons n (from (S n))) O
: Stream nat

Si f est définie comme le co-fixpoint de la fonctionnelle F' par f := Az = (F f z) alors la
réduction (f x) —, (F f x) ne se produira que si f se trouve en position de téte dans une
définition par cas. La (-réduction a donc pour forme :

match (f x) with...end —, match (F f x) with...end

La preuve de normalisation forte peut se trouver dans [Gim96b|.
Cette propriété de réduction est suffisante pour calculer n’importe quelle valeur d’une stream :

Coq < Eval compute in (head (from 0)).
=0
: nat
Coq < Eval compute in (tail (from 1)).
= (cofix from (n : nat) : Stream nat := Cons n (from (S n))) 2
: Stream nat

Coq < Eval compute in (nth 6 (from 0)).
=6
: nat

En pratique, il est possible de faire une preuve de :

(f z) = (F f x)

dans laquelle I'égalité est celle de Leibniz, alors que (f x) et (F' f x) ne sont pas directement
convertibles. Pour cela il faut passer par une étape intermédiaire analogue & une n-expansion que
nous allons expliquer maintenant :



7 février 2014 61

Soit I un type inductif avec n constructeurs cy,...,c,. Il est facile de montrer par cas sur z
la propriété suivante que nous appelerons 7 :

x = match z with (¢; ¥) = (1 @) | ...(cyp ) = (¢, T) end

On procéde ensuite de la maniére suivante :

(fz) = match (f x) with (¢ @)= (c1 Z) | ...(cn ) = (¢, ) end (n)
= match (F f z) with (¢; &) = (c1 ©) | ... (¢n &) = (cn &) end (¢)
= (Ffax) (1)

Cas des Streams Dans le cas des streams, le lemme de 7-expansion aura la forme suivante :

Coq < Lemma Stream_eta : forall (A:Set) (x:Stream A),
Coq < x = (match x with Cons a 1 => Cons a 1 end.)
Coq < destruct x; trivial.

Coq < Qed.

Coq < Hint Resolve Stream_eta.
On montre ensuite les propriétés attendues :

Coq < Lemma puis_eq : forall k:nat, puis k = Cons k (puis (k * n)).

Coq < intros; transitivity (Stream_eta (puis k)); simpl in |- *;
Coq < trivial.

4.3.4 Familles coinductives

Le schéma de définition de familles inductives suit le schéma de définition des types inductifs.
Il en est de méme pour les définitions de familles co-inductives.

Une famille définie co-inductivement est une propriété dont les preuves peuvent étre des
objets infinis.

Supposons que 'on veuille justifier que de streams (potentiellement infinies) sont extension-
nellement égales, c’est-a-dire que les valeurs de leurs différents éléments sont les mémes. On
pourrait le faire en utilisant un entier n et 'accés a la n-éme valeur d’une stream. Cependant, si
le type co-inductif devient plus compliqué, alors I’accés aux composantes va nécessiter 'introduc-
tion de types de données assez complexes. Il est plus naturel d’utiliser une définitions structurelle
de I'égalité. Deux objets co-inductifs sont égaux si ils commencent par le méme constructeur et
que les composantes sont égales. Evidemment, dans le cas d’objets infinis, on ne peut utiliser une
définition inductive de I’égalité. Il faut avoir recours & une définition co-inductive pour capturer
I’égalité d’objets infinis.

Dans le cas des streams, cela donne :

Coq < Parameter A : Set.
A is assumed

Coq < ColInductive EqStream : Stream A -> Stream A -> Prop :=

Coq < EqgStream_intro : forall sl s2:Stream A, head sl = head s2 ->
Coq < EqStream (tail s1) (tail s2) -> EqStream sl s2.
EqStream is defined

Une variante équivalente est :
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Coq < ColInductive EqStream2 : Stream A -> Stream A -> Prop :=

Coqg < EgStream2_intro : forall (a:A) (sl s2:Stream A),

Coq < EqStream2 s1 s2 -> EqStream2 (Cons a s1) (Cons a s2).
EqStream2 is defined

Les preuves de définitions de relations co-inductives suivent les méme régles que les types coin-
ductifs. On peut leur appliquer des analyses par cas, des inversions ou bien construire des preuves
par co-itération, co-récursion ou plus généralement par point fixe gardé. Cette derniére méthode
s’avére la plus souple. Cependant sa manipulation pour la construction de preuves peut étre
parfois délicate. En effet les preuves sont construites interactivement par des tactiques. Pour les
constructions par point fixe, une tactique t(Cofix) existe. Elle introduit dans le but une hypo-
thése identique a la propriété a prouver mais qui ne pourra étre utilisée que de maniére gardée.
Vérifier que la condition de garde est toujours satisfaite aprés chaque application de tactique
est trop coutetlix, aussi cette vérification n’est faite qu’au moment de la sauvegarde de la preuve
finale ou bien & la demande explicite de 'utilisateur.

Exemples de preuves par point fixe Nou pouvons montrer que ’égalite sur les streams est
réflexive, symétrique et transitive :

Coq < Lemma EqStreamRefl : forall x:Stream A, EgStream x x.

Coq < cofix; constructor; trivial.
No more subgoals.

Coq < Lemma EgStreamSym : forall x y:Stream A, EqStream x y -> EqStream y x.

Coq < cofix; intros.
1 subgoal

EqStreamSym : forall x y : Stream A, EqStream x y -> EqStream y x
X : Stream A

y : Stream A

H : EqStream x y

EgStream y x

Coq < inversion_clear H; constructor; auto.
No more subgoals.

Coq < Lemma EqgStreamTrans :

Coq < forall x y z:Stream A, EgStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z.
Coq < cofix; intros.
1 subgoal

EqStreamTrans : forall x y z : Stream A,
EqStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z

X : Stream A
y : Stream A
z : Stream A
H : EqStream x y

HO : EqStream y z
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EqStream x z

Coq < inversion_clear H; inversion_clear HO; constructor.
2 subgoals

EqStreamTrans : forall x y z : Stream A,
EgStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z
X : Stream A
y : Stream A
z : Stream A
H1 : head x = head y
H2 : EqStream (tail x) (tail y)
H : head y = head z
H3 : EqStream (tail y) (tail =z)

head x = head z
subgoal 2 is:
EgStream (tail x) (tail z)

Coq < transitivity (head y); auto.
1 subgoal

EqStreamTrans : forall x y z : Stream A,
EqStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z
X : Stream A
y : Stream A
z : Stream A
H1 : head x = head y
H2 : EqStream (tail x) (tail y)
H : head y = head z
H3 : EgStream (tail y) (tail z)

EqStream (tail x) (tail z)

Coq < apply EqStreamTrans with (tail y); trivial.
No more subgoals.

On peut également montrer que ’égalité ainsi définie est bien la plus grande relation R qui
vérifie : (R s1 s2) = (head s1) = (head s2) A (R (tail sp) (tail s2)). Il suffit de montrer que si
R est une telle relation alors : (R s s2) = (EqStream s; s2). Cette preuve se fait aisément en
utilisant un point fixe est est laissée en exercice.

4.4 Applications

4.4.1 Calcul de processus

Les définitions co-inductives sont utiles & la modélisation de processus paralléles. En effet
une définition co-inductive d’une algébre de processus permet de pouvoir définir des processus
récursifs sans avoir explicitement & manipuler un opérateur de récursion. D’autres part les défi-
nitions de bisimulation entre processus sont naturellement des définitions co-inductives. Dans les
contributions du systéme Coq, on trouvera des modélisations de plusieurs algébres de processus
(CCS, CBS) ainsi que du m-calcul.
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4.4.2 Logique temporelle

Les définitions co-inductives permettent également de définir naturellement certains opéra-
teurs de la logique temporelle. Si on suppose donnée un systéme de transitions R sur des états
de type X.

Les formules de la logique temporelle ont pour interprétation in ensemble d’états. On peut
définir les propriétés de la logique temporelle, en les représentant directement par leur semantique.

Il sera alors trés simple de définir de maniére co-inductive les opérateurs All et Ex sur les
formules. La sémantique de A1l (resp. Ex) est que soit P une formule et z un état, pour tout
chemin (resp. pour un chemin) issu de z, la formule P est vérifiée.

Coq < Section Logique_temporelle.
Coq < Variable X : Set.

Coq < Variable R : X -> X -> Prop.
Coq < Variable P : X -> Prop.

Coq < ColInductive All : X -> Prop :=
Cog < All_intro : forall x:X, P x -> (forall y:X, R x y -> All y) -> All x.
Coq < ColInductive Ex : X -> Prop :=
Coq < Ex_intro : forall x:X, P x -> (existsy : X, Rxy /\ Exy) -> Ex x.

Coq < End Logique_temporelle.

4.4.3 Autres applications

Les définitions co-inductives peuvent également étre utilisées pour représenter des suites
infinies, par exemple des suites de rationnels permettant de représenter des entiers.



Chapitre 5

Architecture des assistants a la
démonstration

5.1 Architecture de Coq

Le systéme Coq repose sur un noyau de vérification du Calcul des Constructions Inductives.
Les opérations de base de ce noyau consistent a ajouter une déclaration (variable, définition,
déclaration inductive, module) dans ’environnement. Cela nécessite d’effectuer le typage des
termes en particulier de controler des contraintes d’univers et de pouvoir tester la convertibilité
de deux termes, ce qui passe par des étapes de réduction.

Au dessus de ce noyau, est construit un langage de description de haut niveau qui est compilé
vers le CCI. Ce langage permet de laisser certaines informations implicites, par exemple d’uti-
liser des coercions entre différents types de données, d’utiliser les dépendances entre types pour
omettre certains arguments de fonction qui seront calculés par unification. Le mécanisme de défi-
nition par filtrage est également compilé vers le filtrage atomique du CCI. On pourrait avoir des
mécanismes de définition récursive de fonctions proches des langages de programmation et écrire
des termes incomplets qui nécessitent des preuves complémentaires (par exemple pour traiter
agréablement des fonctions partielles). La distinction de ces deux niveaux permet une souplesse
d’expression sans modifier la théorie de base (en particulier sans risque de la rendre incohérente).
Par contre elle introduit une distance entre ce que 'utilisateur écrit et ce que la machine prouve.
Techniquement, cela complexifie l'interaction avec l'utilisateur (affichage, détection des erreurs).

Un second aspect de ’architecture de Coq est le mécanisme de construction de preuves
qui se fait & 'aide de tactiques. Partant d’une propriété & montrer, on cherche & construire
une preuve (dans le cas de Coq, un terme de ce type). Cela se fait a l'aide de tactiques qui
travaillent sur un arbre de preuve dont la racine correspond & la propriété P & établir et les
feuilles un ensemble de propriétés suffisantes pour prouver P. Les tactiques peuvent implanter
des procédures arbitrairement complexes. Dans Coq, lorsque 'arbre n’a plus de feuilles, un terme
de preuve est reconstruit puis vérifié par le noyau. On peut imaginer différents langages pour
exprimer les étapes de preuve.

5.2 Ciritéres de classification

I1 est d’usage de classer les systémes d’aide (ou assistants) a la démonstration selon les critéres
suivants [Bar81, Wieb, Wiea].

— Critére de de Bruijn

— Logique ou méta-logique

— Principe de Poincaré

65
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— La représentation des preuves

— Développement interactif des preuves

— Degré d’automatisation

Dans la suite, on décrira ces différents critéres et on analysera divers systémes de développe-
ments de démonstration (ACL2, PVS, HOL, Isabelle, MetaPrl - anciennement NuPrl -, Mizar et
Coq) a travers ces critéres.

Le critére de de Bruijn Le critére de de Bruijn caractérise les systémes dont la part dédiée
a la certification de la correction des preuves est petite et bien délimitée.

Chacun des systéemes HOL, Isabelle et Coq a un « noyau » consacré a la certification des
preuves et en ce sens vérifie le critére de de Bruijn. Toutefois, autant les noyaux de HOL et
Isabelle restent assez petits, autant celui de Coq est assez conséquent (en particulier en raison
de la gestion des types inductifs et de la réduction).

En revanche, ni Mizar, ni PVS n’ont une notion de « noyau » bien délimité. En particulier, de
nouvelles méthodes de preuves peuvent étre ajoutées a ces systémes et la correction des preuves
nouvellement obtenues ne dépendra que de la correction de I'implantation de la nouvelle méthode,
pas d’un « noyau » stable et préalablement bien circonscrit.

Logique ou méta-logique ? Le choix des systémes Isabelle et MetaPrl est de fournir non pas
une logique mais une méta-logique (« logical framework ») permettant de déclarer les signatures
et régles d’inférences de logiques arbitraires. Dans la pratique, compte tenu du développement
d’une bibliothéque minimale nécessaire a toute formalisation conséquente, seules peu de logiques
sont effectivement implantées dans un systéme basé sur une méta-logique. Ainsi, Isabelle par
exemple, offre essentiellement des bibliothéques pour la logique d’ordre supérieur de Church

(HOL) et la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZF).

Le principe de Poincaré Le principe de Poincaré [Poi02] caractérise les systémes qui dis-
tinguent entre simples vérifications calculatoires et étapes de preuve. Poincaré prend l'exemple
de la propriété 242 = 4 qui ne se justifie pas par une preuve mais plutot par une vérification par
calcul. Des systémes comme Coq, Isabelle, MetaPrl, PVS et HOL utilisent une régle de conver-
sion qui identifie des propriétés équivalentes modulo certaines régles de calcul. Dans HOL, cette
régle de conversion ne prend en compte que la S-réduction dans un lambda-calcul simplement
typé alors que dans Coq, on identifie les termes modulo la ¢-réduction qui permet de calculer
une grande classe de fonctions récursives. Mizar par contre n’intégre pas de notion de calcul.

Le principe de Poincaré peut étre implanté a des degrés trés divers. Par exemple, dans le
Calcul des Constructions Inductives, une preuve de 0 + n = n reléve de la simple vérification
(c’est la reégle de conversion) tandis qu'une preuve de n + 0 = n nécessite une étape d’induction
et des étapes de réécriture. Autrement dit, dans le Calcul des Constructions Inductives, seul
un quotient relativement & une évaluation séquentielle des programmes est introduit dans la
logique. On pourrait ainsi imaginer d’étendre la régle de conversion & un quotient relativement a
une évaluation non déterministe des programmes. C’est ce que se propose de faire les extensions
du calcul des constructions avec des régles de réécriture.

Toutefois, il existe une maniére de ramener toute procédure de simplification décidable a une
application de la régle de conversion et une étape de réécriture. C’est le mécanisme de réflexion.

La représentation des preuves Un systéme de preuve peut soit valider une preuve sans
garder aucune trace de la vérification autre que le source de la preuve. C’est le cas de PVS et
ACL2. Ceci est forcément le cas lorsqu’aucun « noyau » ne vérifie les preuves. Toutefois, un
systéme peut vérifier le critére de de Bruijn et ne pas garder de trace des preuves. C’est le cas de
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HOL qui déduit de nouveaux théorémes a partir de régles d’inférence bien définies sans garder
de trace de quelles régles ont été appliquées pour valider tel ou tel théoréme.

Un systéme peut valider les preuves sous la forme d’un terme de preuve. C’est le cas de Coq
et Isabelle.

Le développement interactif des preuves Tous les systémes n’offrent pas un mécanisme
de développement interactif de preuves. Par exemple, Mizar et ACL2 ne peuvent que vérifier une
preuve dans sa globalité. En cas de non validation, I'utilisateur doit apporter des modifications
globales & la preuve.

De l'autre coté, les systémes HOL, Coq, Isabelle et PVS, héritent tous de la notion de tac-
tique introduite dans le systéme LCF et offrent ainsi la possibilité de développement de preuve
interactifs.

Le degré d’automatisation Le degré d’automatisation est un facteur clé dans la diffusion
des assistants de preuve en dehors du milieu des logiciens. Souvent, I’automatisation, car elle
applique des méthodes « de force brute » s’oppose au souci de lisibilité des preuves : un énoncé
méme simple aura facilement une preuve complexe, et en tout cas non directe. Une réponse a ce
souci est une nouvelle fois le mécanisme de preuve par réflexion qui isole la méthode de preuve
en une étape élémentaire (& I’échelle humaine) de démonstration.

PVS et ACL2 sont actuellement les systémes les plus automatisés parmi ceux mentionnés
ci-dessus. Viennent ensuite Isabelle, puis HOL et Coq.

5.3 Autres systémes

On peut mentionner de nombreux autres systémes dont les bibliothéques et la base d’utilisa-
teur sont moins développées.

Lego [Pol] est une implémentation du Calcul des Constructions enrichie par des déclarations
de types inductifs. Le systéme Plastic [Gro| est une continuation de Lego expérimentant divers
mécanismes de coercions. Ces systémes sont développés & Edimbourg et Durham au Royaume-
Uni.

Alfa/Agda [Coq| est un systéme expérimental de développement de preuve « comme un
programme »: les preuves sont des A-termes qui sont saisis interactivement via une interface
graphique. Ces systémes sont développés a I'université de Chalmers en Suéde.

PhoX [Raf] est un systéme basé sur 'arithmétique d’ordre 2 manipulant des programmes
ML avec inférence de type polymorphe & la Milner. Son utilisation est importante en milieu
enseignant. Il est développé par C. Raffali & I'université de Savoie.

Twelf [PS] est une méta-logique dotée d’un mécanisme d’unification d’ordre supérieur. Twelf
est utilisé pour modéliser la sémantique de langages de programmation. Ce systéme est développé
a Carnegie Mellon University dans 1’équipe de Frank Pfenning.

5.4 Preuves par réflexion

La réflexion est une technique permettant de remplacer les étapes de preuves associées a une
procédure de simplification ou de décision en la combinaison d’une unique étape de preuve et du
calcul. En ce sens, la technique de réflexion suit le principe de Poincaré qui consiste a sortir du
langage de preuve les méthodes de preuves qui se raménent & un simple calcul.
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5.4.1 Utilisation de preuves de décidabilité

Supposons qu’une propriété A sur un ensemble U soit décidable. On a alors une preuve dec de
la propriété Vo : U{A 2} +{—(A4 x)}. On en déduit aisément une fonction de décision booléenne :
dec_bool : U — bool et sa propriété de correction :
correct : Vz : U.(dec_bool u) = true — A u.

Supposons que 'on veuille prouver la propriété (A u) pour un terme u clos. Le terme
(dec_bool u) est clos et de type bool, il doit s’évaluer vers la valeur true. Une preuve pos-
sible de (A u) est donc :

correct u (refl true)

La vérification que ce terme est de type (A u) nécessite de typer u puis de typer (refl true) de
type (dec_bool u) = true ce qui revient a réduire (dec_bool u) en true, ce qui peut nécessiter
un calcul complexe.

5.4.2 Utilisation d’une structure abstraite

En général, on souhaite montrer des propriétés sur des termes qui ne sont pas forcément
clos et sur lesquels il n’est pas forcément simple de construire des procédures de décision. On
introduit alors une structure abstraite intermédiaire qui va représenter la syntaxe des expressions
& manipuler et qui va permettre des manipulations symboliques. On a alors besoin d’une fonction
d’interprétation de la syntaxe vers les propriétés a montrer.

La technique de réflexion procéde comme suit:

— Définition d’une structure abstraite S pour le type de probléme auquel s’adresse la mé-

thode de décision ou de simplification considérée

— Définition d’une fonction d’interprétation x : S +— |x| des objets de cette structure abs-

traite S en une expression concréte (un terme ou une formule) du systéme logique

— Définition de la fonction ¢ de décision ou de simplification par calcul sur les objets de la

structure abstraite

— Preuve que la méthode est valide, c’est-a-dire que Vs : S, |s| = |¢(s)| pour une procédure

de simplification sur les termes, Vs : S, |s| <> |¢(s)| pour une procédure de simplification
sur les propositions (sachant qu'une procédure de décision peut étre vue comme une
procédure de simplification renvoyant soit la proposition vraie soit la proposition fausse)

Ces bases étant posées, la simplification d’un énoncé de la forme 1 (t) en Iénoncé ¥ (H(t))
ou t a été simplifié procéde par une simple application du lemme de validité de ¢. En effet, par
applicabilité de la méthode de décision, il existe un s : S tel que |s| est convertible avec ¢, qui
par le lemme de validité est égal & |¢(s)| qui lui-méme est convertible en la forme simplifiée de t.

En fait, plus généralement, on considére des structures abstraites avec des variables et des
fonctions d’interprétation paramétrées par une substitution de ces variables par des sous-termes
non traitables par la méthode de simplification. On a alors un lemme de validité qui a la forme
Vs:S,Vo: Var — Term,|s|, = |¢(s)|o-

5.4.3 Un exemple en Coq: ’associativité de ’addition sur les entiers naturels

On considére des expressions construites a partir de 'addition (plus, notée +) sur les entiers
naturels que 1’on souhaite normaliser sous une forme associative & droite en supprimant les zéros
(par exemple, la normalisation de (x+u)+((y*t)+0) est x+(u+(y*t))).

Construction de la structure abstraite représentant les expressions construites a
partir de + et 0 On prendra les entiers naturels eux-mémes pour dénoter les variables.
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Coq < Definition index := nat.

Coq < Inductive expr : Set :=

Coq < | Plus : expr -> expr -> expr
Coq < | Zero : expr
Coq < | Var : index -> expr.

Construction de la fonction d’interprétation
Coq < Require Import List.
Coq < Require Import Plus.

Coq < (* Valeur par défaut de nth si la substitution n’était pas de bonne longueur *)
Coq < Definition default := O.

Coq < (* Fonction d’interprétation *)

Coq < Fixpoint interp (s:list nat) (e:expr) {struct e} : nat :=
Coq < match e with

Coq < | Plus el e2 => interp s el + interp s e2

Coq < | Zero => 0

Coq < | Var i => nth i s default

Coq < end.

Construction de la fonction de simplification

Coq < Fixpoint insere (el e:expr) {struct el} : expr :=

Coq < match el with

Coq < | Plus el e2 => insere el (insere e2 e)
Coq < | Zero => e

Coq < | Var i => Plus el e

Coq < end.

Coq < Fixpoint norm (e:expr) : expr :=

Coq < match e with

Coq < | Plus el Zero => norm el

Coq < | Plus el e2 => insere el (norm e2)
Coq < | x => x

Coq < end.

Construction de la preuve de correction de la simplification

Coq < Lemma validite_insere :

Coq < forall (s:list nat) (el e2:expr),

Coq < interp s (insere el e2) = interp s (Plus el e2).
Coq < Proof.

Coq < induction el; intro e2; simpl; auto.

Coq < rewrite plus_assoc_reverse.

Coq < change (interp s el_2 + interp s e2) with (interp s (Plus el_2 e2)).
Coq < rewrite <- IHel 2.

Coq < rewrite IHel_1; trivial.

Coq < Qed.
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Coq < Theorem validite :

Coq < forall (s:1list nat) (e:expr), interp s (norm e) = interp s e.
Coq < Proof.

Coq < induction e; simpl; auto.

Coq < destruct e2 as [e eO| | i].

Coq < rewrite validite_insere.

Coq < rewrite <- IHe2; trivial.

Coq < simpl interp; rewrite IHel; auto.

Coq < rewrite validite_insere.

Coq < rewrite <- IHe2; trivial.

Coq < Qed.

Aprés ce travail préalable, chaque application de la méthode de simplification se déroule
comme suit.

Coq < Variable P : nat -> Prop.
Coq < Lemma exemple : forall x y t u:nat, P (0 + x + (u +y * t)).

Coq < intros.

1 subgoal
X : nat
y : nat
t : nat
u : nat

PO+x+ (u+y*t)

Coq < pose (sigma :=x :: u :: y * t :: nil);
Coq < change (P (interp sigma (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2))))).
1 subgoal

X : nat
y : nat
t : nat
u : nat
sigma := x :: u :: y * t :: nil : list nat

P (interp sigma (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2))))

Coq < rewrite <- validite.

1 subgoal
X : nat
y : nat
t : nat
u : nat

sigma :=x :: u :: y *xt :: nil : list nat
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(interp sigma
(norm (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2)))))

Coq < simpl interp; simpl norm; clear sigma.

1 subgoal
X : nat
y : nat
t : nat
u : nat

P+ (u+y=*t))

Idéalement le travail consistant a trouver s tel que |s| = ¢ devrait étre automatisé. Cela peut
se faire en ML ou en utilisant le langage de tactique.

Un exemple plus consistant de tactique par réflexion disponible dans Coq est la tactique Ring.
Un model-checker utilisant des BDDs a également été construit selon ce modele [VGLPAKOO|.

Il n’est pas toujours commode ni trés efficace de programmer dans le langage de Coq des
procédures de recherche de preuve complexes. Les outils de preuve automatique peuvent souvent
étre adaptés pour produire une trace de preuve. On peut alors simplement internaliser dans Coq
la notion de trace et la preuve de correction de cette trace. Ainsi la preuve vérifiée par Coq
effectue un calcul sur la trace et sa taille est proportionnelle & cette taille. Cette approche a été
utilisée pour construire une interface entre Coq et le systéme de réécriture Elan, ou dans une
version réflexive de la tactique de preuve en arithmétique Omega.



Chapitre 6

Extraction de programmes et
réalisabilité

Introduction

Dans ce cours nous étudions le caractére constructif de la logique sous-jacente au calcul
des constructions inductives. Nous montrons comment construire & partir d’une preuve, un pro-
)
gramme qui “réalise” la propriété montrée. Nous expliquerons la distinction entre les sortes Prop
et Set dans le systéme Coq.

6.1 Interprétation constructive des preuves

6.1.1 Logique classique versus logique intuitionniste

La logique de Coq est intuitionniste, aucun axiome ne permet de dériver A V —A ou bien
——A = A pour une formule A arbitraire.

Est-ce embétant ?

On se place par exemple dans I'arithmétique du premier ordre ou d’ordre supérieur. On notera
Fco A lorsque A est prouvable de maniére classique et F; A lorsque A est prouvable de maniére
intuitionniste.

Il existe de nombreux résultats sur les liens entre les preuves classiques et intuitionnistes :

— Une propriété vraie de maniére intuitionniste I’est aussi de maniére classique.

sil'kFrAalorsT'Ho A

— Une propriété vraie de maniére classique peut étre prouvée de maniére intuitionniste en
ajoutant le schéma d’axiome du tiers exclu.

si'F¢ A alors (C; vV —Cy);,I'Fr A
— En logique classique :
Fc AV B & =(mAAN-B) F¢ 3In:nat.P(n) < —Vn.—P(n)
En logique intuitionniste I’équivalence ne peut étre prouvée que dans un seul sens :

Fr AVB = —(-AA-B) Fr3dn:nat.P(n)= -Yn.-P(n)

72
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Toute formule A peut étre transformée en une formule Ax classiquement équivalente (par
exemple en éliminant les 9 et V et en remplagant les formules atomiques par leur double
négation) telle que

Fc Ae A" etsi o Aalors Hp A*

Les formules Vn.3m.Q(n, m) avec @ sans quantificateur (formules dites I13) sont démon-
trables de maniére intuitionniste si et seulement elles sont démontrables de maniére clas-
sique.

Fo Vn.3dm.Q(n,m) si et seulement si 7 Vn.3m.Q(n, m)

Les propriétés spécifiques des preuves intuitionnistes

Les preuves intuitionnistes vérifient les propriétés de la disjonction et du témoin :
si FrAv Balors Ff Aou 1 B

si by 3Jx.P(x) alors il existe t tel que -1 P(t)

Les preuves intuitionnistes vérifient 1’axiome du choiz :
si FyVz.P(x)V—P(x) alors il existe f fonction récursive telle que r f(z) = true & P(x)

si by Va.3y.P(x,y) alors il existe f fonction récursive telle que F; P(z, f(x))

Les propriétés spécifiques des preuves classiques

Les preuves classiques peuvent donner des résultats non conformes & I'intuition de la «
vérité » (tel que le célébre théoréme des buveurs : « Dans chaque bar il y a une personne
telle que si cette personne boit alors tout le monde boit »).

Les preuves classiques ont un contenu calculatoire : le schéma ((A = B) = A) = A (loi
de Peirce) a pour contenu calculatoire 'opérateur de contrdle call-cc (l'opérateur call
with current continuation que 'on peut trouver dans Scheme et SML).

Toute preuve classique de = In.P(n) avec P(n) atomique s’évalue en une preuve intui-
tionniste de - In.P(n) qui dévoile un terme ¢ tel que - P(t).

La réalisation de ’axiome du choix

(Vz: A3y : B.P(z,y)) = 3f Vx.P(z, f(x))

pose probléme en présence de la logique classique (considérer par exemple la preuve clas-
sique de Vz.3b.b = true & P(z)). Réaliser par une fonction calculable faisant intervenir
call-cc entraine que le domaine de quantification B soit dégénéré. Reste alors la réali-
sation par une fonction non calculable (c.-a-d. par un oracle décidant la vérité a priori
de toute proposition) ce qui pousse & refuser un contenu calculatoire aux éléments du
domaine de quantification et donc aux V et 3. On peut alors réaliser ’axiome du choix
par 'identité de P(x,y) dans P(x, f(z)) pour un certain f non calculatoire (c’est une voie
treés différente de celle suivie dans la suite de ce chapitre).

Preuves intuitionnistes et récursivité Un avantage de la logique intuitionniste est qu’elle
permet de parler de la décidabilité de propriétés de maniére implicite sans faire appel & une théorie
de la récursivité. Pour montrer qu’un prédicat est décidable ou qu’une relation fonctionnelle est
récursive, il suffit d’exhiber une preuve d’une formule disjonctive ou existentielle. Cependant on
ne capture pas ainsi toutes les fonctions récursives : en effet il existe des relations fonctionnelles
correspondant & des fonctions récursives et pour lesquelles la formule disant que la relation est
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fonctionnelle n’est pas prouvable. Par exemple, il est possible de coder les termes du calcul comme
des entiers et de définir la relation de réduction sur les termes. La preuve de totalité de la fonction
de normalisation permet de montrer la cohérence logique du systéme et ne peut donc, du fait
des théorémes d’incomplétude de Godel, étre montrée dans le systéme lui-méme.

Exemple 1 La propriété suivante qui dit que toute fonction sur les entiers admet un minimum
est vraie de maniére classique mais pas de maniére intuitionniste méme si on se limite aux
fonctions récursives :

Vf.In.VYm.f(m) > f(n)

En effet il n’existe pas de fonction récursive qui pour une fonction quelconque calcule son mi-
nimum. Sinon on pourrait décider pour toute fonction si elle prend la valeur nulle et donc on
pourrait décider du probléme de I’arrét.

Exemple 2 On peut montrer de maniére classique l’existence de deux nombre z et y irrationnels
tels que 2¥ soit rationnel. On suppose établi que v/2 est irrationnel.

— si \/5\/5 est rationnel alors on prend r =y = V2

. 2 . . 2 2xV/2 2
— si \/5\/_ est irrationnel alors on prend x = \/5\/_, Y= V2onaa¥= \/5\/_X\/_ =2" =2
est rationnel.
Cette démonstration ne permet pas d’exhiber une solution.

Exemple 3 Les résultats précédents permettent d’établir que AV —A n’est pas démontrable en
général. En effet supposons que ce soit le cas. On utilise le prédicat 1" de Kleene, T'(n, m, p) signifie
que la fonction récursive de code n s’exécute sur 'entrée de code m pour effectuer un calcul de
code p. C’est un résultat bien connu que le prédicat P(n) = Ip.T'(n,n,p) n’est pas récursif car
sinon —P(n) le serait aussi et donc il existerait une fonction récursive de code ¢ qui converge
exactement lorsque =P (n) est vérifiée c’est-a-dire pour tout n, Ip.T(q,n,p) < —Ip.T(n,n,p). Il
suffit de prendre n = g pour aboutir & une contradiction.

Maintenant, en prenant pour A la formule P(z) = Ip.T(x, z, p), si P(z)V—-P(x) est montrable
il en est de méme de Vz.P(z)V —P(x) et on aurait la décidabilité de P(x) qui est contradictoire.

6.1.2 Constructivité du Calcul des Constructions Inductives

Pour montrer le caractére constructif de la logique de Coq, on s’appuie sur I'isomorphisme de
Curry-Howard qui permet de représenter les preuves par des A-termes fortement normalisables et
la propriété syntaxique suivante qui caractérise les objets normaux clos dans les types inductifs :

Propriété Un terme normal clos dont le type est une instance d’une définition inductive est
forcément de la forme (c ¢ ... t,) avec ¢ un des constructeurs du type inductif et ¢; des termes
clos normaux.

Preuve En effet tout terme t s’écrit de maniére unique (¢ ¢ ... t,) avec ¢ qui n’est pas une
application. ¢ peut donc étre soit une abstraction, soit une variable, soit un constructeur, soit
une sorte, soit un produit, soit un Case, soit un point fixe. On procéde par récurrence sur la
structure du terme et on examine chaque cas :
— ¢ ne peut pas étre une abstraction car t est normal et dans le cas n = 0 le type de ¢ serait
un produit,
— ¢ ne peut pas étre une variable car ¢ est clos
— ¢ ne peut pas étre une sorte ou un produit car on aurait n = 0 et le type de ¢ serait une
sorte,
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— ¢ ne peut pas étre un Case car 'argument principal du Case est un terme clos dans un
type inductif et donc par hypothése de récurrence commencerait par un constructeur et ¢
ne serait pas normal

— de méme ¢ ne peut pas étre un point fixe, en effet un point fixe a pour type (x :
Aq)...(xp : Ap)B avec xp, 'argument de décroissance dont le type est inductif, ¢ serait
au moins appliqué a p arguments (sinon le type est un produit) donc p < n, et t, clos et
normal commencerait par un constructeur et ¢ ne serait pas normal.

— donc ¢ est un constructeur dont le type est (z1 : A1)...(xp : A,)I avec I une instance
d’un type inductif. On a p = n, car ¢ ne peut étre appliqué au plus qu’a p arguments, et
doit au moins étre appliqué & p arguments pour que son type soit un type inductif.

Justification de la constructivité

— Si AV B est prouvable sans hypothése alors il existe une preuve de A V B donc un terme
clos de type AV B qui est un type inductif & deux constructeurs :
Inductive or (A B:Set) : Set :=
or_introl : A -> or A B
| or_intror : B -> or A B.
En normalisant cette preuve, on obtient soit un terme (or_introl a) avec a clos de type
A et donc A est prouvable, soit (or_intror b) avec b clos de type B et donc B est
prouvable.

— De méme la définition inductive de 3z : A.P(z) est

Inductive ex (A:Set) (P:A->Set) : Set :=
ex_intro : forall (x:A), P x -> ex A P.
Une preuve normale close de (ex A P) est de la forme (ex_intro t p) avec t terme clos
de type A et p une preuve de (P t).

— Si on a une preuve close de Vz : A.3Jy : B.P(z,y) alors il existe un terme F du type
correspondant. Pour tout terme clos a de type A, on peut appliquer F' & a ce qui nous
donne un terme clos de type Jy : B.P(a,y) que 'on peut normaliser ce qui nous donne
un terme de la forme (ex_intro t p) avec t terme clos de type B et p une preuve de
(P at).Ily adonc une fonction récursive f qui transforme a en t et telle que P(a, f(a)) est
montrable pour tout a. Cependant cette méthode ne nous dit pas si f peut étre représentée
dans le langage du systéme, ni si la formule Vz : A.P(z, f(x)) est démontrable.

— Le méme raisonnement s’applique & montrer que s’il existe une preuve de Vz : A.P(x) V
—P(z) alors il existe un prédicat récursif p tel que p(a) = true si et seulement si P(a) est
démontrable et p(a) = false si et seulement si =P (a) est démontrable.

6.1.3 Les limites de 'isomorphisme de Curry-Howard

L’isomorphisme de Curry-Howard permet de montrer la constructivité de la logique intuition-
niste. Cependant, il ne permet pas de justifier certains principes comme celui de I'indépendance
des prémisses.

Information logique

Soit une preuve du théoréme de division euclidienne :
Va,b.b >0=dgdra=bxqg+rAr<b

Pour calculer effectivement le quotient et le reste, il faut fournir les entrées a et b mais aussi une
justification de b > 0 et le programme calculera le quotient et le reste mais aussi une preuve de
correction. On voit que d’une part on doit fournir une information qui n’est pas utile pour le calcul
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(mais pour la terminaison et la correction du programme) d’autre part on calcule effectivement
la preuve de correction du résultat ce qui est a priori inutile. La méthode proposée est donc
inefficace.

Remarque L’isomorphisme de Curry-Howard n’est pas satisfaisant lorsqu’il s’agit de mettre
en évidence les fonctions récursives sous-jacentes aux preuves. En effet, il ne permet pas de traiter
le cas des preuves sous axiome, car alors les preuves ne sont plus closes et le calcul peut dépendre
de maniére essentielle de ’hypothése.

Le probléme est donc de savoir si étant donnée une preuve de V. P(x) = Jy.Q(x,y) il est
possible de construire un programme f tel que Va.P(x) = Q(z, f(z)).

Ce n’est en général pas vrai pour toutes les propriétés P(x). En effet la preuve de P(z) peut
transporter une information servant au calcul du témoin y.

Par exemple si on prouve Vn,m.n < m = dp.n + p = m par induction sur la preuve de
n < m, alors le calcul de la différence entre n et m dépendra de cette preuve. Elle ne pourra plus
étre considérée comme non calculatoire et devra étre donnée en argument au programme.

On s’intéressera a caractériser certaines formules P(z) dont les preuves ne contiennent pas
d’information calculatoire intéressante. C’est le cas par exemple des formules de Harrop qui sont
des formules n’ayant pas de disjonction ou de quantificateur existentiel en partie strictement
positive (par exemple toutes les formules —P).

Nous allons nous intéresser maintenant & des méthodes pour obtenir & partir d’une preuve in-
tuitionniste de Vz.P(x) = Jy.Q(x,y) effectivement un programme f et une preuve de correction

Vz.P(z) = Q(z, f(x)).

6.2 Reéalisabilité

6.2.1 Principes généraux

La réalisabilité a été introduite par Kleene en 1945. C’est une interprétation sémantique des
propositions en logique intuitionniste.

On se donne un ensemble de réalisations qui représentent des programmes.

Chaque proposition P est interprétée comme un ensemble de réalisations qui est défini en
général par récurrence sur la structure de la formule P. Cet ensemble est défini intentionnellement
par une propriété de réalisabilité “x r P” dans lequel x est une nouvelle variable libre représentant
une réalisation.

Une formule P dont 'interprétation est non vide sera dite réalisable.

L’idée de base des définitions est la suivante :

— l’absurde est interprété par I’ensemble vide,

— A = B est interprété comme ’ensemble des réalisations représentant des fonctions des

réalisations de A dans les réalisations de B,
— A A B est interprété comme ’ensemble des réalisations représentant des couples formés
d’une réalisation de A et d’une réalisation de B,
— dz.P(x) sera interprété comme ’ensemble des réalisations représentant des couples formés
d’un objet ¢ et d’une réalisation de P(t) ...
Une fois l'interprétation définie, on montre que si une formule est prouvable alors son interpré-
tation est non vide et que de plus il est possible de construire, par récurrence sur la structure de
la preuve, une réalisation particuliére.

L’intérét de cette méthode est qu’elle s’étend aux preuves sous contextes, c’est-a-dire que si
une formule est prouvable sous hypothéses et que chaque hypothése a une interprétation non
vide alors il en est de méme de la conclusion. Une conséquence de cette propriété est que toute
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formule dont I'interprétation est non vide est cohérente avec la théorie. En effet si on pouvait
dériver ’absurde & partir de cette proposition alors 'interprétation de I’absurde serait non vide.

La réalisabilité peut servir également & montrer que certaines formules ne sont pas démon-
trables comme conséquence du fait qu’elles ne sont pas réalisables.

6.2.2 Différentes notions de réalisabilité

Il y a de trés nombreuses notions de réalisabilité adaptées aux propriétés que 'on cherche a
montrer. Elles se distinguent par la nature du langage de réalisation, on peut en effet prendre
des entiers représentant des codes de fonction, ou bien un lambda-calcul pur ou typé ou tout
autre langage. Ensuite on peut mettre différents ingrédients dans les formules de réalisabilité.
Par exemple f appartient a linterprétation de A = B peut étre défini comme pour tout a
dans linterprétation de A, f(a) termine et est dans 'interprétation de B, ou bien on peut de
plus demander que B soit démontrable, etc. Les preuves de normalisation par les méthodes de
candidat de réductibilité peuvent se voir comme des cas particuliers de méthode de réalisabilité.

On peut définir la réalisabilité de maniére sémantique, ou au contraire de maniére syntaxique
(on parle de réalisabilité abstraite), la propriété = r P qui dit qu’une réalisation z est dans
I'interprétation d’une formule P est définie comme une formule du systéme logique lui-méme,
définie en général dans un fragment plus faible (on élimine les connecteurs intuitionnistes 3 et
V). Plus d’information sur la réalisabilité peut se trouver dans les livres de Troelstra |Tro73],
Troelstra et van Dalen [TvD88| et Beeson [Bee85|.

Nous décrivons trois notions de réalisabilité abstraite. Pour cela nous nous plagons dans une
arithmétique fonctionnelle du premier ordre qui est I'arithmétique que 'on étend de maniére
& pouvoir parler d’objets fonctionnels représentés par des A-termes, on considére également la
possibilité de former la paire de deux objets. Les objets de base sont les entiers. Un prédicat
particulier x € nat permet de distinguer les objets entiers. De maniére usuelle, on écrira Vzr €
nat.P pour Vz.r € nat = P et dz € nat.P pour Jx.x € nat A P. La disjonction AV B est
définie comme 3b € nat.(b=0= A) A (b # 0= B).

Réalisabilité récursive La réalisabilité récursive a été introduite par Kleene [Kle45]. L’en-
semble des réalisations est ’ensemble des fonctions récursives partielles. Une réalisation est for-
cément un objet qui a une valeur, soit un entier (qui peut représenter le code d’une fonction
récursive) dans le cas de larithmétique du premier ordre, soit un entier ou une abstraction dans
le cas de I'arithmétique fonctionnelle. On distingue un prédicat ¢t || qui est vrai lorsque le terme
t a une valeur. Les quantifications portent implicitement sur les termes qui ont une valeur.

La définition de la réalisabilité récursive est décrite dans la figure 6.1.

zr A =x=0NA A atomique
rr ANB =fst(x)r A A snd(z) r B
frA=B=Vr.zr A = f(x)| A f(z)r B

xrJy.B = snd(x)r B{y:=fst(z)}

frVvz.B V. f(z) § A f(z)r B

FIGURE 6.1 — Réalisabilité récursive

On montre que si une formule A est démontrable, alors on peut trouver un terme ¢ tel que
t | At r A soit démontrable.
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Principe de Markov La réalisabilité récursive sert a justifier par exemple le principe de
Markov :
(Vz € nat.P(x) V —P(z)) = ——3z € nat.P(z) = 3z € nat.P(x)

Indépendance des prémisses La réalisabilité récursive sert a justifier que le principe d’in-
dépendance des prémisses n’est pas démontrable en logique intuitionniste :

(mA = 3Jx.P(z)) = Jz.-A = P(x)

Evaluation Tous les objets intermédiaires manipulés dans le programme ont une valeur ce qui
permet d’assurer qu’'un programme t qui réalise une formule pourra se calculer par une stratégie
d’appel par valeur mais sans évaluer les termes sous les abstractions.

Réalisabilité modifiée La réalisabilité modifiée (typée) a été introduite par Kreisel. Il s’agit
d’assurer la terminaison des interprétations par une condition de bon typage. Les objets mani-
pulés par la logique sont des termes typés dans un A-calcul avec des types simples, un produit et
des entiers. On notera explicitement le type des variables apparaissant dans les quantificateurs
Jy:0.PouVy:o.P.

A chaque formule A est associé le type t(A) de ses réalisations. Dans la formule = r A, =
représente une variable de type t(A).

t(A) = nat xrA =x=0AA A atomique
t(ANB) t(A) xt(B) |zr ANB =fst(z)r A A snd(z)r B
t (B)| frA=B =Vx:t(A).2r A = f(x)r B

— t
t(Jy:0.B) = o x t(B) zr Jy:0.B = snd(x) r B{y := fst(z)}

(
(
(A= B) ft(A)
(
t(Vy:0.B) = 0 — t(B) frVz:0.B =Vz:0. f(x)r B

FIGURE 6.2 — Réalisabilité modifiée

Une formule A est réalisable s’il existe un terme t de type t(A) tel que ¢ r A soit prouvable.

Une maniére alternative de présenter la réalisabilité modifiée est de prendre des suites finies
de programmes pour les réalisations, on évite ainsi 'utilisation de produits, on peut de plus
éliminer les réalisations des formules de Harrop.

Indépendance des prémisses La réalisabilité modifiée sert & justifier le principe d’indépen-

dance des prémisses :
(mA=3x:0.P(x)) = Jr:0-A= P(x)

Principe de Markov La réalisabilité modifiée sert a justifier que le principe de Markov n’est
pas démontrable en logique intuitionniste :

(Vx :nat.P(x) V - P(z)) = ——3z : nat.P(z) = Jz : nat.P(x)

Evaluation Dans le cas de la réalisabilité modifiée, les réalisations sont des programmes typés
fortement normalisables.
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Reéalisabilité modifiée non typée La réalisabilité modifiée non typée se place dans une
logique ou la quantification porte sur tous les objets qu’ils représentent ou non des programmes
qui terminent. La définition est identique a celle de la réalisabilité modifiée décrite dans la
figure 6.2. Simplement la condition pour qu'un programme t réalise une formule P est simplement
que t r P et ne comporte plus de condition de bon typage de t.

Pour assurer la terminaison, il sera nécessaire que la formule a montrer explicite cette condi-
tion de terminaison. Par exemple, 'interprétation du prédicat de base x € nat pourra étre telle
que 'existence d'une preuve de t € nat assure que t est normalisable.

Une telle notion de réalisabilité est utilisée dans le systéme AF5 de J.-L. Krivine. Les formules
utilisées pour garantir la terminaison des programmes ne permettent de garantir le calcul des
valeurs que dans une stratégie paresseuse.

Réalisabilité et ordre supérieur Lorsque la logique manipule des variables du second ordre,
on ne sait pas a priori par quelle formule cette variable sera instanciée. On réalise donc cette
variable par un prédicat unaire arbitraire.

rrVX.A=VPx.xzr A
xrX = Px(z)

Formules auto-réalisées Les formules auto-réalisées sont des formules pour lesquelles on
connait a priori une réalisation. Plus formellement, une formule P est auto-réalisée s’il existe un
objet t tel que si P est réalisable alors t r P est vérifié.

Les formules de Harrop sont des formules auto-réalisées.

6.3 Reéalisabilité dans le Calcul des Constructions

Par rapport a U'interprétation des preuves comme programmes par I'isomorphisme de Curry-
Howard, l'introduction d’une notion de réalisabilité dans le Calcul des Constructions a pour
but I'obtention de programmes plus efficaces ne conservant que la partie de la preuve utile
pour le calcul des témoins. Elle sert également & justifier certaines propriétés qui ne sont pas
démontrables.

6.3.1 Oubli des types dépendants

On considére le Calcul des Constructions pur (sans univers et sans élimination forte sur les
types inductifs) que nous noterons CC. On peut montrer que tout A-terme pur typable dans CC
est également typable dans le systéme F,, (avec types inductifs).

Cette propriété est simple & montrer. On associe a4 chaque terme ¢ ou type de CC un terme
ou un type E(t) dans F, en oubliant les dépendances des types par rapport aux preuves et on
montre que si Foc t @ P alors b E(t) : E(P). La définition de la fonction d’oubli E(_) est
donnée dans la figure 6.3.

Cette traduction permet de montrer que 0 # 1 n’est pas prouvable dans CC. En effet 0 £ 1
est une abréviation pour

((P : nat — Set)(P 0) — (P 1)) — (C': Set)C

S'il existait un terme de ce type, il y aurait également un terme de F,, de type E(0 # 1) c’est-a-
dire :
((P:Set)(P — P)) = (C :8et)C

Mais comme il existe un terme de type (P : Set)(P — P) on aboutit a ’existence d’un terme de
type (C : Set)C ce qui est absurde.
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X) =X X : A:Type
==z r:A:Set
:A)B) = E(A) — E(B) A, B : Set

E(

E(

E(

E((X:A)B) = (X :E(A)E(B) A:Type,B:Set

E((x: A)B) = E(B) A :Set,B : Type

E((X :A)B) = E(A) —» E(B) A, B : Type

E(jz: Alt) = [z:E(A)]E(¢) t: B:Setou A: Type
E([z: Alt) = E(t) t:B:Typeet A:Set
E((t u)) = (E(t) E(u)) t:A:Setouwu: B:Type
E((t u)) = E(t) t:A:Typeet u: B:Set

F1GURE 6.3 — Traduction de CC vers F,

Réalisabilité modifiée Une notion de réalisabilité modifiée naturelle est de demander de
réaliser toute formule de P du Calcul des Constructions par un terme ¢ de type E(P) qui satisfait
de plus une certaine propriété x r P définie par récurrence sur P dans la figure 6.4. On commence
par définir la formule x r P pour P : Set on aura également besoin de définir X r A lorsque
A : Type ce qui est fait dans la figure 6.5. Dans le cas A : Type, X r A sera également une arité de
type Type qui représente le type des prédicats de réalisabilité pour les objets d’arité A. Comme
une proposition peut étre formée par abstraction et application, nous définissons également dans
la figure 6.6 une transformation R(P) qui s’applique a tous les objets P : A avec A : Type et qui
coincide avec la définition du prédicat Az.x r A quand A est Set(en particulier R(A) a alors le
type E(A) — Prop).

xr P = (R(P) z) P : Set et P n’est pas un produit
fr(x:A)B = (z:EA)zrA— (fz)r B A, B : Set
fr(X:AB=(X:EA)X,: XrA)(fX)rB A:Type,B:Set

FI1GURE 6.4 — Réalisabilité dans CC : z r P pour P : Set

X r Set = X — Prop
Fr(zx:A)B = (z:E(A)FrB A:Set,B : Type
r(X:A)B=(X:EA)X,:XrA)(F X)rB A, B:Type

FIGURE 6.5 — Réalisabilité dans CC : x r P pour P : Type

Exercice A quelle condition un terme p réalise-t-il une preuve de 1’égalité définie avec A : Set
par :

(P:A—Set)(Pt)— (Pu)

6.3.2 Distinction entre Prop et Set

L’oubli des types dépendants n’est pas suffisant, il est important de pouvoir éliminer les
parties de la preuve qui ne servent pas au calcul du résultat. La notion de formule de Harrop
n’est pas naturelle dans un cadre d’ordre supérieur ou il n’y a pas de formule atomique autre
que les variables de prédicats.
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R(X) = X, X variable de prédicat
R((P t)) = (R(P) E(t)) t:A:Set

R(PT) = (R(P)ET) R(T)) T:A:Type

R([z: A]P) = [z : E(A)|]R(P) A :Set

R([X : A]P) = [X : E(A)][X, : X r AJR(P) A:Type

R(P) [z:E(P)lxr P si P est un produit

FIGURE 6.6 — Réalisabilité dans CC : R(P) pour P : B : Type

Pour remédier a cela, Coq propose une distinction entre deux sortes Prop et Set. Les deux
sortes sont imprédicatives, ce qui justifie les bonnes propriétés du systéme (il suffit d’identifier
Prop et Set pour retrouver le calcul initial).

L’interprétation de t : A lorsque A : Prop est que A est vérifiée et que la preuve ¢t de A ne
sert pas au calcul. L’interprétation de ¢ : A lorsque A : Set est que t est une preuve calculatoire
de A dont il est possible d’extraire un programme.

Les régles de typage permettent d’assurer qu’aucun objet logique de sorte Prop ne sera utilisé
pour la construction d’un objet calculatoire dans la sorte Set. Ceci permet de retirer de maniére
cohérente tout sous terme logique d’un terme calculatoire en préservant le résultat du calcul.

D’un point de vue technique, il faut étendre les notions d’extraction et de réalisabilité pré-
cédemment définies. La fonction d’extraction ne s’applique toujours qu’a des objets de type Set
ou Type. Elle est définie dans la figure 6.7. La fonction de réalisabilité f r P s’applique a tous
les objets de Set et Type et est définie figures 6.8, 6.9 et 6.10.

On dira que A : Typep lorsque A est une suite de produits se terminant par Prop. La définition
de la réalisabilité passe par la définition d’'une transformation L(P) sur les objets de Prop ou
Typep qui est définie figure 6.11. Le role de cette transformation est d’ajuster les types des
objets de Set ou Type apparaissant dans P en y appliquant la fonction d’extraction E(B). En
particulier, si A est dans Prop, L(A) est aussi dans Prop.

E((x: A)B) = E(B) A:Propou A: Typep
E(fz: Alt) = (tg A : Prop ou A : Typep

E((t u)) (t) w:B:Propouu:B:Typep

FIGURE 6.7 — Extraction étendue a Prop

E
E

fr(z:A)B = (x:L(A)frB (A:PropouA:Typep)et B:Set
fr(x:A)B = (z:L(A)fr B A:Propet B:Type
fr(z:A)B = (x:L(A)fr B A:Typep et B:Type

FIGURE 6.8 — Réalisabilité étendue & Prop : z r P avec P : Set

Exemple Pour comprendre les interactions entre Prop et Set dans la réalisabilité, on peut
prendre I'exemple de la définition imprédicative d’une famille 1ist de listes d’objets de type A
vérifiant un prédicat P. La famille 1ist a pour type (A : Set)(A — Prop) — Set et est définie
par :
list = [A:Set|[P: A — Prop|
(X:Set)X - ((a: A)(Pa) - X - X)—> X
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Fr(z:AB =FrB B : Type et A : Prop
Fr(X:A)B=(X:L(A)Fr P B:Typeet A:Typep

FIGURE 6.9 — Réalisabilité étendue a Prop : z r P pour P : Type

R((P t)) = R(P) P:B:Typeett: A:Prop
R(PT)) = (R(P)L(T)) P:B:TypeectT:A:Typep
R([z: A]P) = R(P) P : B :Type et A:Prop
R([X : A]P) = [X : L(A)]R(P) P :B:Typeet A:Typep

FIGURE 6.10 — Réalisabilité étendue a Prop : R(P) pour P : B : Type

L(Prop) = Prop

L(X) =X X variable de type (B : Typep ou B : Prop
L((z:A)B) = (z:E(A))L(B) (B : Typep ou B : Prop) et A : Set
L((X:A)B) = (X:E(A))(X,: X r A)L(B) (B:Typep ou B:Prop) et A: Type
L((z:A)B) = (z:L(A))L(B) (B : Typep ou B : Prop) et A : Typep

L((z: A)B) = (x:L(A))L(B) (B : Typep ou B : Prop) et A : Prop

L((P t)) = (L(P) E(t)) P:B:Typepett:A:Set

L(PT)) = (L(P)ET) R(T)) P:B:Typep et T : A: Type

L(PT) = (L(P)LT) (P:B:Typep ou P: B:Prop)et T :A: Typep
L((PT)) = (L(P)LT)) (P:B:Typep ou P: B:Prop)etT:A:Prop
L([z : A]P) = [z:E(A)]L(P) P : B :Typep et A: Set

L([X : A]P) = [X:E(A)][X, : X r A]L(P) P:B:Typep et A: Type

L([X : A]JP) = [X : L(A)|L(P) (P: B :Typep ou P: B :Prop) et A: Typep
L([X : A]P) = [X : L(A)]L(P) (P: B :Typep ou P: B :Prop) et A: Prop

FIGURE 6.11 — Reéalisabilité étendue a Prop : L(P)
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Le terme extrait de list est juste la définition usuelle des listes polymorphes. La propriété
R(1list) a pour type (A : Set)(A4, : A — Prop)(A — Prop) — Prop et est définie par :

R(list) = [A:Set][A, : A — Prop|[P : A — Prop|[l : E(1list)]
(X :Set)(X, : X — Prop)
(x: X)(X, x)
= (f:A=>X—=>X)((a:A)(Ay a) > (Pa)— (z: X)(X; ) = (X, (f a2)))
- (X, (X zf))

On aurait pu choisir une autre notion d’extraction du contenu logique L(A) d’une proposition
A. Par exemple, on aurait pu complétement ignorer les dépendances par rapport aux preuves
logiques en modifiant la définition comme suit.

L((z: A)B) =L(B) B :Typepet A:Prop
L((Pt)) =L(P) P:B:Typepett:A:Prop
L([z : A]JP) =L(P) P :B:Typepet A:Prop

Dans un tel modéle, la propriété Pl
(A : Prop)(p,q: A)(P: A — Prop)(P p) = (P q)

qui dit que deux preuves dans un méme type A : Prop sont égales aurait été vraie, c’est-a-dire
que L(PI) qui se réduit a :

(A : Prop)(p,q: A)(P : Prop)P — P

est démontrable.

Prop est inclus dans Set Les roles de Prop et Set sont dissymétriques du fait de I'interpréta-
tion de réalisabilité. On peut plonger Prop dans un sous-ensemble de Set en faisant correspondre
a A : Prop un ensemble A (il suffit de prendre (C : Set)(A — C) — C)) qui a au plus un élément
et qui est habité lorsque A est vérifie. On pourra montrer A <> A. La partie A — A peut se
justifier dans CC par la réalisabilité. On peut également intégrer cet aspect directement dans le
calcul par exemple par I'intermédiaire du sous-typage Prop < Set.

Cacher le contenu calculatoire des preuves Réciproquement, étant donné un type A : Set
on peut cacher le contenu calculatoire des preuves de A en construisant A: Prop tel que A — Aet
(C : Prop)(4A — C) — A — C (il suffit de prendre (C' : Prop)(A — C) — C). On n’a évidemment
pas A — A mais A et A sont équivalents dés lors qu’il s’agit de montrer des propriétés logiques
de type Prop.

Types inductifs Dans Coq les régles d’élimination des types inductifs permettent de faire la
distinction entre Prop et Set. Lorsque ¢ : I avec I instance d’une définition inductive alors :
— sit: I : Set, il est possible par la construction match ¢ de construire a la fois des objets
dans Prop et dans Set;
— i [ : Prop, il est seulement possible de faire une construction match ¢ pour construire des
objets dans Prop;
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Quelques cas spéciaux On traite de maniére un peu particuliére les types I : A & un seul
constructeur ¢ : C tel que si on avait A : Type alors on aurait E(A) = Set et E(C) = E(I).
C’est le cas en particulier des conjonctions sur des objets dans Prop ou bien de ’égalité. Dans
ces cas-la, on peut justifier I’équivalence pour la réalisabilité de la définition inductive de I : A
oude I: A’ ou A’ est obtenu en remplacant Set par Prop a la fin de I'arit¢ A. En pratique on
traite ce cas en autorisant la construction par cas d’objets de type Set méme si ¢ : I : Prop. On
étend la notion d’extraction pour que l'extraction de

match ¢t with (¢ x...2,) = p end

soit simplement l’extraction de p ce qui est possible car p a le bon type (les z; logiques, n’appa-
raissent pas dans P).

Limitations La notion d’extraction et de réalisabilité s’étend mal au cas des univers et de
I’élimination forte sur les types inductifs. En effet la propriété d’oubli des dépendances ne s’ap-
plique plus. D’autre part les inclusions Prop < Type et Set < Type qui sont essentielles pour
un développement harmonieux sont incompatibles avec une extraction incrémentale, car il existe
alors des types B : Type(n) (p.ex. (U : Type(1))U — U) dont des instances sont dans Type et
d’autres sont dans Typep. Il faut connaitre le développement complet avant de décider si 'on
doit extraire ou cacher les objets de B.

Le mécanisme d’extraction de Coq (& partir de la version 7) s’éloigne d’ailleurs du schéma
présenté ici. La distinction Typep et Type est abandonnée, et c’est une analyse ultérieure sur le
programme qui permet de s’affranchir localement des occurrences de b : B : Type qui s’avérent
purement logique.

Intérét sémantique a la distinction entre Prop et Set La distinction entre Prop et Set est
utile sur le plan sémantique. En effet, certaines extensions (logique classique, extensionnalité,. . .)
interagissent mal avec les aspects constructifs du Calcul des Constructions Inductives. Les prendre
en compte simplement sur la sorte Prop permet de ne pas détruire la cohérence du systéme.

6.3.3 Autres méthodes d’analyse

Tous les assistants de preuves permettant de manipuler des programmes intégrent une certaine
notion d’objets logiques. Dans le systéme Nuprl, on utilise un opérateur pour cacher le contenu
calculatoire des preuves analogue a notre construction A. D’autres systémes privilégient la notion
de sous-ensemble, ou bien donnent un statut logique & des propriétés particuliéres comme 1’égalité.
Toutes ses méthodes sont héritées de la notion logique de formule non-calculatoire.

Le défaut de cette méthode est qu’elle ne permet pas de supprimer du programme certains
arguments inutiles. C’est le cas des listes de longueur n, le constructeur cons aura pour type
(n:nat)A — (list n) — (list (Sn)) ce qui laisse un terme extrait de type nat — A — list —
list dans lequel chaque constructeur est appliqué & un argument de type entier représentant
la longueur de la liste. Méme si on le souhaite, les méthodes reposant sur la réalisabilité ne
permettent pas aisément de supprimer cette composante.

Pour régler ce probléme, on peut déplacer les marques des arités vers les quantifications. On
introduit une quantification logique Vz : A.B avec

E(Vz: AB)=E(B) et frVz:AB=Vax:AfrB

De tels systémes ont été étudiés par Takayama |Tak91], Hayashi, .. ..
Une autre possibilité explorée plus récemment est de s’appuyer sur des méthodes d’analyse
de code mort. Ces techniques ont été étudiées par Berardi [Ber96|, Boerio [BB95|, Damiani et

Prost [DP9S|.
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L’extraction a lieu a posteriori, le terme initial et le terme dans lequel on a retiré des parties
de code mort sont prouvablement égaux pour une égalité extensionnelle (Berardi utilise une
propriété générale qui dit que si deux termes du A-calcul simplement typé ont le méme type
et que I'un est obtenu par élagage de certains sous-termes de 'autre alors les deux termes sont
extensionnellement égaux).

Une des difficultés est qu’une méme constante peut apparaitre a plusieurs endroits avec des
contenus calculatoires différents, d’ou 'idée d’utiliser du sous-typage ou des types conjonctifs
pour prendre en compte ce polymorphisme.

6.4 L’extraction en pratique

Le mécanisme d’extraction de Coq implante la fonction d’extraction E( ). Il se présente
sous la forme d’une commande Extraction qui produit du code pour plusieurs langages de
programmation fonctionnels (Ocaml, Haskell et Scheme). Cette commande peut étre utilisée
directement dans la boucle d’interaction de Coq pour afficher le code extrait :

Coq < Extraction plus.
(** val plus : nat -> nat -> nat **)
let rec plus n m =

match n with

| 0 ->m

| Sp ->8S (plus p m)

La commande Recursive Extraction aura pour effet d’extraire récursivement tout ce qui est
nécessaire. On peut également utiliser la commande Extraction pour écrire dans un fichier tout
le code correspondant a un ensemble d’objets Coq (le caractére récursif est alors implicite) :

Coq < Extraction "arith.ml" plus mult.

Dans le cas d’Ocaml, une interface est également créée (fichier .mli).



Chapitre 7

Preuve de programmes fonctionnels

Dans ce cours, nous nous intéressons & la spécification et & la preuve de programmes purement
fonctionnels. Nous montrons comment Coq peut étre utilisé pour produire du code ML certifié.
Ce chapitre est illustré par des programmes manipulant des arbres binaires de recherche, qui
sont représentatifs des programmes purement fonctionnels & la fois complexes et trés utiles en
pratique.

Dans la suite, nous dénommons informatif tout ce qui se trouve dans la sorte Set et logique
tout ce qui se trouve dans la sorte Prop. Cette distinction de sorte est exploitée par le méca-
nisme d’extraction [PM89a, PM89b, Let03a, Let03b] fourni par Coq. Ce mécanisme extrait le
contenu informatif d’un terme Coq sous la forme d’un programme ML. Les parties logiques dis-
paraissent (ou ne subsistent que sous la forme d’une valeur dégénérée sans aucun calcul associé).
Les fondements théoriques de I'extraction ont été exposés au chapitre précédent.

7.1 Meéthode directe

La fagon la plus simple de certifier un programme purement fonctionnel consiste & 1’écrire
comme une fonction dans Coq puis & prouver des propriétés de cette fonction. C’est ce qui a été
fait par exemple dés le début de ce cours avec la plus sur les entiers de Peano. Un grand nombre
de programmes ML purement fonctionnels peuvent étre écrits directement dans le Calcul des
Constructions.

D’une maniére générale, on commence par définir dans Coq une fonction « pure », c’est-a-dire
avec un type a la ML (un type du systéme F) purement informatif. Supposons ici une fonction
prenant un seul argument :

f: m—omn

On montre alors que cette fonction réalise une certaine spécification S : 71 — 79 — Prop par un
théoréme de la forme

Va. (S z (f x))
La preuve de ce théoréme se fait en suivant la définition de f.
Exemple. On souhaite développer et certifier formellement une bibliothéque d’ensembles finis

codés a ’aide d’arbres binaires de recherche.
On se donne un type d’arbres binaires contenant des entiers

Coq < Inductive tree : Set :=
Coq < | Empty
Coqg < | Node : tree -> Z -> tree -> tree.

86
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et une relation d’appartenance In indiquant qu'un élément apparait dans un arbre (indépendam-

ment de tout choix de rangement des éléments dans les arbres) :

Coq < Inductive In (x:Z) : tree -> Prop :=

Cog < | In_left : foralllry, (In x 1) -> (In x (Node 1 y 1))
Cog < | In_right : forall 1 ry, (In x r) -> (In x (Node 1 y 1))
Cog < | Is_root : forall 1 r, (In x (Node 1 x r)).

Une fonction de test de ’ensemble vide peut alors s’écrire

Cog < Definition is_empty (s:tree) : bool := match s with
Cog < | Empty => true
Coq < | _ => false end.

et sa preuve de correction s’énonce ainsi

Coq < Theorem is_empty_correct :
Coq < forall s, (is_empty s)=true <-> (forall x, "(In x s)).

La preuve suit la définition de is_empty et tient en trois lignes :
Coq < Proof.

Coq < destruct s; simpl; intuition.

Coq < inversion_clear HO.

Coq < elim H with z; auto.

Coq < Qed.

Venons-en au test d’occurrence dans un arbre binaire de recherche. On commence par se

donner une relation d’ordre ternaire sur les entiers relatifs :
Coq < Inductive order : Set := Lt | Eq | Gt.

Coq < Hypothesis compare : Z -> Z -> order.

Puis on définit une fonction mem de recherche dans un arbre supposé étre un arbre de recherche :

Coq < Fixpoint mem (x:Z) (s:tree) {struct s} : bool := match s with
Coq < | Empty =>

Coq < false

Coq < | Node 1 y r => match compare x y with

Coq < | Lt => mem x 1

Coq < | Eq => true

Coq < | Gt => mem x r

Coq < end

Coq < end.

La preuve de correction de cette fonction nécessite de définir la notion d’arbre binaire de re-

cherche, sous la forme du prédicat inductif bst suivant :

Coq < Inductive bst : tree -> Prop :=

Cog < | bst_empty :

Coq < (bst Empty)

Coqg < | bst_node

Coq < forall x (1 r : tree),

Coq < bst 1 -> bst r ->

Coq < (forally, Iny 1 ->y < x) ->

Coq < (forall y, Inyr -> x <y) -> bst (Node 1 x 1).
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La correction de la fonction mem peut alors s’écrire ainsi :

Coq < Theorem mem_correct
Coq < forall x s, (bst s) -> (mem x s=true <-> In x s).

On voit sur cet exemple que la spécification S prend la forme P x — Q = (f x). P est ce que
I’on appelle une précondition et Q une postcondition.

Modularité. Si l'on cherche & faire la preuve de mem_correct on commence par induction
s; simpl pour suivre la définition de mem. Le premier cas (Empty) est trivial. Avec le second
(Node s1 z s2) on tombe alors sur un terme de la forme match compare x z with ... qui ne
permet pas d’aller plus avant. En effet, on ne sait rien de la fonction compare utilisée ici par la
fonction mem. Il nous faut la spécifier, par exemple sous la forme d’un axiome

Coq < Hypothesis compare_spec :

Coq < forall x y, match compare x y with
Coq < | Lt => x<y

Coq < | Eq => x=y

Coq < | Gt => x>y

Coq < end.

On peut alors utiliser cette spécification de la maniére suivante :

Coq < generalize (compare_spec x z); destruct (compare x z).

La preuve se poursuit alors sans difficulté.

Note. Pour des fonctions purement informatives telles que is_empty ou mem, le programme

extrait est identique au terme Coq. Ainsi la commande Extraction mem donne-t-elle le code
ocaml

let rec mem x = function
| Empty -> false
| Node (1, y, r) ->
(match compare x y with
| Lt -> mem x 1
| Eq -> true
| Gt -> mem x 1)

7.1.1 Cas des fonctions partielles

Une premiére difficulté apparait lorsque la fonction est partielle, i.e. a un type de la forme
f:Ve:m. (Px)—m

Le cas typique est celui d’une fonction de division qui attend un diviseur non nul.

Dans notre exemple, on peut souhaiter définir une fonction min_elt retournant le plus petit
élément d’un ensemble supposé non vide (c’est-a-dire I’élément rangé le plus a gauche dans 'arbre
binaire de recherche). On peut donner a cette fonction le type suivant :

min elt:Vs:tree. 7s = Empty — Z (7.1)
ou apparait la précondition —s = Empty. La spécification de min_elt peut alors s’écrire

Vs. Vh : —s = Empty. bst s — In (min _elt s h) sAVz. Inz s - min eltsh <z
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avec une précondition reprenant naturellement celle de la fonction (hypothése h) et ajoutant
bst s. La présence de h est méme nécessaire pour pouvoir appliquer la fonction min_elt. On
voit que I'utilisation d’une fonction partielle en Coq n’est pas simple : il faut passer en argument
des termes de preuve, souvent difficiles & construire.

La définition méme d’une fonction partielle est souvent délicate. Ecrivons une fonction min_elt
ayant le type (7.1). Le code ML que l'on a en téte est le suivant :

let rec min_elt = function
| Empty -> assert false
| Node (Empty, x, _) -> x
| Node (1, _, _) -> min_elt 1

Malheureusement, la définition en Coq est plus difficile. D’une part ’assert false dans le pre-
mier cas de filtrage correspond & un cas absurde (on a supposé I’arbre non vide). La définition en
Coq exprime cette absurdité a 1'aide du récurseur False_rec appliqué & une preuve de I'absurde.
Il faut donc construire une telle preuve a partir de la précondition. De méme le troisiéme cas de
filtrage fait un appel récursif 4 min_elt et pour cela on doit construire une preuve que I’argument
1 n’est pas vide. C’est ici une conséquence du filtrage qui a éliminé le cas ot 1 est Empty. Dans
ces deux cas la nécessité de construire ces termes de preuve complique le filtrage, qui doit étre
dépendant. On obtient la définition suivante :

Coq < Fixpoint min_elt (s:tree) (h:7s=Empty) { struct s } : Z :=

Coq end (refl_equal 1))

Coq

Coq < match s return "s=Empty -> Z with

Coq < | Empty =>

Coq < (fun h => False_rec _ (h (refl_equal Empty)))

Coq < | Node 1 x _ =>

Coq < (fun h => match 1 as a return a=1 -> Z with

Coq < | Empty => (fun _ => x)

Coq < | _ => (fun h => min_elt 1

Coq < (Node_not_empty _ _ _ _ h))
<
<

end h.

La premiére preuve (argument de False_rec) est construite directement. La seconde fait appel
au lemme suivant :

Coq < Lemma Node_not_empty : forall 1 x r s, Node 1 x r=s -> "“s=Empty.
On peut alors prouver la correction de cette fonction :

Coq < Theorem min_elt_correct

Coq < forall s (h:"s=Empty), bst s ->

Coq < In (min_elt s h) s /\

Coq < forall x, In x s -> min_elt s h <= x.

La encore la preuve se fait en suivant la définition de la fonction et ne pose pas de probléme.
On peut vérifier que le code extrait est bien celui que 'on avait en téte. Extraction min_elt
donne en effet :

let rec min_elt = function
| Empty -> assert false (¥ absurd case *)
| Node (1, x, t) ->
(match 1 with
| Empty -> x
| Node (t0, z0, tl1) -> min_elt 1)
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Plusieurs points sont & noter : d’une part 'utilisation de False_rec est extraite en assert
false, ce qui est exactement le comportement souhaité (on a fait une preuve que ce point de
programme est inatteignable, il est donc légitime de dire qu’arriver la est absurde i.e. une «
preuve » de false); d’autre part on voit que les arguments logiques liés a la précondition qui
compliquaient la définition ont disparu dans le code extrait (ils étaient dans la sorte Prop).

Une autre solution consiste a définir la fonction min_elt par une preuve plutét que par une
définition. Il est alors facile de construire les termes de preuve (on est dans ’éditeur de preuves).
Ici la définition-preuve est relativement simple :

Coq < Definition min_elt : forall s, "s=Empty -> Z.
Coq < Proof.

Coq < induction s; intro h.

Coq < elim h; auto.

Coq < destruct sl.

Coq < exact z.

Coq < apply IHsl; discriminate.

Coq < Defined.

Mais il est plus difficile de se persuader que 'on construit la bonne fonction (tant que I'on n’a pas
montré la correction de cette fonction). Il faut en particulier prendre bien soin de ne pas utiliser
& tort de tactiques automatiques telles que auto qui pourraient avoir pour effet de construire
une fonction autre que celle que 'on a en téte ; sur cet exemple auto n’est utilisé que sur un but
logique (Empty=Empty).

Une fagon de se persuader que le code sous-jacent est bien le bon consiste & examiner le code
extrait. Ici on retrouve exactement le méme que précédemment.

La tactique refine aide a la définition de fonction partielle (mais pas seulement). Elle permet
de donner partiellement un terme de preuve, certaines parties étant omises (dénotées par _) et
donnant lieu & des sous-buts. Ainsi on peut redéfinir la fonction min_elt de la fagon suivante :

Coq < Definition min_elt : forall s, "s=Empty -> Z.

Coq < refine

Coq < (fix min (s:tree) (h:7s=Empty) { struct s } : Z :=
Coq < match s return "s=Empty -> Z with

Coq < | Empty =>

Coq < (fun h => _)

Coq < | Node 1 x _ =>

Coq < (fun h => match 1 as a return a=1 -> Z with
Coq < | Empty => (fun _ => x)

Coq < | _ => (fun h => min_elt 1 _)

Coq < end _)

Cog < end h).

On obtient alors deux sous-buts qu’il est aisé de prouver. On remarque tout de méme que 'on
n’échappe pas & un filtrage dépendant.

Enfin une derniére solution consiste & rendre la fonction totale en la complétant de maniére
arbitraire en dehors de son domaine de définition. Ici on peut choisir de retourner la valeur
0 lorsque I'ensemble est vide. On évite ainsi 'argument logique —s = Empty et ses facheuses
conséquences. Le type de min_elt « redevienty tree — Z et sa définition est trés simple :
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Coq < Fixpoint min_elt (s:tree) : Z := match s with

Coq < | Empty => 0

Cog < | Node Empty z _ => z
Coq < | Node 1 _ _ => min_elt 1
Coq < end.

Le théoréme de correction reste le méme, en revanche :

Coq < Theorem min_elt_correct
Coq < forall s, "s=Empty -> bst s ->

Coq < In (min_elt s) s /\
Coq < forall x, In x s -> min_elt s <= x.
L’énoncé garde la précondition —s = Empty, sans quoi il ne serait pas possible de montrer

I’appartenance de min _elt s a s.

Note. La fonction de division sur les entiers relatifs, Zdiv, est ainsi définie comme une fonction
totale mais ces propriétés ne sont établies que sous I'hypothése que le diviseur est non nul.

Note. Une autre fagon de rendre totale la fonction min_elt, plus générale, etit été de lui faire
retourner un résultat de type option Z, c’est-a-dire None lorsque I’ensemble est vide, et Some m
lorsqu’il existe un plus petit élément m. Mais on change alors légérement le code ML sous-jacent
(et I’énoncé du théoréme de correction).

7.1.2 Cas des fonctions non structurellement récursives

Le probléme de la définition (et de 'utilisation) d’une fonction partielle se retrouve également
lorsque 'on cherche a définir (et & prouver) une fonction récursive mais dont la récurrence n’est
pas structurelle.

En effet, une solution pour définir une telle fonction consiste a utiliser un principe de récur-
rence bien fondée, tel que well_founded_induction :

Coq < well_founded_induction

Coq < : forall (A : Set) (R : A -> A -> Prop),

Coq < well_founded R ->

Coq < forall P : A -> Set,

Coq < (forall x : A, (forally : A, Ry x ->Py) ->Px) ->

Coq < forall a : A, P a

Mais alors la définition nécessite de construire des preuves de R y x pour chaque appel récursif
sur y; on retrouve les difficultés — mais aussi les solutions — mentionnées dans la section
précédente.

Supposons que ’on souhaite écrire une fonction subset qui teste I'inclusion sur nos ensembles
comme arbres binaires de recherche. Un code ML possible est le suivant :

let rec subset sl s2 = match (sl1l, s2) with

| Empty, _ ->
true

| _, Empty ->
false

| Node (11, v1, rl1l), (Node (12, v2, r2) as t2) ->
let ¢ = compare vl v2 in
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if ¢ = 0 then

subset 11 12 && subset rl r2
else if ¢ < 0 then

subset (Node (11, v1, Empty)) 12 &% subset rl t2
else

subset (Node (Empty, vl, rl)) r2 &% subset 11 t2

On voit que les appels récursifs se font sur des arbres qui ne sont pas toujours des sous-termes
des arguments initiaux (sans compter la difficulté supplémentaire d’une récurrence simultanée
sur les deux arguments). Il existe cependant un critére simple de terminaison, a savoir le nombre
total d’éléments dans les deux arbres.

On commence donc par établir un principe de récurrence bien fondée sur deux arbres basé

sur la somme de leur nombre d’éléments :

Coq
Coq
Coq
Coq

Coq
Coq
Coq
Coq
Coq
Coq
Coq
Coq
Coq

< Fixpoint cardinal_tree (s:tree) : nat := match s with

< | Empty => 0

< | Node 1 _ r => (S (plus (cardinal_tree 1) (cardinal_tree r)))
< end.

<

< Lemma cardinal_rec2 :

< forall (P:tree->tree->Set),

< (forall (x x’:tree),

< (forall (y y’:tree),

< (1t (plus (cardinal_tree y) (cardinal_tree y’))

< (plus (cardinal_tree x) (cardinal_tree x’))) -> (P y y’))
< -> (P x x)) ->

< forall (x x’:tree), (P x x’).

La preuve est facile : on se raméne & un principe de récurrence bien fondée sur le type nat, fourni
dans la bibliothéque de Coq, & savoir well_founded_induction_type_2, et 'on prouve aisément
que la relation est bien fondée car elle est de la forme 1t (f y ¢') (f = 2’) et que 1t est une
relation bien fondée sur nat (autre résultat fourni par la bibliothéque) :

Coq
Coq

Coq
Coq
Coq
Coq
Coq

Coq
Coq
Coq

Coq

< Proof.
< intros P H x x’.

< apply well_founded_induction_type_2

< with (R:=fun (yy’ xx’:treextree) =>

< (1t (plus (cardinal_tree (fst yy’)) (cardinal_tree (snd yy’)))

< (plus (cardinal_tree (fst xx’)) (cardinal_tree (snd xx’)))));
< auto.

< apply (Wf_nat.well_founded_ltof _

< (fun (xx’:treextree) =>

< (plus (cardinal_tree (fst xx’)) (cardinal_tree (snd xx’))))).
< Save.

On peut alors définir la fonction subset par une définition-preuve utilisant la tactique refine :

Coq
Coq

< Definition subset : tree -> tree -> bool.

< Proof.
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On commence par appliquer le principe de récurrence cardinal_rec2 :
Coq < intros sl s2; pattern sl, s2; apply cardinal_rec2.
Puis on filtre sur x et x? les deux cas Empty étant triviaux :

Coq < destruct x.

Coqg <  (* x=Empty *)
Coq < 1intros; exact true.

Cog < (x x = Node x1 z x2 *)
Coq < destruct x’.

Coq <  (* x’=Empty *)
Coq < 1intros; exact false.

On procéde ensuite par cas sur le résultat de compare z z0 :

Cog < (x x> = Node x’1 z0 x’2 *)
Coq < 1intros; case (compare z z0).

Dans chacun des trois cas, les appels récursifs (hypothése H) se font a I'aide de la tactique
refine : on a alors une obligation de montrer la décroissance du nombre d’éléments, ce qui est
automatiquement prouvé par simpl; omega (simpl est nécessaire pour déplier la définition de
cardinal_tree) :

Cog < (x z < 20 %)
Coq < refine (andb (H (Node x1 z Empty) x’2 _)
Coq < (H x2 (Node x’1 20 x’2) _)); simpl; omega.

Cog < (x z =20 %)
Coq < refine (andb (H x1 x’1 _) (H x2 x’2 _)); simpl; omega.

Cog < (x z > z0 %)
Coq < refine (andb (H (Node Empty z x2) x’2 _)
Coq < (H x1 (Node x’1 z0 x’2) _)); simpl; omega.

Coq < Defined.
Note. On aurait pu également faire une définition a l'aide d’un unique refine.

Note. Il est intéressant d’examiner le code extrait d’une fonction définie a ’aide d’un récurseur
tel que well_founded_induction. On peut commencer par regarder directement le code extrait
pour well_founded_induction et 'on reconnait un opérateur de point-fixe :

let rec well_founded_induction x a =
x a (fun y _ -> well_founded_induction x y)

En dépliant cet opérateur et deux autres constantes

Coq < Extraction NoInline andb.
Coq < Extraction Inline cardinal_rec2 Acc_iter_2 well_founded_induction_type_2.

Coq < Extraction subset.

on obtient exactement le code ML souhaité :
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let rec subset x x’ =
match x with
| Empty -> True
| Node (x1, z0, x2) ->
(match x’ with
| Empty -> False
| Node (x’1, zl, x’2) ->
(match compare z0 zl with
| Lt ->
andb (subset (Node (x1, z0, Empty)) x’2)
(subset x2 (Node (x’1, z1, x°2)))
| Eq -> andb (subset x1 x’1) (subset x2 x’2)
| Gt >
andb (subset (Node (Empty, z0, x2)) x’2)
(subset x1 (Node (x’1, z1, x°2)))))

De nombreuses autres techniques pour définir des fonctions récursives non structurelles dans
Coq sont décrites dans le chapitre 15 de I'ouvrage Interactive Theorem Proving and Program
Development [BCO4].

7.2 Utilisation de types dépendants

Une autre approche de la preuve de programmes fonctionnels dans Coq consiste & utiliser la
richesse du systéme de types du Calcul des Constructions Inductives pour exprimer la spécifi-
cation de la fonction dans son type méme. En fait, un type est une spécification. Dans le cas
de ML, c’est juste une spécification trés pauvre — une fonction attend un entier et retourne un
entier — mais dans Coq on peut exprimer qu'une fonction attend un entier positif et retourne
un entier premier :

f:{n:Z|n>0} - {p:Z | premier p}

Nous allons montrer comment.

7.2.1 Type sous-ensemble sig

La notation Coq {z : A | P} désigne le « sous-type de A des valeurs vérifiant la propriété
P » ou, dans un vocabulaire plus théorie des ensembles, le « sous-ensemble de A des éléments
vérifiant P ». La notation {x : A | P} désigne l'application sig A (fun z = P) ou sig est
I'inductif suivant :

Coq < Inductive sig (A : Set) (P : A -> Prop) : Set :=
Coq < exist : forall x:A, P x -> sig P

Cet inductif est identique a I'existentielle ex, si ce n’est sa sorte, Set au lieu de Prop (on souhaite
définir une fonction et donc que ses arguments et résultats soient informatifs).

En pratique, on souhaite lier 'argument au résultat par une postcondition () et on préfére
donc la forme plus générale suivante :

f:V(@x:n), Pr—={y:mn|Qzy}
Si 'on reprend 'exemple de la fonction min_elt, sa spécification peut étre la suivante :

Coq < Definition min_elt :
Coq < forall s, "s=Empty -> bst s ->
Coq < {m:Z | Inms /\ forall x, In x s -> m <= x }.
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On a toujours les difficultés de définition directe mentionnées dans la section précédente et I’on
préfére done en général la définition par preuve (avec toujours la méme mise en garde vis-a-vis
des méthodes automatiques).

Note. Le déplacement de la propriété bst s vers la précondition n’est pas nécessaire; c’est
juste plus naturel.

Note. L’extraction de sig A ) oublie 'annotation logique @ et se réduit donc & I'extraction
du type A. Dit autrement, le type sig peut disparaitre a 'extraction; de fait on a

Coq < Extraction sig.
type ’a sig = ’a
(* singleton inductive, whose constructor was exist *)

7.2.2 Variantes de sig

On peut définir d’autres types similaires & sig. Ainsi si 'on souhaite écrire une fonction
retournant deux entiers, telle que par exemple une division euclidienne, on a envie d’emboiter
deux utilisation de sig de la méme maniére que 'on peut le faire pour deux existentielles ex :

div:Vab, b>0—{q|{r|a=bg+rAN0<r<b}}

Mais la seconde utilisation de sig a pour sorte Set et non Prop, ce qui rend cette écriture
incorrecte. Coq introduit pour cela une variante de sig, sigs :

Coq < Inductive sigS (A : Set) (P : A -> Set) : Set :=
Coq < existS : forall x:A, P x -> sig P

ou la seule différence est la sorte de P (Set au lieu de Prop). sigS A (fun x = P) se note
{z : A & P}, ce qui permet d’écrire

div:Vab, b>0—={q& {r|a=bg+rAN0<r <b}}
L’extraction de sigS est naturellement une paire :

Coq < Extraction sigS.
type (’a, ’p) sigS =
| ExistS of ’a * ’p

De méme si 'on souhaite une spécification de la forme
{r:A|PxAQ z}
il existe un inductif « sur mesure », sig2, défini par

Coq < Inductive sig2 (A : Set) (P : A -> Prop) (Q : A -> Prop) : Set :=
Coq < exist2 : forall x : A, Px -> Q x -> sig2 P Q

Son extraction est identique & celle de sig.
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7.2.3 Spécification d’une fonction booléenne : sumbool

Un type de spécification ! qui revient trés souvent est celui de la spécification d’une fonction
booléenne. Dans ce cas, on souhaite exprimer quelles sont les deux propriétés établies lorsque
la fonction retourne false et true respectivement. Coq introduit un type inductif pour cela,
sumbool, défini par

Coq < Inductive sumbool (A : Prop) (B : Prop) : Set :=
Coq < | left : A -> sumbool A B
Coq < | right : B -> sumbool A B

C’est un type semblable au type bool mais dont chaque constructeur contient une preuve, de A
et de B respectivement. sumbool A B se note {A}+{B}. Une fonction de test de I’ensemble vide
pourra se spécifier ainsi :

is empty:Vs, {s = Empty} + {—s = Empty}

Un cas plus général, et trés fréquent, est celui d’une égalité décidable. En effet, si un type A est
muni d’une égalité eq : A — A — Prop, on peut spécifier une fonction de test de cette égalité
sous la forme

A eq dec:Vzy, {eqry}+{-(eqzy)}

C’est presque la méme chose que donner une preuve de

YV y, (eqz y)V (eqz y)

si ce n’est que la sorte n’est pas la méme. Dans ce dernier cas, on a une disjonction dans Prop
(un tiers-exclu pour le prédicat eq) alors que dans le précédent on a une « disjonction » dans
Set, c’est-a-dire un programme décidant de 1’égalité.

L’extraction de sumbool est un type isomorphe a bool :

Coq < Extraction sumbool.
type sumbool =

| Left

| Right

En pratique on peut indiquer a l'extraction de Coq d’utiliser directement les booléens de ML au
lieu de Left et Right (permet notamment d’utiliser if-then-else dans le code extrait).

Variante sumor

Il existe une variante & sumbool ol les sortes ne sont pas les mémes & gauche et a droite :

Coq < Inductive sumor (A : Set) (B : Prop) : Set :=
Coqg < | inleft : A -> A + {B}
Coq < | inright : B -> A + {B}

Cet inductif permet de spécifier une fonction ML qui retourne une valeur du type « option :
le constructeur inright représente le cas None et lui associe la propriété B, et le constructeur
inleft représente le cas Some et lui associe la spécification A. De fait, 'extraction de sumor est
isomorphe au type option de ML :

1. C’est le cas de le dire!
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Coq < Extraction sumor.
type ’a sumor =

| Inleft of ’a

| Inright

On peut ainsi combiner sumor et sig pour spécifier la fonction min_elt de la maniére sui-
vante :

Coq < Definition min_elt :
Coq < forall s, bst s ->
Cog < {m:Z | Inms /\ forall x, In x s ->m <= x } + { s=Empty I}.

11 s’agit 1a de la version correspondant & une fonction ML rendue totale avec un type option.
On peut de méme combiner sumor et sumbool pour spécifier notre fonction de comparaison
ternaire :

Coq < Hypothesis compare : forall x y, {zx<y} + {x=y} + {x>y}.

On note que maintenant cette seule hypothése remplace a elle seule 'inductif order et les deux
hypothéses compare et compare_spec.

Reprenons I'exemple de la fonction de test d’appartenance dans un arbre binaire de recherche,
mem. On peut maintenant la spécifier & I'aide d’un type dépendant :

Coq < Definition mem :
Coqg < forall xs, bsts ->{ Inxs }{ “(In x s) }.

La définition-preuve commence par une induction sur s.

Coq < Proof.
Coq < 1induction s; intros.

Cog < (* s = Empty *)
Coq < right; intro h; inversion_clear h.

Le cas s=Empty est trivial. Dans le cas s=Node sl z s2, il s’agit de procéder par cas sur le
résultat de compare x z. C’est maintenant plus simple qu’avec la méthode précédente : plus
besoin de faire appel au lemme compare_spec, car compare x z contient sa spécification dans
son type.

Coqg < (x s = Node sl z s2 %)
Coq < case (compare x z); intro.

De méme chaque hypothése de récurrence (sur s1 et s2) est une fonction contenant sa spécifi-
cation. On 'utilise, le cas échéant, en lui appliquant la tactique case. Le reste de la preuve est
aisé.

Note. Il est possible de retrouver la fonction pure comme projection de la fonction spécifiée a
I’aide d’un type dépendant :

Coq < Definition mem_bool x s (h:bst s) := match mem x s h with
Cog < | left _ => true
Coq < | right _ => false

Coq < end.
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Il est alors aisé de montrer la correction de cette fonction pure (car la preuve est contenue dans
le type de la fonction d’origine) :

Coq < Theorem mem_bool_correct :
Coq < forall x s, forall (h:bst s),
Cog < (mem_bool x s h)=true <-> In x s.

Coq < Proof.

Coq < intros.

Coq < unfold mem_bool; simpl; case (mem x s h); intuition.
Coq < discriminate H.

Coq < Qed.

Mais cette projection a peu d’intérét en pratique.

Note. Il est important de noter que chaque fonction se voit maintenant donner sa spécification
dés sa définition : il n’est plus aussi facile de montrer plusieurs propriétés d’une méme fonction
que dans le cas d’'une fonction pure.

7.2.4 Spécification dans les types de données

L’ajout de spécification dans les types ML peut également s’appliquer aux types récursifs.
Ainsi on peut introduire le type dépendant des arbres ayant la propriété d’étre des arbres binaires
de recherche :

Coq < Inductive bst_tree : Set :=
Coq < | Bst_tree : forall t, bst t -> bst_tree.

Il s’agit la d’un couple dépendant constitué d’un arbre t (dans la sorte Set) et d’une preuve de
bst t (dans la sorte Prop). Un tel inductif a un constructeur est un record (type enregistrement) :

Coq < Record bst_tree : Set := {

Cog < ¢ 1> tree;
Cog < bst_t : bstt
Coq < }.

Note. La notation :> introduit une coercion du type bst_tree vers le type tree (la premiére
projection). Ceci permet par exemple d’appliquer directement le prédicat In a une valeur du
type bst_tree.

7.3 Modules et foncteurs

L’adéquation de Coq comme formalisme de spécification et de preuve de programmes ML
purement fonctionnels s’étend jusqu’au systéme de modules. En effet, Coq est depuis peu équipé
d’un systéme de modules inspiré de celui d’Objective Caml [Ler00, Chr03a, Chr03b|. De méme
que les types de fonction Coq peuvent enrichir ceux de ML par des annotations logiques, les
modules de Coq peuvent enrichir ceux de ML.

Ainsi, si I’on souhaite écrire notre bibliothéque d’ensembles finis sous la forme d’un foncteur
prenant en argument un type quelconque (et non plus Z comme jusqu’a présent) équipé d’un
ordre total, on commence par définir une signature pour cet argument. On y met un type t, une
égalité eq et une relation d’ordre 1t sur ce type :
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Coq < Module Type OrderedType.
Coq < Parameter t : Set.
Coq < Parameter eq : t -> t -> Prop.

Coq < Parameter 1t : t -> t -> Prop.
ainsi qu’un résultat de décidabilité de 1t et eq :
Coq < Parameter compare : forall x y, {1t x y}+{eq x yr+{1lt y xI}.

I1 faut également fournir quelques propriétés sur eq (relation d’équivalence) et 1t (relation d’ordre
incompatible avec eq) sans lesquelles les fonctions sur les arbres binaires de recherche ne peuvent
étre correctes :

Cog < Axiom eq_refl : forall x, (eq x x).
Coq < Axiom eq_sym : forall x y, (eq x y) -> (eq y x).
Coqg < Axiom eq_trans : forall x y z, (eq x y) -> (eq y z) -> (eq x 2).

Coq <
Coq < Axiom lt_tramns : forall x y z, (1t x y) -> (1t y z) -> (1t x z).

Cog < Axiom lt_not_eq : forall x y, (1t x y) -> “(eq x y).

Enfin, on peut ajouter & la signature des commandes Hint pour la tactique auto — et elles
seront ainsi disponibles automatiquement dans le corps du foncteur :

Coq < Hint Immediate eq_sym.
Coq < Hint Resolve eq_refl eq_trans lt_not_eq lt_trans.

Coq < End OrderedType.

On peut alors écrire notre bibliothéque d’ensembles sous la forme d’un foncteur prenant un
argument X de type OrderedType :

Module ABR (X: OrderedType) .

Inductive tree : Set :=
| Empty
| Node : tree -> X.t -> tree -> tree.

Fixpoint mem (x:X.t) (s:tree) {struct s} : bool := ...

Inductive In (x:X.t) : tree -> Prop := ...
Hint Constructors In.

Inductive bst : tree -> Prop :=
| bst_empty : (bst Empty)
| bst_node :
forall x (1 r : tree),
bst 1 -> bst r ->
(forall y, Iny 1 -> X.1t y x) ->
(forall y, Iny r -> X.1t x y) -> bst (Node 1 x r).

(x etc. %)
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Note. Lelangage Objective Caml fournit une bibliothéque d’ensembles finis codés par des arbres
binaires de recherche équilibrés (des AVL [AVL62|), sous la forme d'un foncteur prenant en
argument un type ordonnée. Cette bibliothéque implante toutes les opérations habituelles sur les
ensembles (union, intersection, différence, cardinal, plus petit élément, etc.), des itérateurs (map,
fold, iter) et également une fonction d’ordre total sur les ensembles permettant d’obtenir des
ensembles d’ensembles par une seconde application du méme foncteur (et ainsi de suite). Cette
bibliothéque a été certifiée a 1’aide de Coq par Pierre Letouzey et Jean-Christophe Filliatre [FLO0O4|.
Cette preuve a permis de découvrir un bug dans le ré-équilibrage des arbres effectué par certaines
fonctions; le code a été corrigé dans la derniére version d’ocaml (3.07).



Chapitre 8

Preuve de programmes impératifs

8.1 Logique de Hoare classique

On considére un langage PASCAL trés simplifié, avec des variables globales entiéres, des
expressions entiéres et booléennes, et les instructions d’affectation, de test et de boucle while :

e = nlx|eope
op == +[=|x|/I=l#I<[>I<[=] and | or
i u= skip|xz:=eli;i|if ethen i elsei|while e do i done

Exemple 5 Appelons ISQRT le programme suivant, sur trois variables n, count et sum :

count := 0; sum := 1;
while sum <= n do count := count + 1; sum := sum + 2 * count + 1 done

Affirmation : a la fin de Uexécution de ce programme, count est la racine carré de n, arrondie a
Uentier inférieur.

8.1.1 Sémantique opérationnelle

Un état d’'un programme est une table d’association E qui a chaque variable x du programme
associe sa valeur courante E(x). La valeur d’une expression bien typée e dans un état E est définie
par

En) = n
E(r) = E(z)
E(e1 op ea) = E(er) op E(ea)

La sémantique opérationnelle de ce langage est définie par les régles de transition (sur toute
instruction bien typée) :

E E{z = E(e)}
Ti=e

Eq — L3 si By — Ey et B9 — I3
11312 11 12

5
l

Ey si Ey(e) = true et By — Fy
i1

if e then i1 else i

&
l

if e then i1 else i

Es si Ey(e) = false et By — Eo
iz
)

Eq — FEs3si By e) = true, B — FEs et F» — E5
while e do i % while e do i

E — E si E(e) = false
while e do i

101
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8.1.2 Logique de Hoare

Un triplet de Hoare est un triplet noté {P}i{Q} ou P et @) sont des assertions logiques et i
une instruction. Ces assertions logiques sont des formules du premier ordre, avec comme formules
atomiques les expressions de notre langage. Remarque importante : il y a ainsi identification entre
les variables du programme et les variables de la logique.

On dit qu'un triplet de Hoare {P}i{Q} est valide si pour tous états E; et Fs tels que
Eq —Z> FE5 et P est vraie dans E7, (Q est vraie dans Fs.

Exemples de triplets valides : {x = 1}z 1=z + 2{z = 3}, {z = y}z := z + y{z = 2y}.
Exemple 6 Sur le programme ISQRT, on souhaiterait montrer la validité du triplet
{n > 0}ISQRT {count * count < n An < (count + 1) * (count + 1)}

Logique de Hoare : ensemble de régles de déduction sur les triplets :

{P Ne=true}li1{Q} {P Ne= false}ir{Q}

{P}skip{P} {P}if e then iy else i2{Q}
{I Ne=true}i{l}
{P[z < e|}x := e{P} {I}while e do i{I N e = false}
{Prn{Q}  {Q}ia{R} {(ryi{Qy r—-r Q@ -Q

{P}ir;io{ R} {P}i{Q}

Proposition 1 Cet ensemble de régles est correct : tout triplet dérivable est valide.

Preuve : pas de difficulté (cf chapitre 2).

Difficulté : prouver un triplet & partir de ces régles demande de « deviner » les bonnes anno-
tations intermédiaires, par exemple pour la séquence, mais aussi pour la régle d’affaiblissement.
Ainsi, on ne peut pas prouver le programme de la racine carrée sans réfléchir : il faut en parti-
culier trouver un invariant de boucle adéquat. L’équivalent, du point de vue théorique, de cette
difficulté est : a-t-on complétude de la logique de Hoare, c.-a-d. peut-on prouver tous les triplets
valides 7

8.1.3 Complétude, et calcul de plus faible précondition

Pour i et @ fixés, 'ensemble des P tels que {P}i{Q} est valide, s’il est non vide, posséde-t-il
un élément minimal Py au sens ou pour tout P tels que {P}i{Q} est valide, P implique Fj.
Calcul de WP :

WP(x:=eQ) = Q{x<+ e}
WP(i1;i2,Q) = WP(iy, WP(i2,Q))
WP(if e then iy else iz,Q) = (e =true — WP(i1,Q)) A (e = false = W P(i2,Q))
W P(while e do i,QQ) = pas de formule simple!

Exemple 7 WP(x =z +y,x =2y) =x+y =2y

Proposition 2 L’ensemble des régles de logique de Hoare est relativement complet : Tout triplet
valide { P}i{Q} est dérivable (en particulier, on peut trouver des invariants pour les boucles while

de i).

Preuve : le relativement exprime ici une hypothése qui est que la logique dans laquelle on exprime
les annotations est suffisamment expressive, en particulier pour exprimer les invariants de boucle
nécessaires a l’aide de point-fixe [Cou90].
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let isqrt = fun (n : int) ->
{n>20} (* pré-condition *)
begin
let count = ref 0 in
let sum = ref 1 in
begin

while !sum <= n do
{ invariant count >= 0 and n >= count*count and sum = (count+1)*(count+1)
variant n - sum } (* Invariant et variant de boucle *)

count := lcount + 1;
sum := !sum + 2 * lcount + 1
done;
lcount
end
end

{ result >= 0 and result * result <= n and n < (result+1)*( result+1) }
(* post-condition *)

FIGURE 8.1 — Calcul de la racine carrée en Why

8.1.4 Difficultés

De nombreux travaux ont fait suite a la logique de Hoare originale [Cou90|, pour étendre le
formalisme et résoudre des difficultés, par exemple :

— Référer, dans une post-condition @ de {P}i{Q}, a la valeur d’une variable avant I'exécu-
tion de 1.

— Avoir des effets de bord dans les expressions.

— Traiter 'appel de sous-programmes.

— Prouver la terminaison des programmes (terminaison des boucles while).

— Supporter les break, continue, les exceptions.

— Avoir des structures de données complexes : tableaux, structures, pointeurs, objets, etc.

— Travailler sur des entiers bornés, et vérifier le non-débordement des opérations sur les
entiers.

8.2 Transformation fonctionnelle : la méthode Why

Objectif général : établir la validité d’un triplet de Hoare, non pas avec les régles de déduction
précédente, mais avec une technique fondée sur le calcul des constructions inductives. Cet objectif
a été développé par Jean-Christophe Filliatre [Fil03a] et implantée dans un outil logiciel appelée
Why [Fil03b]. Les programmes traités par Why ne sont pas en PASCAL, ni en C ou autre langage
de programmation existant, mais dans une syntaxe spécifique, qui a été congue pour la preuve
de ces programmes.

En Why, toutes les difficultés mentionnées ci-dessus sont traitées, exceptés la possibilité
d’avoir des structures de données complexes et les entiers bornés. Dans la section suivante,
nous verrons a la fois comment traiter les structures de données complexes, et comment faire des
preuves sur des programmes écrits dans des langages de programmation impératifs standards :
Java ou C en l'occurrence.

La figure 8.1 donne de nouveau le programme qui calcule la racine carrée, écrit cette fois sous
forme d’une fonction Why. On remarque que :



7 février 2014 104

programmes annotés

\

Coq PVS HOL-light Mizar Simplify  haRVey

Obligations de preuves
FIGURE 8.2 — Approche multi-prouveur de Why

— Le langage Why est un langage proche de Caml

— En particulier, il n’y a pas de distinction entre instruction et expression. Les triplets a la
Hoare s’applique sur des expressions, et dans une post-condition on peut utiliser le mot
clé result pour parler du résultat de ’expression.

— L’ajout d’un variant, pour garantir la terminaison

Le travail de 'outil Why consiste a produire, & partir d’'un programme annoté, des obligations
de preuves dont la validité assure la correction du programme. Avec Why, ces obligations de
preuves sont des formules en logique du premier ordre, exprimable dans la syntaxe de différents
démonstrateurs existants, aussi bien des démonstrateurs interactifs comme Coq, PVS, HOL-light
ou Mizar, que des démonstrateurs automatiques comme Simplify ou haRVey.

Néanmoins, la sortie pour Coq posséde une particularité supplémentaire : la wvalidation, qui
est un programme fonctionnel Coq équivalent au programme de départ. I s’agit 1a de l'idée
directrice de I'approche Why : un programme impératif peut étre traduit en un programme
fonctionnel par ajout de paramétre. Sur 'exemple de ISQRT, on écrirait quelque chose comme

isqrt(n) = isqrt2(n,0,1)
isqrt2(n,count,sum) =
if sum<=n then isqrt2(n,count+l,sum + 2 * (count+1)+1) else count

On est ramené alors a la preuve d’un programme fonctionnel. Il s’agit 1& d’une instance de I'ap-
proche par plongement superficiel (shallow embedding en anglais) opposé a plongement profond
(deep embedding), tel qu’expliqué dans le chapitre 2.

8.2.1 Le langage Why

C’est un langage fonctionnel auquel sont rajoutés quelques traits impératifs. Les types de
base sont : int, bool, float et unit (habité par la constante void). Comme d’habitude avec les
langages fonctionnels, il n’y a pas de distinction syntaxiques entre expressions et instructions :
les instructions sont les expressions de type unit.

Le noyau fonctionnel est constitué des expressions suivantes :

— les constantes entiéres, booléennes, flottantes et void;

— les variables ;

— Dapplication, notée sous forme curryfiée (e e ... e,);

— les opérations primitives (unaires et binaires) +, -, etc. ;

— les définitions locales let v =¢1 in eg;

— les conditionnelles if e; then ey else ej3;

— Dabstraction notée fun (x; : t1) -+ (Tp : ty) — €.

Les traits impératifs sont introduits par
— les définitions de références locales let v = ref e; in eo;
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— la déréférenciation v ;

— laffectation : v :=e;

— la séquence eq;...; e, ;

— la boucle while e; do ey done;
Remarque : pour simplifier on ne traite pas les définitions récursives ici, ni la levée et le rattrapage
d’exception. Le langage complet est décrit dans le manuel utilisateur.

En Why, toute expression e peut étre annotée, avec la notation des triplets de Hoare {pre} e {post}.
Les boucles while doivent étre annotée par

while e do { invariant inv variant var } e done

pour spécifier un invariant de boucle, ainsi qu’un variant, une expression censée décroitre a chaque
itération de la boucle, assurant ainsi la terminaison. Les annotations pre, post et inv sont des
formules de logique du premier ordre, leur variables sont les variables du programme. De plus,
dans les post on peut utiliser le mot-clé result pour référer a la valeur résultat de I'expression, et
v@ pour désigner la valeur de v avant 'exécution de I’expression.

8.2.2 Typage avec effets

Comme un langage de programmation classique, le langage Why posséde des régles de typage,
et un programme doit étre correctement typé pour que la génération des obligations de preuves
puissent se faire. Comme ce langage est proche de Caml, le type en est assez proche aussi, mais
on lui ajoute une spécificité qui est le typage des effets, qui consiste & préciser quelles sont les
références qui sont lues et celles qui sont écrites.

Voici un exemple de programme trés simple, qui va nous servir pour illustrer les mécanismes

de Why :

parameter montant : int ref

let crediter = fun (s:int) ->
{s> 01}
montant := !montant + s
{ montant = s + montant@ }

En tant que programme « Caml », on sait trés bien inférer que crediter a le type int -> unit.
Ce qu’on va faire en plus c’est de calculer ses effets, pour déterminer dans cet exemple que la
référence montant est & la fois lue et écrite.

Un type avec effet est un triplet (type, variables lues, variables écrites). Voici un extrait des
régles de typage de Why (cf [Fil03a| pour le reste).

z:tel t non ref x:trefel
vy (t,0,0) I'Hz: (t,{z},0)

'k el (tg — (tl,R, W),Rl,Wl) 'k eg (tQ,RQ,Wg) to non ref
'+ (61 62) : (tl,RlLJRQUR,WlUWQUW)

Tz:tke: (t',R,W)
Tk fun(z:t) = e: (t— ', R,W),0,0)

x:tref el F'ke:(t,R,W)
F'tz:=e: (unit,{x} UR,{z} UW)
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La régle de typage de 'application ci-dessus interdit d’appliquer une fonction & une référence.
Une régle spéciale existe dans ce cas :

Phe:(taref = (0, RW), R, W1)  Thr:(taref,Ry,Wa) 1 ¢ (t1,RW)
L'k (ex r): (t1fx < 7], R1 U Re U Rz < r|, W1 UWo U W[z «+ 7])

Il est fondamental de remarquer que cette régle interdit les alias, c.-a-d. de référencer la méme
chose avec deux noms différents. C’est une condition essentielle pour garantir la correction de la
méthode Why. Voici un exemple typique :

let incr2 = fun (x:int ref) (y:int ref) ->
{ true } begin x :=!x+1; y:=!y+1end { x=x0+1andy=y0@+ 1}

parameter t : int ref

let test = { true } (incr2 t t) { t =t + 1 }

Why signale une erreur de typage sur 'application (incr2 t t). Si ¢’était accepté, alors au vu
de la post-condition de incr2, la post-condition t = t@ + 1 serait prouvable, or elle est fausse,
c’est t=t@ + 2 qui est vral.

Exercice 2 Dériver le jugement de typage
montant : int ref b crediter : (int — (unit, {montant}, {montant}), 0, ())

On peut utiliser cette approche de typage avec effets pour définir des programmes Why de
fagon modulaire : un programme peut trés faire appel & une autre fonction dont le code n’est
pas donné, cette fonction doit seulement étre spécifiée par son type avec effets, ainsi qu’avec un
pré et une post-condition. Par exemple on peut écrire :

parameter montant : int ref

parameter crediter : s:int ->
{s>=01}
unit reads montant writes montant
{ montant = s + montant@ }

let test = fun (tt:unit) ->
{ true }
begin
(crediter 50); (crediter 80)
end
{ montant = montant@ + 130 }

8.2.3 Calcul de plus faible précondition

Avec l'inférence de type avec effets, on est capable d’associer a chaque sous-expression d’un
programme un type avec effets. L’étape suivante consiste & leur associer aussi une pré et une
post-condition : de deux choses 'une : soit I'expression considérée est déja annotée (une boucle
while, un identificateur de fonction, ou une expression explicitement annotée par l'utilisateur),
soit on lui détermine une annotation par calcul de plus faible pré-condition, d’'une maniére tres
similaire a celui de la logique de Hoare classique, mais adaptée au langage Why.
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Voici un extrait des formules de calcul de WP, les régles complétes sont dans le manuel de
Why [Fil02| et dans [Fil99] .

WP(x,Q) = Qresult <+ x]
WP(lz,Q) Q[result « x|

WP(x:=eQ W P(e,Qresult < tt,x < result, zQ < z])

WP(e1;e2,Q WP(e1, WP(e2,Q))

WP(if e then e else e3,QQ) = WP(ey,if result then WP(ea,Q) else WP(es, Q)
WP(let x =e1 in e3,QQ) = WP(e1, WP(ea,Q)[x < result])

)
)
)
)

La régle pour 'application est 'une des plus complexe :

WP((fe - en),Q)= WP(e;, WP(ea,..., WP(ep,
(Pf AVwy, ..., wg,result, Qs — Q)[xy < result])...)[x1 < result])

si f a le type avec effets annoté xy : t1---x, 1 t, = {Pr}(t, R,W){Qy}, et les expressions
€1,...,en sont pures, c.-a-d. ne modifient aucune variable. Cette derniére condition fait qu’il
peut arriver que 'outil Why peut parfois ne pas parvenir & générer les obligations de preuves,
auquel cas il faut simplifier application concernée en introduisant des let...in...

Exercice 3 Annoter le code de crediter.

8.2.4 Traduction fonctionnelle

Il s’agit maintenant du coeur méme de la méthode Why. Nous en donnons ici un apergu, les
détails étant dans|Fil99, Fil03a].

Le but est d’engendrer un programme fonctionnel Coq équivalent au programme Why com-
plétement annoté. Ce programme comportera des « trous » pour les preuves des annotations
logiques : les obligations de preuve. Celle-ci peuvent naturellement étre prouvées dans Coq, pour
obtenir alors un programme fonctionnel Coq certifié, équivalent au programme de départ, que
lon appelle la validation Why.

Interprétation fonctionnelle des types avec effets

Tout type avec effets annoté T = {P}(t, 7, w){Q} est interprété en un type Coq T :
VI, P(T) — 3y, 3r, Q(Z, ¥, r)

La notation P(Z) désigne la formule P ou les occurrences des variables lues 7 sont substituées par
les Z, et la notation Q(&, ¥, r) désigne la formule @ o1, pour chaque variable v de @, les occurrences
de v sont remplacées par le y correspondant, les v@ par le z correspondant, pour chaque variable
v de 7 qui n’est pas dans W, chaque occurrence de v est remplacée par le & correspondant, et
enfin result est remplacé par r. Il s’agit 14 d’exprimer le fait que les z désignent les anciennes
valeurs des variables modifiables, alors que les y désignent les nouvelles valeurs.

En pratique, le 3 est utilisé est celui dans Set, noté avec des accolades. Par exemple, le type
avec effet de crediter :

s v int — {s >= 0}(unit, {montant}, {montant}){montant = s + montant@}),, ()
est interprété par le type Coq

forall (s: Z), forall (montant: Z), forall (H: s >= 0),
{ montantO: Z, result: unit | montant0 = s + montant }

Notons également que les types de base int, bool et float sont interprétés par leurs re-
présentations mathématiques Coq (Z, bool et R) et donc en particulier les entiers ne sont pas
bornés.
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Interprétation fonctionnelle des programmes

On donne maintenant des régles de traduction d’une expression e de type avec effets T =
{P}t,{r1,...,mk},{w1,...,w;}){@Q} dans un environnement I', en un terme Coq a trous € de
type T dans l’environnement I' obtenu en enlevant toutes les variables de type ref.

— si e = x variable :

€ = \2p, \p : P(x0), (0,2,71)

ou ?1 : Q($_é7®7$)
— sie=lg:
€ = 20, Ap : P(20).(0,20,4,71)

ou zp; est la variable correspondant a z, et 7y : Q(zp,0, zo ;)
— sie=x:=eq, ou e; ale type {P}(t1,71,w1){@Q1}

€ = A2, \p : P(20),let(21,v,q1) = (€1 20 71) in (21 @ {x < v}, tt,72)

ou 7y : Pi(2g) et 79 @ Q20,21 @ {x < v}, tt), ou @1 @ {x + v} désigne le vecteur de
variables 27 ou la variable z1 ; correspondant a x est remplacée par v.
— si e = fun(z:t;) — €1 et t; n’est pas un type ref :

€ = \2g, \p : P(2), (0, \v.eg,71)

ou 71 : Q(zp, 0, \x.e1).
— si e = (eg 1) : alors ey a un type avec effets annoté de la forme

{P2}($ it — {Pl}(tvR/’W/){Q,}vR%W?){Q?}

on distingue deux cas suivant e; :
— t1 non ref, e; a le type {P; }(t1, R1, W1){Q1} :
€ = \20, \p : P(Z), let (¥1,a,q1) = (€1 ©p 71) in
let (23, f,q2) = (€2 (20 ® 21) 72) in
let (73,v,4") = (f a (20 ® 11 © 23) 73) in
(2] B 23 @ 23,0, 74)
ou 71 : Pi(x0), 79 : Po(2g ® 21), 73: P20 ® 11 © 23) et 74 : Q(0, 21 & 25 & 23,v), et
la notation @ y désigne le vecteur de variables obtenus en ajoutant/surchargeant les
variables de ¢ aux variables de Z.
— t1 =t} ref, alors ej est une variable r et
€ = A2, Ap : P(x), let (21, f,q2) = (€2 ©p 71) in
let (23,v,¢") = (f r (£ ®x1) 72 in
(21 ® 23,0, 73)
ou 71 : Pa(xp, 79 : P'(zp @ 21) et 73 : Q(£p, 21 & 73, v).
Remarques : les interprétations de ’application évaluent les arguments de 'application de
droite a gauche. L’interprétation des boucles while [Fil99, Fil03a| utilise well_founded_induction
tel qu’expliqué au chapitre 7.

Exemple 8 La validation a trous de crediter est

Definition crediter :=
(fun (s: Z) (montant: Z) (Pre: s >= 0) =>
let (resultl, Post) :=
exist (fun (result: Z) => result = (s + montant))
(montant + s) (P01 s montant Pre)
(x* : { result: Z | result = s + montant } *)
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in
exist_2 (fun (montantl: Z) (resultO: unit) => montantl = s + montant)
resultl tt Post)
(x : { resultl: Z, result2:unit | resultl = s + montant } *)

ol
P01 (s:Z) (montant:Z) (Pre:s>=0) : montant + s = s + montant

Proposition 3 (Correction [Fil99, Fil03a|) Pour toute expression e typée avec effets anno-
tée, si les obligations de preuve de € sont prouvables, alors e vérifie sa spécification (c.a-d. que
sa post-condition est valide quand sa pré-condition est satisfaite).

Pour la preuve de cette proposition, il faut définir formellement la sémantique de Why [Fil99,
Fil03al.

8.3 Traitement des structures données complexes et application
a d’autres langages de programmation

Why ne gére pas explicitement de structures de données complexes. Néanmoins, il a une
approche modulaire, dans le sens ott de méme qu’il accepte des programmes en paramétre avec
uniquement leurs spécifications, il accepte des types abstraits, et des prédicats et fonctions lo-
giques abstraites sur ces types.

8.3.1 Exemple d’un programme avec un tableau : le drapeau hollandais

Il s’agit d’'un exemple célébre : un programme de tri linéaire quand il n’y a que trois valeurs
(comme les couleurs du drapeau hollandais!) da a Dijkstra [Dij76].
On introduit un type abstrait Why avec des axiomes :

parameter BLUE, WHITE, RED : color
logic iscolor : color -> prop
axiom color_elim : forall c:color. iscolor(c) -> c=BLUE or c=WHITE or c=RED

puis un premier programme Why uniquement spécifié, pour le test d’égalité des couleurs :

parameter eq_color : cl:color -> c2:color ->
{ } bool { if result then cl=c2 else cl<>c2 }

On introduit ensuite une axiomatisation des tableaux : on les représente en logique comme
des tableaux « fonctionnels », c.-a-c. ol la mise a jour d’une case de tableau retourne un nouveau
tableau :

logic acc : colorarray, int -> color (* acc(t,i) represente t[i] *)

logic length : colorarray -> int (* longueur d’un tableau *)

logic update : colorarray, int, color -> colorarray (* mise & jour t[i] := c *)
axiom length_pos: forall t:colorarray. O <= length(t)

axiom length_up:
forall t:colorarray.
forall i:int. forall v:color.
length(update(t,i,v)) = length (t)
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axiom acc_up_eq :
forall t:colorarray.
forall i:int. forall v:color.
acc(update(t,i,v),i) = v

axiom acc_up_neq :
forall t:colorarray.
forall i:int. forall j:int. forall v:color.
i <> j -> acc(update(t,i,v),j) = acc(t,])

et on a les programme WHY suivant sur les tableaux :

parameter length_ : t:colorarray -> { } int { result = length(t) }

parameter acc_ : t:colorarray -> i:int ->
{ 0 <= i < length(t) }
color

{ result=acc(t,i) }

parameter update_ : t:colorarray ref -> i:int -> v:color ->
{ 0 <= i < length(t) }
unit reads t writes t
{ t = update(t@,i,v) %}

noter les préconditions sur les bornes des tableaux utilisés.
On peut maintenant commencer par un petit programme qui echange deux éléments d’un
tableau :

let swap = fun (t : colorarray ref) (i:int) (j:int) ->

{ 0 <= i < length(t) and 0 <= j < length(t) }
let ti = (acc_ !t i) in

let tj = (acc_ !'t j) in

begin

(update_ t i tj);
(update_ t j ti)
end
{ length(t) = length(t@) and
acc(t,i) = acc(t@,j) and
acc(t,j) = acc(t@,i) and
forall k:int. i <> k and j <> k -> acc(t,k) = acc(t@,k) }

Pour écrire le programme de tri de Dijkstra, on introduit un predicat monochrome :

logic monochrome : colorarray, int, int, color -> prop

axiom monl
forall t:colorarray.
forall i:int. forall j:int. forall c:color.
monochrome(t,i,j,c) -> (forall k:int. i <= k < j -> acc(t,k)=c)
axiom mon2 :
forall t:colorarray.
forall i:int. forall j:int. forall c:color.
(forall k:int. i <= k < j -> acc(t,k)=c) -> monochrome(t,i,j,c)
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et le programme principal est alors

let flag = fun (t : colorarray ref) ->
{ forall k:int. O <= k < length(t) -> iscolor(acc(t,k)) }

begin

let b = ref 0 in

let i = ref 0 in

let r = ref (length_ !t) in

while !i < !r do
{ invariant
(forall k:int. 0 <= k < length(t) -> iscolor(acc(t,k)))
and 0 <= b and b <= i and i <= r and r <= length(t)
and monochrome(t, O, b, BLUE)
and monochrome(t, b, i, WHITE)
and monochrome(t, r, length(t), RED)
variant r - i }
let ¢ = (acc_ 't 'i) in
if (eq_color c BLUE)
then
begin (swap t !b !'i); b := b + 1; i := i + 1 end
else
if (eq_color ¢ WHITE)
then i := !i + 1
else
begin r := !r - 1; (swap t !r !i) end
done
end
{ exists r:int. exists b:int.
monochrome(t, 0, b, BLUE)
and monochrome(t, b, r, WHITE)
and monochrome(t, r, length(t), RED) }

Notons que les onze obligations de preuves engendrées pour ces deux programmes (swap et
flag) sont prouvées entiérement automatiquement par Simplify.

8.3.2 Programmes Java et C

L’approche ci-dessus pour les tableaux simples peut étre étendue & toute structure de don-
nées complexes, ce qui permet de traiter des « vrais » langages comme Java ou C : pour ceux-ci,
la structure de la mémoire est modélisée avec les opérations logiques abstraites et des axiomes.
L’outil Krakatoa [MPMUO04| suit ce principe, et permet de traduire automatiquement un pro-
gramme Java en un programme Why avec une telle modélisation. L’outil Caduceus, en cours de
développement, fait de méme avec les programmes C.

Remarquons aussi que cette approche pour modéliser les structures de données complexes
peut étre aussi utilisée pour traiter les entiers bornés : il suffit d’interpréter les opérations arith-
métiques comme ’addition par une autre fonction logique. On a méme le choix de permettre les
débordements et faire des calculs modulo 232, ou bien imposer le non-débordement, en introdui-
sant une fonction d’addition sur les entiers non bornés mais avec précondition de la forme

parameter bounded_add : x:int -> y:int ->
{ -2731 <= x+y < 2731 } int { result = x+y }



Chapitre 9

Sémantique du Calcul des
Constructions Inductives

9.1 Le Calcul des Constructions pur (CC)

La théorie du Calcul des Constructions pur se rameéne essentiellement a celle du systéme F,
par effacement des dépendances en les preuves dans les types (cf chapitre sur 'extraction).

Tous deux correspondent & une logique trés faible, puisqu’en interprétant Prop de maniére
booléenne, toute formule admet un modéle fini. En revanche, tous deux correspondent & un
langage de fonctions trés riche puisqu’ils contiennent toutes les fonctions prouvablement totales
dans l'arithmétique d’ordre supérieur.

9.1.1 Puissance logique
Le modéle booléen a preuve unique (modéle « proof irrelevant »)

Le CC admet un modéle booléen, dans lequel Prop est interprété par ’ensemble a deux
élement B = {true, false}. L’imprédicativité se résume alors & une quantification finie sur B.
Les types de Type sont construits récursivement a partir de B et le produit fonctionnel. Dans
le cas d'un produit A — T avec A une proposition et T un type, linterprétation est celle?.
L’interprétation s’applique & tous les jugements qui ne sont pas des jugements de preuve (on
note X, P, @ et T, U pour les objets et types du niveau Type et x, t, u et A, B pour les objets
et types? du niveau Prop).

[Prop] = {true, false}

Vz : AU] = [U]
VX :T.U] =[T] — [U]
[VX : T.B], = true ssi [B], y._, = true pour tout V' € [T]

[Va: A.B], = true ssi [A] , = false ou [B] , = true

[VX : T.B], = true ssi [B] , y._y, = true pour tout V' € [T]
[\z: A.P],=[P],

[\X:T.P],=Ve[Il]—[P], x_v

[Pu], = [P],
[PQl, = [P],([Q],)
[X1, = p(X)

1. Le modéle booléen standard de CC différencie selon que A est prouvable ou pas (cf par exemple [MWO03|)
de T'. Ce raffinement, qui force a considérer des interprétations partiellement définies n’est pas nécessaire pour
notre analyse. Autrement dit, on se restreint & un modéle ayant le grain du modéle booléen de F,,

2. qui sont incidemment aussi des objets du niveau Type

112
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La régle de conversion est validée par le modeéle et on a b ¢ : A qui implique [A] = true, d’ou la
cohérence du CC puisque [VA : Prop.A] = false.

Le modéle est localement fini et [A] = true est décidable puisque les quantifications ne
portent que sur des espaces fonctionnels engendrés a partir de B qui est fini et d’'un nombre fini
de construction par produit. En particulier la cohérence de CC est prouvable dans 'arithmétique.

Dans ce modéle, tous les entiers (dans le type VA.(A — A) — (A — A)) sont identifiés. On
ne peut donc prouver 0 # 1. Les axiomes de Peano ne sont donc pas dérivables, en accord avec
I’existence d’une preuve de cohérence dans I'arithmétique.

Question ouverte: complétion de F,, (et plus généralement de CC dans son modéle booléen
standard) vis & vis du modéle booléen. Quels axiomes ajouter pour obtenir ([A] = true) — + A
(candidats: VA : Prop.A = True V A = False (complétude propositionnelle) et Vf,g : (V&
T.U).(VYu: T.fu =y, gu) — f = g (extensionnalité)) ?

Remarque 1: I'indiscernabilité des preuves (« proof-irrelevance »), la complétude proposition-
nelle et le tiers-exclu sont tous les trois validés par le modéle booléen..

Remarque 2: on peut typiquement représenter false en théorie des ensembles par 1’ensemble
vide () et true par un ensemble singleton (typiquement ’ensemble {} dont 'unique élément est
ensemble vide); en ce cas, [VX : T.B] , s’exprime comme Ny¢ry[B], x.—y-

Le modéle booléen sur le A-calcul pur (modéle booléen non « proof irrelevant »)

Il existe une variante du modéle booléen qui préserve le contenu calculatoire des preuves. Ce
modéle, non exprimable dans 'arithmétique, permet par exemple de montrer la non prouvabilité
de l'induction de Peano [Geu0l, SG95]. La différence par rapport au modéle booléen a preuve
unique est que les propositions vraies sont interprétées par I’ensemble A de tous les A-termes
purs. L’interprétation est donc la suivante:

[Prop] = {A, 0}
[Va: AU] = [U]
VX : T.U] =[T] — [U]

[Va: A.B] , = {t € Alpour tout u € [4] ,, tu € [B],,._,}
[vX : TB]] = Nverr [Bl, x.=v

[\z: A.P], =[P],
[
[
[
[

<

AX : TP]] —VG[[T]]»—>[[P]]pX _
Pu], = [[P]]p

PQj, =[P],(Iel,)

X], = p(X)

]]px _ pour y frais

et on montre que + ¢ : A implique [t] € [A].

9.1.2 Puissance calculatoire

Le CC admet aussi un modéle par réalisabilité qui respecte le contenu intensionnel des fonc-
tions (et des preuves). Un tel type de modéle permet de prouver la normalisation forte de CC
et F,,, donc la cohérence de 'arithmétique d’ordre supérieur et, a fortiori, de 'arithmétique. En
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particulier, le modéle par réalisabilité montre la cohérence de CC + (0 # n+ 1) + injectivité du
successeur + induction, c¢’est-a-dire de CC + les axiomes de Peano.

Tous les programmes prouvablement terminant dans 'arithmétique d’ordre supérieur sont
dérivables dans F,, et donc dans le CC [Gir72].

Schématiquement, le modéle par réalisabilité interpréte les propositions comme des ensembles
de A-termes clos par (-expansion avec la propriété que t € [A — B] ssi tu € [B] pour tout
u € [A] (propriété dite de réductibilité). L’interprétation des types de Type est alors la méme
que pour le modeéle booléen standard du CC : le produit du CC est interprété comme le produit
ensembliste & ceci prés que le domaine de base, Prop, est maintenant un ensemble de parties de
A-termes.

9.1.3 Extensions incohérentes du Calcul des Constructions
Systémes U-, U et Type:Type

Les systémes U- et U (dus a J.-Y. Girard [Gir72]) sont en fait des extensions du systéme F,.
Alors que la couche Type de F,, correspond & un A-calcul simplement typé bati sur la constante
Prop, la couche Type des systémes U- et U correspond & un A-calcul polymorphe (le systéme F')
incluant Prop comme type de base.

Le systéme Type : Type (énoncé par P. Martin-Lof) est le systéme ot Prop et Type sont
confondus et ot tous les produits sont permis. En particulier, Type : Type est un objet terminal
de la catégorie des PTS : tout PTS se plonge dans Type : Type.

Ces trois systémes sont incohérents. Une des maniéres de dériver une incohérence est de
construire dans U- (et donc aussi dans les 2 autres systémes) un type Univ : Type et une
injection® i : VA : Type.(A — A — Prop) — (A — Prop) — Univ.

En spécialisant ¢ & Univ, on peut plonger dans Univ toute relation R : Univ — Univ — Prop
définie sur un domaine D : Univ — Prop. Par ce fait, on peut dériver le paradoxe de Burali-Forti
(cf Girard |Gir72, Coq86]), le paradoxe de Reynolds-Coquand (cf Coquand [Coq94b]), ou plus
généralement encoder la théorie naive des ensembles de Cantor et en particulier le paradoxe de
Russell (cf Miquel [Miq01]).

9.2 Le Calcul des Constructions avec univers (CC,,)

Le Calcul des Constructions avec univers CC, étend le CC avec une hiérarchie dénom-
brable d’univers Type;:Typey:Types... (on identifie alors le niveau Type de CC avec Type;).
Les produits sur cette hiérarchie sont prédicatifs : si 7' : Type; et U(X) : Type, alors I1X :
T.U(X) : Type,,qq(,j)- La sorte Prop reste imprédicative : si T' : Type; et U(X) : Prop alors
IIX : T.U(X) : Prop.

De plus, CC,, introduit une relation de sous-typage vérifiant Prop C Type; C Type, C Types...
Concrétement, la relation de conversion est remplacée par une relation de sous-typage définie par

Type; C Type; ssit < g
Prop C Type;
OX :TUX)COX:T'U(X)ssiT=3T' et U(X) C U(X')
TCT ssiT =3 T’ sinon
La régle de conversion est remplacée en conséquence par

F'Et:T -7 :s TcT
et 17
3. Typiquement il suffit de prendre Univ = VA : Type.(A — A — Prop) — (A — Prop).
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CC,, correspond & la partie sans inductifs et sans Set du Calcul des Constructions Inductives 4.

9.2.1 Encodage de Parithmétique
Dans CC,,, on peut définir I'ensemble des entiers naturels au niveau Type,

Nat : Type, :=VX : Type;. X - (X = X) - X
0: Nat:= XX fa.a
s: Nat — Nat := \nX fanX f(fa)

puis on peut définir le prédicat caractéristique des entiers naturels par
IsNat := An: Nat.¥YP : Nat — Prop. P(0) — (Vm : Nat. P(m) — P(s(m))) — P(n)

On peut alors prouver que 0 # s(n) et que s est injectif sur tout entier de I'sNat, ce qui donne
I’arithmétique de Peano.
Ainsi, CC avec juste un niveau supplémentaire de Type contient I’arithmétique .

9.2.2 Encodage de la théorie des ensembles de Zermelo

En utilisant un codage des ensembles sous forme de graphe pointé, Miquel [Miq01] a pu
plonger la théorie des ensembles de Zermelo (qui est beaucoup plus faible que ZF) dans CC,
avec trois niveaux % de Type.

9.2.3 Puissance logique

Nous allons faire une analyse de la force logique de CC,, en termes ensemblistes, c¢’est-a-dire
en termes de profondeur d’imbrication des ensembles que I'on peut construire dans ECC”.

On vient de voir que Type, contient I’ensemble des entiers naturels (w) ce qui correspond en
théorie des ensembles & un ensemble de profondeur w. Par ailleurs, la construction de chaque
Type; 1 permet au plus d’itérer w fois le produit fonctionnel a partir de Type;. Les fonctions étant
représentées en théorie des ensembles par des relations, une fonction de type A — B correspond
en théorie des ensembles & une partie de I’ensemble produit A x B et plus généralement, une
fonction de type Ilzx : A.B(x) est une partie de A X UyeaB(z). Ainsi, 'ensemble de fonctions
IIz : A.B(x) se construit en ajoutant un niveau d’imbrication au maximum des niveaux de A
et des B(x). Les types de Type,,; ont donc un nombre fini de niveaux d’imbrication en plus du
niveau d’imbrication de Type;. En passant a la limite, le type Type; | lui-méme a donc w niveaux
d’imbrication en plus que Type,. On arrive de la sorte a établir que Type, contient des ensembles
de niveaux d’imbrication ensemblistes w.i. En passant a la limite une nouvelle fois, on établit
que ECC doit contenir des ensembles de niveau d’imbrication au moins w?.

Par ailleurs, P.-A. Mellies et B. Werner [MWO98|] ont exhibé un modéle de cette cardinalité

montrant que la force ordinale de ECC était bien w? (itération w? des parties).

4. Une premiére version de CC avec univers apparait dans la thése de T. Coquand [Coq85| sous le nom de
Calcul des Constructions Généralisé (GCC): c’est une version sans la régle Prop C Type, et dont le sous-typage
(appelé cumulativité) ne passe pas sous les produits (ainsi, si f est une variable de type A — Type1, alors on a
Az A(f x) : A — Types mais pas f : A — Typez). La version de CC avec univers décrite ici est due & Luo
[Luo90] dont le Calcul des Constructions Etendu (ECC) correspond a l'extension de CC,, avec une construction
primitive pour les types existentiels (X-types). La terminologie CC,,, quant a elle, remonte & Miquel [Miq01]

5. En fait, les dépendances en les preuves ne sont pas nécessaires pour encoder 'arithmétique. Ainsi, F,, avec
un niveau supplémentaire convient tout aussi bien.

6. Comme pour l'encodage de 'arithmétique, F., avec deux niveaux supplémentaires (ce qui se note F,,.3) suffit
pour encoder la théorie des ensembles de Zermelo.

7. En théorie des ensembles, un niveau supplémentaire d’imbrication des ensembles correspond & une applica-
tion de I'axiome des parties. On démarre de I’ensemble vide dont la profondeur est nulle. Le passage a la limite
se fait avec 'axiome de l'union.
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9.3 Extensions cohérentes et incohérentes du Calcul des Construc-
tions Inductives

On considére le Calcul des Constructions Inductives avec Set et Prop.

Dans le cas ot Set est imprédicatif, il n’existe pas de modéle complet du CCI. Les deux
approximations les plus proches sont

— le modele de B. Werner qui ne prend en compte ni Prop ni la hiérarchie d’univers [Wer94|

— le modéle d’A. Miquel qui distingue une sorte Prop interprétée classiquement et une sorte

Set interprétée par réalisabilité mais qui ne prend pas en compte les types inductifs|[Miq01]

Dans le cas d'un Set prédicatif, il n’existe pas non plus explicitement de modéle, mais il est

communément admis que le modéle booléen avec Set interprété comme Type, fonctionne.

Axiome K de Streicher

L’axiome K de Streicher énonce que toute preuve de la réflexivité de 1’égalité peut étre
remplacée dans tout contexte par la preuve canonique de réflexivité

VA:SetNa: AVp:(a=a)VP:a=a— Prop.P(refl_equal(a))— > P(x)
Cet énoncé est équivalent a l’existence d’une unique preuve de réflexivité de 1’égalité
VA:SetVa:AVp:(a=a),p=refl equal(a)

Il existe plusieurs autres formulations équivalentes a I’axiome K. L’une d’elle est particuliérement
intéressante en pratique: elle exprime que deux objets dans des types dépendants sont égaux dés
lors qu’ils sont dans la méme instance dépendante

VA:Set.VB: A — Set.Va: AVb,V : B(a). (a,b) = (a,V/)) = b=V

Notons que 'axiome K est dérivable si I’égalité sur A est décidable (ce qui est le cas en parti-
culier en admettant la logique classique). Notons par ailleurs que 'axiome K est une conséquence
directe de l'indiscernabilité des preuves, indépendamment alors de la logique classique.

Indiscernabilité des preuves

L’indiscernabilité des preuves s’exprime par
VA :Prop.Vp,q: Ap=q

Indépendant dans CC : non prouvable (pas de preuve close), validé par le modéle booléen.
Incohérent dans CCI en remplagant Prop par Set (car 0 # 1 dans Set).

Logique classique

La logique classique peut étre exprimée par exemple par le tiers-exclu.
VA :Prop. AV -A

Indépendant dans CC et ECC : non prouvable (pas de preuve close), validé par le modéle booléen.

Incohérent dans CCI si la disjonction est dans Set : de part la dérivabilité de 'axiome du
choix (somme forte/élimination dépendante) et de true # false dans Set, on peut injecter Prop
dans bool (une « rétraction »), puis encoder le systéme U- et dériver I’absurde.

Remarque: VA : Set.A V —A est supposé cohérent. Ce qui permet vraiment de montrer une
incohérence, c’est que la disjonction soit dans Set.

Dans CCI, la logique classique entraine l'indiscernabilité des preuves (la preuve nécessite
I’élimination dépendante des inductifs de Prop et l'imprédicativité, cf Barbanera et Berardi

IBBYG) ).
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Extensionnalité propositionnelle et complétude propositionnelle

La complétude propositionnelle (VA : Prop.A = TrueV A = False) est équivalente dans CC a
la conjonction de la logique classique et de 'extensionnalité propositionnelle (VA, B : Prop.(A «
B) - A= B).

Dans CCI, I'extensionnalité propositionnelle entraine l'indiscernabilité des preuves (la preuve
nécessite I’élimination dépendante des inductifs de Prop).

Axiome du choix

L’axiome du choix (forme fonctionnelle) est dérivable si I’existentielle (notée alors comme un
Y-type) est dans Set ou dans Type :

(Vz: XXy :Y.Plx,y) = Xf: X > YVr: X. Pz, fx)

Si I'existentielle est dans Prop et Y dans Set, 'axiome est incohérent en présence de la logique
classique dans Prop, car alors, on peut injecter Prop dans bool et encoder le systéme U-.

VX : TypeVA: Set.(Vx : X.3a: A. P(z,y)) — 3f : X - AVzx: X. P(z, fx)

En fait, une forme beaucoup plus faible de 'axiome du choix (bien que plus compliquée & expri-
mer), a savoir I'axiome de description suffit & obtenir cette contradiction.

Remarque: Si Y est dans Type, du fait du sous-typage Set C Type, la contradiction avec la
logique classique persiste.

L’axiome du choix unique

Contrairement & ce que son nom suggére, 'axiome de choix unique ne choisit pas. Ce qu’ex-
prime ’axiome du choix unique, c’est que toute relation fonctionnelle peut étre « réifiée » en une
fonction :

(Va : A3 : B.P(a,b)) - 3f: A— BV¥a: A.P(a, fa).

Si lexistentielle est dans Set ou Type, l'axiome est dérivable. Dans Prop (et avec B dans Set
ou Type), il entraine 'existence d’une rétraction de Prop vers bool:Set. Ainsi, I'axiome est
incohérent avec la logique classique dans Prop pour le CCI avec Set imprédicatif (car alors on
peut simuler le systéme U-). Si Set est prédicatif, il reste cohérent avec la logique classique (la
rétraction s’interpréte comme un oracle qui décide la validité de toute proposition).

On peut aussi s’intéresser aux interactions avec la logique classique calculatoire, c¢’est-a-dire
basée sur une réalisation par 'opérateur call-cc de Scheme ou SML ou l'opérateur p de Parigot.
Une telle interprétation calculatoire de la logique classique est incompatible avec ’axiome de
description méme avec Set prédicatif [Her05].

Le principe de description indéfinie (opérateur ¢ de Hilbert)

Le principe de description indéfinie affirme ’existence a priori d’un témoin canonique dans
tout prédicat non vide sur un domaine non vide. On peut 'exprimer en Coq par la proposition

Anon vide — Xz : A.(3x: A. P(x)) — P(z).

Ce principe est équivalent a se donner, pour tout A non vide, un opérateur € : (A — Prop) —
A tel que Jz : A. P(z) — P(e(P)) (opérateur e de Hilbert).
De maniére évidente, le principe de description indéfinie entraine ’axiome du choix.
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Le principe de description indéfinie (version constructive)

Le principe de description indéfinie (dans sa version constructive) exprime que si une pro-
position est prouvablement habitée, alors il existe un terme qui dénote un habitant de cette
proposition. Ce principe peut étre exprimé dans le CCI par la formule

Jz: A P(x) - Xz : A. P(x).

Notons que le principe de description indéfinie est dérivable si A est dénombrable et P
décidable. En effet, on peut alors construire un programme qui teste successivement si chacun
des éléments de A, dans lordre, vérifie P. Ce programme est calculable par décidabilité de P
et terminant par existence d’un habitant dans P. On en déduit le principe de description (cf
theories/Logic/ConstructiveEpsilon.v).

Le principe de description définie (opérateur ¢ de Church)

Le principe de description définie restreint le principe de description indéfinie au cas des
prédicats habités par un objet unique. Le témoin a priori de la non vacuité du prédicat ne vérifie
le prédicat que si ce terme est prouvablement unique. Le principe de description définie peut étre
exprimé dans le CCI par la formule

A non vide — Yz : A.(3lz: A. P(z)) — P(z).

Ce principe est équivalent a se donner, pour tout A non vide, un opérateur ¢ : (A — Prop) — A
tel que 3!z : A. P(z) — P(«(P)) (opérateur ¢ de Church).

Ce schéma n’entraine pas I'axiome du choix mais il entraine ’axiome du choix unique.

Le principe de description définie (version constructive)

Dans sa version constructive, le principe de description définie ne présuppose pas |’existence
a priori de témoins : le témoin d’'un prédicat n’aura une dénotation que si le prédicat est effec-
tivement habité de maniére unique. Ce principe s’exprime dans le CCI par la formule

dlz: A P(x) —» Xz : A. P(z).

Tout comme le principe de description indéfinie dans sa version constructive, la description
définie est dérivable dans sa version constructive si A est dénombrable et P décidable.

Axiome du choix relationnel

L’axiome du choix sous sa forme relationnelle s’exprime par
(Va: A3b: B.P(a,b)) — 3P'NVa: A3b: B.(P(a,b) A P'(a,b) AV : B.P'(a,b/) = b=1

L’axiome du choix relationnel + ’axiome de choix unique est équivalent & I'axiome du choix
fonctionnel.

Dans les conflits entre logique classique, axiome du choix et imprédicativité de Set, c’est la
composante « choix unique » qui pose probléme. En effet, cette derniére, en présence de la logique
classique, peuple le monde des fonctions d’objets non calculables, ce qui est incompatible avec la
vision du monde requise par I'imprédicativité, vision pour laquelle seules existent les fonctions
qui sont calculables.

Ainsi, 'axiome du choix (avec sa réelle capacité a ordonner les domaines non dénombrables)
n’a semble-t-il rien d’incompatible avec logique classique et imprédicativité si I’on se restreint a
sa formulation relationnelle.
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Extensionnalité des prédicats et axiome du choix

L’extensionnalité des prédicats + 'axiome du choix (méme sous une forme relationnelle qui
n’implique pas 'axiome de description) entraine la logique classique !! C’est a I'origine un résultat
de Diaconescu pour la théorie des ensembles qui a été adapté a la théorie des types par Lacas et

Werner [Dia75, LW99|.

Extensionnalité fonctionnelle

L’extensionnalité des fonctions exprime pour deux types A et B (ou plus généralement pour
un produit fonctionnel Va : A.B(x)) que deux fonctions ayant le méme graphe d’entrées-sorties
sont égales

Vf,g: (VYo : AB(x)). (Vz: Af(z)=9gx) > f=yg
Typiquement, l’extensionnalité fonctionnelle implique que ’addition sur les entiers définie par
récurrence sur son premier argument est égale & I’addition définie par récurrence sur son se-
cond argument. L’extensionnalité n’est pas prouvable (elle n’est pas validée par le modéle de
réalisabilité qui est intentionnel; par ailleurs, une inspection des formes normales possibles d’une
éventuelle preuve devraient permettre d’affirmer 1’absence d’une telle preuve).

Un modéle ensembliste validerait 1’extensionnalité fonctionnelle. Donner un modéle ensem-
bliste du Calcul des Constructions Inductives avec Set prédicatif est faisable a la condition de
retirer la régle de sous-typage Prop C Type.

En présence de Prop C Type, il est vraisemblable que le modéle ensembliste fonctionne mais
il reste des obstacles techniques. Une question ouverte reste donc la compatibilité de ’extension-
nalité fonctionnelle avec le sous-typage Prop C Type.

Condition de garde

Sans condition de garde, on peut directement dériver I'absurde:

Fixpoint Paradox (u:unit) : False := Paradox u.

Condition de positivité

Sans condition de positivité, on peut facilement dériver ’absurde:

Inductive A : Prop := intro : (A->False)->A.
Definition Paradox : False := (fun (H:A->False) => H (intro H)).

Elimination forte sur un ensemble large

Sans restriction de I’élimination forte sur un inductif large, on pourrait encapsuler le type des
propositions (un type large) comme une proposition (un petit type) et le redécapsuler a volonté
sans perte d’information.

Inductive prop : Prop := down : Prop -> prop.
Definition up (p:prop) : Prop := let (A) := p in A.

Theorem iso : forall A:Prop, up (down A) = A.
Proof. reflexivity. Qed.

La quantification imprédicative dans Type du systéme U- deviendrait ainsi simulable dans le
CCI par une simple quantification imprédicative dans Prop, rendant possible la dérivation d’un
paradoxe dans le CCIL.
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Condition de positivité stricte

La positivité large n’est pas suffisante pour garantir 'absence de paradoxe. De fait, autoriser
le type non strictement positif suivant

Inductive T : Type := I : ((T->Prop)->Prop)->T.

conduit & un paradoxe. L’idée (extraite de Coquand—Paulin-Mohring [CPM90]) est la suivante:
Tout objet de type A peut s’interpréter comme un ensemble singleton de type A — Prop en
posant s(t) = Ax : A.x =t. Pour A étant T — Prop, on en déduit 'existence d’un plongement
¢(P) = I(s7prop(t)) de T — Prop vers T. Ce plongement est injectif par injectivité de I. On
pose alors

Py= Xz :T.3P.x = ¢(P) N —P(x)

Par injectivité de ¢, on montre que Py(¢(Fp)) est équivalent & —FPy(¢p(F)). Contradiction.
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