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Fiche d’exercices 1.

Les exercices marqués par un s sont plus difficiles.

1 Comparaisons de suites numériques

Exercice 1.
Soient (Un)pne(ny et (Vi)nen,

1. Rappeler les définitions de suivantes :
(a) Un =o(Vy)
(b) Un = O(Vn)
(c) Un~Vy

2. Que signifie :
(a) U, =0(1)7
(b) U, =0(1)?
(¢c) U, ~17

3. Soit a € R, que peut-on dire de (Uy)nen si :
(a) lim n*U, =07
(b) lim n®U, =17
(¢) lim n®U,, = c0?

Exercice 2.

Soient (un)ne(ny €t (Vn)nen, les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses, fournir une démonstration (si c’est
vrai) ou un contre—exemple (si c’est faux).

(1). n? = O(n?) 2)
(3)- 10%( ) = o(log(v/n)) (4). =
(5)n~n+1 6). L~141
(7). 5 =0(*) (8)

(9). La remproque de I’énoncé précédent. (10

(11).¥m e N, L = o(-1)

nm

Exercice 3.
Simplifier les expressions suivantes :

Loy = 2=+ 0(k) + o(3) + (&)
2. u, =n*+o(nlog(n)) + O(n%) + O(n*) + O(n?)
3. up =n+/n+on )+0(1og(n))

4oty = gy T om e Te M Ho(g5) +O0(3)

B



Exercice 4. La formule de Taylor.
Soit f : R — R une fonction de classe C*°.

1. Soit a € R. Redémontrer par récurrence la formule de Taylor avec reste intégral, & savoir, pour tout = € R :

f@) = @)+ @ =) f @)+ T a4 [ e

(x;i'a)nf(n)(a) + O(Iﬂa)((x _ a)n)

3. Donner une variante de la formule précédente en remplacant le o par
un O.

4. Les deux formules obtenues sont-elles équivalentes 7 Si oui, pourquoi ? Sinon, laquelle des deux donne 'information
la plus précise sur f 7

Exercice 5. Développements limités.

Calculer les développements limités en 0 des fonctions suivantes.
1).

3) ( ): esin(:r) 3
5). e(x) =1

7). 9(

9). =
11). k(z) = ()5, 2

Py

2 Suites récurrentes

Exercice 6.
Exprimer en fonction de n le terme général des suites suivantes, et étudier leur convergence.

(1).{“0:07“1:1 (2).{UO=1,u1:1

Yn € N, Upio = Upt1 + Up Yn €N, U0 = %(Un+1 + Up)

<3) u0=2,u1=—1 (4) uO:O,ule
| VR eN, upyo =SuUupg1 — up | YR eN, uptro = 8upi1 — /Uy,

(5)-{%:_1’“1:1 (6)_{uo:2,u1:2

7 1
Vn €N, Uppo = —Upi1 — Un Vn €N, upy2 = —gUn+1 + g Un



Exercice 7.
Etudier les suites (uy,)nen définies par :

’LLOZ].
(1){ VTLGN, un+1:1—i

Un

ug € R
Vn €N, upi1 = uZ + 2u,

erRj_

2
VneN, up41 = Uy +3

2(un+1)

U ER*JF

Vn € N, Un+1:un+i_1

Vn €N, upr1 =14 (—1)"Vu, +1 Vn € N, upy1 = sin(2uy,)

up € RY ug >0

Yn €N, Upi1 = Uy + fol [t — up|dt

{ {
(5).{ up € ]-1,0] (6)'{ ug € [0,1]
{ {

Yn €N, Uyt = U7L+\/Un—1+'~'+\/170

Exercice 8.
On considére la fonction f définie par :

f:{R — R

3
T 2z 1
T = T4y

Et on définit la suite (up)nen par ug =0 et w1 = f(uy) pour tout n € N.

1.

A

Montrer que 'équation z® — 3z 4+ 1 = 0 posséde une unique solution « € [0,1/2].

En déduire que o est 'unique point fixe de f dans l'intervalle [0,1/2]

Montrer que f(R;) C Ry et que la fonction f est croissante sur R . En déduire que le suite (u,,), est croissante.
Montrer que f(1/2) < 1/2 et en déduire que 0 < u,, < 1/2, ¥n € N.

Montrer que (u,) — a.

Exercice 9. Autour du théoréme de Cesaro.

. Enoncer le théoréme de Césaro.
. Soit (zn)nen une suite de réels strictement positifs, telle que x,, — I # 0. Alors montrer que {/[[,_,zr — L.

Démonter le résultat suivant appelé Lemme de [’escalier :
Soit (un)nen une suite numérique, telle que u,41 — u, — a ot a € C. Alors u,,/n — a. En déduire que si a # 0,
alors u, ~ na.

. Soit (uy), la suite définie par Vn > 1, u, = 1++v/2+---+ /n. Etudier la convergence de cette suite et en donner

un équivalent.

. Soit (z,), la suite définie par zg € [0,1] et Vn €N, 2,11 = 2, — 2.

(a) Montrer que z,, est bien définie et converge vers une limite [ a préciser.

11
Tn1 Ty

(b) On pose lorsque cela est possible y,, = déterminer la limite de y,, et en déduire un équivalent de

Ty



3 Séries numériques.

Exercice 10.
Déterminer la nature des séries de terme général :

. n!)? 1 341
ap, = sin(myv/n2 4+ 1) b, = % Cp = W d, = arccos(z3 i 2)
1
n=1-— COS(%) fa=2—-n gn = / tan(t")dt h, =(=1)" tan(*_li_I)
0
j— A2t o (D" o (n)? |
S L S ST " (logn)"
n 1 n
pr = (FEEGRENT g, = L rn = (=1)"Vlog(BE4) s, = /- g -1
tnz(l—%)"ﬁ un:i ’Un:% wan(a—i—l)—&-f(a—l)—Qf(a)
n v+ (=1)" log(n®+n+1) n n

Remarque. Dans la derniére question f est une fonction de classe C? au voisinage de a € R

Exercice 11.
Soit @ > 0. Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

2 2

n :\/n!sinasin%...sin% bn:cos(m) cn=e" (1—2)n
dy, = (-1)” €n = log(l + (_]e)n) fn= ellog(n))*
ne + (71)71 n
1
— enan(_a o1 L Y Vidt
gn = COS (%) hp =en —en+a in = 0 W

Exercice 12.
Suivant les valeurs de a et de b étudier la nature de la série de terme général :

a2V
Uy = ————
2V 4 pn
Exercice 13. %
Quelle est la nature de la série de terme général : — coslogn) 9

n
Indication : On pourra commencer par étudier la convergence de l'intégrale :

n
/ cos(log x) i
1 x

. . . . N . n+1 5(log
Puis trouver une expression faisant intervenir a la fois u, et [’ @dm

Exercice 14. Un résultat théorique. %
Soient (ay), et (by)n deux suites positives telles que a, ~ b,. On note (S,), et (T},), respectivement les suites des
sommes partielles des séries de terme général a,, et b,,. C’est a dire :

Vn € N, Snzzn:ak et T, :zn:bk
k=0 k=0

Si les séries de terme général u,, et v, convergnet, les restes de ces séries sont notés respectivement : Q,, et R,,.
1. Si les séries de terme général a,, et b, convergent, montrer que S, ~ Ty,.

2. Si les séries de terme général a,, et b, divergent, montrer que @, ~ R,.



